1 Schema lezione 8. Commenti su covari-
anza, correlazione, regressione

Ricordiamo le definizioni di covarianza e coefficiente di correlazione tra due
v.a. XedY:

Cov(X,Y)=E[(X — pux) (Y — puy)]

p(ny):M,

Ox0y

Tra le proprieta che si verificano immediatamente o quasi c’e:

Cov (X, Y) =F [XY] — Ux Uy
Cov (X,X) =o0%
Cov(aX + Y +v,7Z) =aCov (X, Z) + BCouv (Y, Z)

ed analogamente nel secondo argomento
e se X ed Y sono indipendenti, allora
Cov(X,Y)=p(X,Y)=0
mentre il viceversa non e sempre vero

e se il vettore (X,Y") e gaussiano e Cov (X,Y) = 0 allora X ed Y sono
indipendenti (questo & meno elementare da dimostrare)

-1<p(X)Y) <1
(questo non ¢ elementare, discende dalla disuguaglianza di Hélder)
e per ogni A > 0

Cov (AX,\Y) = X*Cov (X,Y)
p(AX,AY) = p(X,Y)
quindi un cambio di scala modifica il valore della covarianza ma non

della correlazione; a causa di questo, un valore sperimentale della co-
varianza vicino a zero non significa nulla - puo essere una questione
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di unita di misura - mentre un valore di p(X,Y) vicino a zero e
un’informazione indipendente dalla scala, quindi con potenziali con-
seguenze circa l'indipendenza

Se Y ed X sono legate dalla relazione lineare con errore (ipotesi della
teoria della regressione lineare semplice)

Y=aX+(+o0.c
dove «, 3, 0. sono numeri reali, € una v.a. indipendente da X, allora
Cov (X,Y) = ao%

quindi
Cov (X,Y o
= G e 2

Oy ox

(07

in altre parole, a meno del fattore 0%, la covarianza descrive il legame
lineare tra due v.a. aleatorie; analogamente, a meno del fattore Z—i(, la
correlazione descrive il legame lineare tra due v.a. aleatorie;

Se X ¢ standardizzata, 0% = 1, quindi Cov (X,Y") ¢ esattamente uguale
al coefficiente a che descrive il legame lineare tra Y ed X; se anche Y
¢ standardizzata, a ¢ uguale alla correlazione tra Y ed X

Se l'errore ¢ ¢ standardizzato, vale

o
Y
ox\/a*0% + o2

in particolare, se 02 = 0 (perfetto legame lineare, senza errore) p (X,Y)
e pari al segno di a. Questo puo sembrare assurdo: se X ed Y sono
standardizzate, abbiamo detto che p(X,Y") & pari ad a. Ma nel caso
di perfetto legame lineare, senza errore, si verifica che o2 = a?0% e
quindi, se le variabili sono standardizzate, vale per forza o? = 1.

p(X,Y) =

Se 02 = 0, abbiamo detto che p (X,Y) = sgna. Se invece 0 aumenta,
|p (X, Y)| diminuisce, cioe p (X,Y) si allontana dai valori estremi +1 e
sl avvicina a zero.



Detta p(X,Y) la correlazione empirica di un campione estratto dalla
coppia (X, Y), alcune delle cose dette sopra giustificano in una certa misura
il criterio empirico secondo cui:

i) |p(X,Y)| ~ 1 corrisponde al fatto che il campione e molto concentrato
attorno ad una retta, avente inclinazione positiva se p(X,Y) ~ 1, negativa
se p(X,Y) ~ —1;

ii) p(X,Y) ~ 0: campione abbastanza sparpagliato nel piano, senza evi-
dente legame lineare.

Regressione lineare semplice: dato un campione (x1,41), ... , (Tpn, Yn),
estratto da una coppia aleatoria (X,Y), si cerca di capire (sulla base del
campione) se vale una relazione lineare con errore aleatorio del tipo

Y=aX+[+o0.c

e si cerca di stimare a, (3, o.. Il calcolo di p(X,Y") fornisce un’indicazione
della presenza di tale relazione lineare, unitamente ad una visualizzazione dei
punti nel piano. Piu in la discuteremo anche un test statistico per valutare
la linearita. La stima &, (3, 0. dei parametri si effettua con le formule

~ ~ Oy > ~ PN ~2 ~2 ~2A~9
a:p(X,Y)a—, f=py —Qiy, 0-=0y —Q0x.
X

2 Esempio con R

Ricarichiamo i dati della prima lezione sul benessere ed isoliamo le variabili
Y =SA.5Ced X =TD:

IB <- read.table(...indicatori_benessere.txt” header=TRUE)

Y <- IB$SA.SC

X <- IB$TD

Possiamo visualizzare il un colpo solo i vari plot, la covarianza e corre-
lazione di ogni coppia di indicatori con i comandi

plot(IB)

cov(IB)

cor(IB)

(covarianza e correlazione sono uguali in quest’esempio per il fatto che le
variabili sono standardizzate).

Possiamo invece fare lo stesso per le single variabili SA.SC e T'D:

plot(X,Y)



cov(X,Y)

cor(X,Y)

In questo modo vediamo che c’e¢ un legame lineare abbastanza marcato.
Calcoliamo i coefficienti usando un comando specifico di R:

reg <- Im(Y "X)

reg

Possiamo leggere i valori di a (coeff. ang.) e 3 (interc.). Vorremmo ancora
stimare o, e tracciare la retta di regressione insieme ai punti sperimentali.
Per o, si puo procedere in pit modi. Uno ricco consiste nell’estrarre i residus,
cioe i numeri R

g =Yi—Yi =y — B+ ax,
per i = 1,...,n (uno per ogni elemento del campione sperimentale), poi cal-
colarne la deviazione standard:

eps <- reg$residuals

sd(eps)

Un altro modo ¢ di usare la formula 62 = 57 —a%6%. Un altro ¢ di leggere
il Residual standard error dal sommario della regressione:

summary(reg)

Questi modi non sono del tutto equivalenti: sono stime di o, lievemente
diverse. Un vantaggio del primo metodo e di avere i residui, che possiamo
visualizzare per capire se sono abbastanza casuali oppure presentano una
struttura (nel qual caso il modello non & del tutto appropriato):

plot(eps)

A questo punto visualizziamo la retta ed i punti insieme:

plot(X,Y)

abline(reg$coefficient)

Cosa sono tutte le altre indicazioni presentate da summary(reg)? E da
plot(reg)? Serve per lo meno il concetto di test statistico e valore p per poter
intuire il significato di alcune delle informazioni di summary(reg). Riguardo a
plot(reg), vediamo quattro grafici; il primo visualizza i residui, ma non come
plot(eps), che in ascissa mette il numero d’ordine dell’elemento del campione
(1 =1,...,n), bensi mettendo in ascissa il valore di ;. Cosi si apprezza meglio
se per caso i residui crescono o calano quando ci si sposta lungo la retta di
regressione (tali spostamenti sono concordi coi valori di 7;, mentre non hanno
nulla a che fare col numero d’ordine nel campione). Il secondo grafico prende
i residui (standardizzati) e ne traccia il Q-Q plot gaussiano. Non & eccellente
nel nostro esempio. Il terzo grafico mostra la distanza standardizzata tra



valore sperimentale y; e valore predetto ¥; (sempre con i valori di ¥; in ascissa):
evidenzia piu del primo grafico gli elementi troppo distanti. Il quarto grafico
e molto piu complesso, riguarda gli outliers, e ne rimandiamo la discussione,
segnalando solo che si devono ritenere anomali i punti in prossimita degli
angoli destri del grafico.

Come ultima cosa, osserviamo che la retta di regressione viene cercata di
solito per due scopi:

a) capire il legame tra due grandezze aleatorie;

b) predire il valore della Y in corrispondenza di nuovi valori di X non
ancora sperimentati (o di nuovi esperimenti su vecchi valori di X).

Lo scopo (a) e stato perseguito nel nostro esempio, che indica la presenza
di un forte legame di proporzionalita diretta tra disoccupazione e prevalenza
di spese alimentari tra le spese totali. Discutiamo brevemente lo scopo (b).
Una volta individuata la retta

y=az+3

possiamo ovviamente calcolare y in corrispondenza di ogni nuovo (o vecchio)
valore x. Questo pero produce il valore medio che ci dobbiamo aspettare
per y, dato quel valore di x. Infatti, secondo il modello Y = aX + 4+ o.¢,
assegnato il valore z, Y ¢ la v.a.

Y=ar+ [ +o0.e

che ha come media ax + 3 e come varianza o2. Assumiamo ¢ ~ N(0,1) (nel
nostro esempio per la verita questa ipotesi non e molto avvalorata dal Q-Q
plot). Possiamo pertanto affermare che

Y ~ N (az + 3,02)
quindi
P(Yelax+pB—oqis,an++0.q1-2]) =1— 0.

Possiamo quindi non solo dare una stima media del valore di y relativamente
ad un dato z, ma anche un intervallo di confidenza al 100(1 — a)%. Qui
q1-2 ¢ il quantile gaussiano canonico. Ecco la raffigurazione con le bande di
confidenza al 95%:

plot(X,Y)

abline(reg$coefficient)



delta <- sd(eps)*qnorm(1-0.05/2)

abline(reg$coefficient+c(delta,0))

abline(reg$coefficient+c(-delta,0))

La formula precedente per l'intervallo di confidenza e solo una prima
approssimazione di quella corretta. L’errore ulteriore (oltre ad ) sta nel fatto
che non conosciamo i valori veri dei parametri « e 3, ma solo delle stime & e B
affette anch’esse da errore. Rimandiamo questo argomento, anticipando solo
che le bande di confidenza giuste sono curvilinee e si allargano allontanandosi
dalla zona in cui stanno i punti sperimentali.

3 Sulle gaussiane uni-dimensionali

Indichiamo con p(x) la densita gaussiana canonica, con ® (z) la funzione di
distribuzione cumulativa gaussiana canonica (integrale di p(z) tra —oo ed
x), con ¢, il quantile gaussiano canonico di ordine o € (0,1) (definito come
operazione inversa di ® (z)). Provare ad esempio a calcolare

dnorm/(3)

pnorm(3)

qnorm(0.9986501)

Valgono relazioni del tipo (se X ~ N(0, 1)), dove immaginiamo ad esem-
pio che « sia piccolo

P(X<q1—a):1—O[
P(X>—-qa)=1-0«
P(X €[~ a2qiap))=1-a

Se poi X ~ N (u,0?), valgono formule simili

P(X<p+oqo)=1—-«
P(X>p—o0qg-o)=1—-«
P(X € [M—UC]ka/z,/ﬁ*’UC]ka/QD =1-oa.

Abbiamo usato sopra una di queste formule.



3.1 Intervalli di confidenza

Se Xi,..., X,, € un campione sperimentale, estratto da una v.a. X di media

i e deviazione o, posto
Xi+..+ X,

n

X =

si verifica facilmente che

o
Hx = [ UY:%-

Se inoltre X e gaussiana, anche X e gaussiana. Pertanto

P<76 [u— Uq\l/;—?ﬂ,wraqj/_ﬁa/?]) =1-a.

Questo equivale a dire

—+ OQi-a/2 == , OQ1—q/2
P € |X - , X =1—-a.
(“ [ NIV D "

Quest’affermazione si usa leggere nella forma:

~ , 9Q1-a/2
=X=x
2 NG

ovvero che il valore vero della media, p, che non potremo mai conoscere

esattamente, & dato da X a meno di un errore inferiore a MI_TT‘:/Q, all’ 100(1 —

con confidenza 1 — «

a@)%. Questa e la teoria dell’intervallo di confidenza per la media di una
gaussiana.

Se (come accade di solito) o non & noto, e lo si approssima con &, si
dimostra che la teoria va modificata usando il quantile ¢ di Student a n — 1
gradi di liberta.

3.2 Test per la media di una gaussiana

Due persone esaminano una grandezza aleatoria X, che supponiamo gaus-
siana, di varianza nota o (altrimenti la teoria si generalizza usando la ¢ di
Student). La prima persona afferma che la media di X & py. La seconda
possiede un campione sperimentale Xy, ..., X,, e vuole decidere se, sulla base
di tale campione, accetta o rifiuta ’affermazione dell’altra persona. L’ipotesi
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(detta ipotesi nulla) € che la media sia g e si sottopone ad un test questa
ipotesi. In parole povere, il test consiste semplicemente nel vedere se il valore
X del campione cade nell’intervallo

_ 941-qa/2 Oq1—a/2
Ho \/T_Z ) \/ﬁ

per un valore prefissato e piccolo di . Infatti, se la media vera € proprio
o, X deve cadere in tale intervallo con grande probabilitd (pari a 1 — «).
Se scopriamo che X non cade in tale intervallo, rifiutiamo ’ipotesi nulla.
Se invece X cade in tale intervallo, affermiamo di non aver trovato alcuna
contraddizione tra l'ipotesi nulla ed il campione.

Per uniformita tra varie procedure di test, si preferisce vedere se la grandezza

Mo +

X — o
o

Z= vn

cade nell’intervallo [—ql,a/g,ql,a/g}, cosa equivalente alla precedente. Si
confronta quindi |Z| con gi_q/2. Se risulta |Z| > q1_q/2 il valore non cade
nell’intervallo giusto e quindi si rifiuta 'ipotesi. Si usa dire che il test e
significativo.

L’esito del test (significativo o meno) dipende dal valore prefissato di «,
che viene detta significativita. Piu « viene scelto piccolo, piu e difficile che
risulti |Z] > qi_a/2, € quindi se questo accade rifiutiamo l'ipotsi nulla con
maggior sicurezza. Per queste ragioni, ¢ interessante sapere qual’e il piu
piccolo valore di a0 per cui avremmo rifiutato 'ipotesi nulla. Questo valore
viene detto p-wvalue. Se il p-value € molto piccolo, significa che avremmo
rifiutato I'ipotesi nulla con un valore molto piccolo di «, cosa che era difficile
da ottenere per puro caso, quindi siamo molto sicuri della nostra conclusione
(il rifiuto). Siccome ¢ uso prendere a = 0.05, quando il SW fornisce il p-value
e questo e inferiore a 0.05, tendiamo a rifiutare 'ipotesi nulla. Altrimenti
affermiamo che non c’e contraddizione tra ipotesi e dati.

3.3 Altri test

Con R abbiamo eseguito il testi di Kolmogorov-Smirnov, tramite il comando
ks.test(x,”pnorm” ,mu,s). Esso fornisce un p-value. Ecco il suo significato:
I'ipotesi nulla & che il campione z derivi da una gaussiana di media mu
e deviazione s. Se il p-value e inferiore a 0.05, rifiutiamo questa ipotesi



e quindi riteniamo che il campione non provenga da una gaussiana. Il p-
value nell’esempio della terza lezione & 0.0778, quindi non possiamo rifiutare
I'ipotesi di gaussianita. Certo e piuttosto vicino a 0.05, quindi non siamo
lontani dal rifiuto. Sembra strano dal Q-Q plot, ma si deve considerare
che il campione ¢ numerosissimo e questo aumenta la possibilita che il test
riconosca una deviazione dall’ipotesi.

Un’altro test si trova leggendo summary(reg) in questa ottava lezione.
Si vede un p-value enormemente piccolo: 4.058e-08. Si riferisce a questo:
I'ipotesi nulla e che il modello lineare non serva a niente, nel senso che i
valori predetti 7; dal modello trovato o quelli che avrebbe prodotto un mod-
ello con a = = 0 erano all’incirca ugualmente vicini ai valori y; dei dati,
in media quadratica. Trovando un p-value pari a 4.058e-08 rifiutiamo senza
esitazione questa ipotesi, avvalorando enormemente la validita del modello.
Piu precisamente, non viene avvalorato il modello nel senso di dire che quel
particolare modello e veritiero, ma solo nel senso che e piu veritiero del niente
(cioe del modello a coefficienti nulli). In altre parole, & fuor di dubbio che
questo modello spieghi qualcosa della struttura dei dati. Che poi sia il mod-
ello giusto, ¢ un’altro problema.



