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Capitolo 1

Preliminari

1.1 Funzioni, successioni, limiti

In tutto quanto segue R indica l’insieme dei numeri reali, N l’insieme dei numeri naturali,
cioè gli interi da zero in avanti, e Z l’insieme dei numeri interi relativi.

Ricordiamo che la scrittura f : A→ B indica che f è una funzione definita sull’insieme
A a valori nell’insiemeB (f va da/ manda A inB). Per ogni a in A è definito univocamente
un b in B: si scrive allora f(a) = b; si dice che a è la variabile che si mette ad argomento
di f e che b = f(a) è il valore che f assume in a.
Per esempio si può introdurre la funzione q : R→ R dicendo che q(x) = x2. Notiamo che
sarebbe stato lo stesso scrivere q(a) = a2, l’importante è chiarire quale sia la regola che
fa passare dall’argomento al valore, in questo caso l’elevazione al quadrato. Quindi nella
definizione q(x) = x2 la lettera x è una “variabile muta”.
Da questa impostazione segue che la funzione si chiama f (q nell’esempio) mentre la
scrittura f(x) indica il valore che f assume in x (che deve essere noto quando lo si scrive).
Nella pratica tale regola è spesso infranta e si scrive f(x) per indicare la funzione ( è più
veloce dire “la funzione x2” rispetto a “la funzione q : R→ R tale che q(x) = x2 per ogni
x”), bisogna però essere consapevoli che si tratta di un piccolo abuso e tenere presente che
parlando di una funzione si pensa al “complesso di tutti i suoi valori” (più precisamente
alla regola che dato x “produce” f(x). Questo sarà particolarmente vero nel seguito del
corso in cui le funzioni saranno viste come oggetti singoli, su cui per esempio calcolare
altre funzioni. Un modo utile di pensare a una funzione è attraverso il suo grafico, cioè
all’insieme {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B, b = f(a)}.

Si chiama successione una funzione che prende i suoi argomenti tra i numeri interi.
Quindi una successione in B (o anche una successione di punti di B) è una f con f : N→ B
- o più in generale f : {n0, n0 + 1, . . .} → B. Tradizionalmente nel caso delle successioni si
scrive fn al posto di f(n) e invece di f si scrive (fn) (o (fn)n≥n0 quando serve indicare anche
il punto iniziale in cui è definita la successione). Per esempio (n2)n≥0 è una successione,
che differisce dalla funzione q di prima in quanto è definita solo per argomenti interi. Un

altro esempio è

(
1

n− 2

)
n≥3

che è definita da 3 in poi.

Di solito le successioni si indicano con le prime lettere dell’alfabeto ((an), (bn), (cn),. . . )
e spesso si assume implicitamente che n ( o m) indichino delle variabili intere.

In tutta l’Analisi Matematica è fondamentale la nozione di limite. Rinviamo ai testi
del primo anno la definizione di limite per funzioni reali di una variabile reale (che com-
prende anche quella per le successioni di numeri reali) e tutte le relative proprietà. che
diamo quindi per note (ricorderemo invece, fra un momento, la definizione di limite in più
variabili).
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4 CAPITOLO 1. PRELIMINARI

Ricordiamo solo che dato un sottoinsieme A di R, e un punto x0 di accumulazione per A
(potendo anche essere x0 = ±∞), e data una funzione f : A → R, per indicare il limite
di f(x) per x che tende a x0 (quando esiste) si scrive lim

x→x0
f(x).

Analogamente (ma non ci sarebbe necessità di dirlo) nel caso di una successione (an)n≥n0 si
scrive lim

n→+∞
an (+∞ è l’unico punto di accumulazione per {n ∈ N :n ≥ n0}). Per indicare

che una funzione ammette un certo limite l per x tendente a x0 (cioè che lim
x→x0

f(x) = l)

scriveremo spesso

f(x)
x→xo−→ l (f(x)→ l, se x0 è chiaro dal contesto)

(dove l può essere finito o infinito). Nello stesso modo, nel caso delle successioni scriveremo

an → l

(in questo caso n non può tendere che a +∞). Quindi le scritture:

1

x2

x→0−→ +∞, n

n+ 1
→ 1, n→ +∞,

sono sinonimi di

lim
x→0

1

x2
= +∞, lim

n→+∞

n

n+ 1
= 1, lim

n→+∞
n = +∞.

Vediamo come si estende la nozione di limite al caso di più variabili.

1.1.1 Definizione. Dato N intero si indica con RN l’insieme delle N -uple ordinate
(x1, . . . , xN). Si chiama modulo o anche norma del punto x = (x1, . . . , xN), il nume-
ro |x| :=

√
x2

1 + · · · , x2
N . Dati x = (x1, . . . , xN) e y = (y1, . . . , yN) chiameremo distanza

tra x e y l’espressione

dist(x,y) := |x− y| =
√

(x1 − y1)2 + · · · , (xN − yN)2.

Se N = 1 il modulo non è altro che il vecchio valore assoluto. Useremo (in questo
paragrafo) la convenzione di scrivere i punti di RN in grassetto e in carattere normale le
coordinate.

1.1.2 Proposizione. Vale la disuguaglianza triangolare:

|x + y| ≤ |x|+ |y| ∀x,y ∈ RN .

1.1.3 Definizione. Se (an) è una successione di punti di RN e se l ∈ RN diremo che l è
il limite per n che tende all’infinito di (an), e scriveremo

lim
n→+∞

an = l,

se
lim

n→+∞
|an − l| = 0.

Diremo anche, in questo caso, che tende a l e scriveremo spesso an → l.

Per esempio an :=

(
n

n2 + 1
,

n

n+ 1

)
→ (0, 1) ( per n→ +∞). Infatti

|an − (0, 1)| =

√
n2

(n2 + 1)2
+

(−1)2

(n+ 1)2
→ 0.
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1.1.4 Definizione. Dato un insieme A contenuto in RN e un punto x0 di RN diremo che
x0 è di accumulazione per A se esiste una successione (xn) di punti di A \ {x0} che tende
a x0 (xn ∈ A, xn 6= x0, xn → x0).

Per esempio il punto (1, 0) è di accumulazione per il cerchio aperto di centro 0 e raggio
1: A := {x ∈ R2 : |x| < 1}. In effetti i punti xn definiti da xn = (1−1/n, 0) appartengono
al cerchio aperto e tendono a (1, 0).

1.1.5 Definizione. Siano N ed M due interi maggiori o eguali a 1. Siano A ⊂ RN , x0 un
punto di accumulazione per A e sia f : A → RM (f è una funzione di N variabili reali a
valori in RM). Dato l ∈ RM diremo che l è il limite di f per x che tende a x0, e scriveremo

lim
x→x0

f(x) = l,

se per qualunque successione (xn) di punti di A, tale che xn → x0 succcede che

f(xn)→ f(x0).

Diremo, anche in questo caso, che f(x) tende a l e scriveremo spesso f(x)
x→x0−→ l ( f(x)→ l

se x0 è chiaro dal contesto).

Per esempio

(
x− y
x2 + y2

,
x+ y

x2 + y2

)
→ (0, 1) se (x, y) → (1, 1) (si può verificarlo con un

po’ di pazienza).

1.1.6 Definizione. Se f : A→ RM possiamo scrivere f(x) = (f1(x), . . . , fM(x)).
In questo modo risultano definite fj : A → R per j = 1, . . . ,M , che si chiamano le
componenti di f .

1.1.7 Proposizione. Se f : A→ RM , l ∈ RM con l = (l1, . . . , lM), allora

f(x)→ l⇐⇒ fj(x)→ lj j = 1, . . . ,M.

1.1.8 Definizione (continuità). Sia A ⊂ RN e sia f : A → RM . Dato un punto x0 in A
si dice che f è continua in x0 se

f(x)
x→x0−→ f(x0)

nel caso in cui x0 sia punto di accumulazione per A. Nell’altro caso (x0 non è di
accumulazione per A) la f si dice continua senza altre condizioni.

Si dice che f è continua su A se f è continua in ogni x0 di A.

Si può notare che con la definizione sopra una successione è automaticamente continua
in tutti i suoi punti (nessun intero è di accumulazione per N). Nella pratica però i
casi interessanti sono quelli in cui i punti di A sono di accumulazione per A e quindi la
continuità si esprime mediante il limite.

Non ripetiamo qui le proprietà dei limiti e della continuità in più variabili (accenneremo
a qualcosa nel prossimo paragrafo) per le quali rinviamo a un testo opportuno.
Ricordiamo però il Teorema di Weierstrass per funzioni più variabili, con cui faremo dei
confronti nel seguito. Premettiamo due definizioni.

1.1.9 Definizione. Sia A un sottoinsieme di RN .

• A si dice chiuso se contiene tutti i suoi punti di accumulazione.

• A si dice limitato se esiste una costante M per cui |x| ≤M per tutti i punti x di A.
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1.1.10 Teorema (Weierstrass). Se A è limitato e chiuso in RN e se f : A → R è una
funzione continua, allora f ammette massimo e minimo su A, cioè esistono due punti x1

e x2 in A tali che
f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2) ∀x ∈ A.

(x1 si dice allora punto di minimo e x2 punto di massimo).

Concludiamo questo paragrafo col richiamare una importante proprietà di RN , (la
completezza, come vedremo poi). Ricordiamo la definizione di successione di Cauchy.

1.1.11 Definizione. Sia (an) una successione in RN . Si dice che (an) verifica la proprietà
di Cauchy - o più brevemente che (an) è di Cauchy - se :

per ogni ε > 0 esiste n̄ ∈ N tale che |an − am| ≤ ε ∀n,m ≥ n̄

(gli elementi di (an) “diventano arbitrariamente vicini tra loro al crescere dell’indice”).

Non è difficile vedere che se (an) ammette limite allora essa verifica la proprietà di
Cauchy. Anche il viceversa è vero, ma non è per nulla ovvio.

1.1.12 Teorema. Sia (an) una successione in RN . Allora

(an) ammette limite⇔ (an) è di Cauchy.

Il teorema sopra riflette il fatto che RN “non ha buchi”: una successione di punti che
si avvicinano tra loro non può sparire nel nulla. Questo non sarebbe vero se al posto di R
ci fosse Q. È facile infatti prendere una successione di numeri razionali che in R converge
a
√

2 - tale successione è di Cauchy in Q ma non converge a nulla in Q.

1.2 Richiamo sulle serie numeriche

1.2.1 Definizione. Data una successione di numeri reali (an)n≥n0 chiameremo somma
parziale n-esima l’espressione

Sn :=
n∑

k=n0

ak = an0 + · · ·+ an

(che risulta definita per n ≥ n0). La (nuova) successione (Sn)n≥n0 si chiama serie associata
ad (an)n≥n0 o più brevemente serie degli an. Con questo linguaggio l’elemento an viene
detto termine generale (n-esimo) della serie (Sn)n≥n0 .
Si dice che la serie è convergente se (Sn)n≥n0 ammette limite finito S, si dice che la serie
è divergente se (Sn)n≥n0 tende a ±∞ e si dice che la serie è indeterminata se (Sn)n≥n0

non ha limite. Nel primo caso il numero S si chiama somma della serie e si indica con

∞∑
n=n0

an.

Molto spesso, con un leggero abuso, l’espressione
∞∑

n=n0

an viene usata per indicare la serie

oltre che la sua somma, per cui si usa dire: la “serie
∞∑

n=n0

an” è convergente / divergente

/ indeterminata.

Diremo che la serie è assolutamente convergente se la serie
∞∑

k=n0

|an| è convergente.
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Ricordiamo il comportamento di alcune serie importanti.

1.2.2 Proposizione. La serie geometrica di ragione A:

∞∑
n=0

An

• è convergente per |A| < 1 e in tal caso ha come somma
∞∑
n=0

=
1

1− A
;

• è divergente positivamente per A ≥ 1;

• è indeterminata per A ≤ −1.

1.2.3 Proposizione. La serie armonica di esponente α

∞∑
n=1

1

nα

• è convergente se α > 1;

• è divergente positivamente se α ≤ 1.

Ricordiamo i principali risultati sulle serie.

1.2.4 Proposizione. Se
∞∑

n=n0

an converge, allora an → 0.

1.2.5 Proposizione. Se una serie
∞∑

n=n0

an ha tutti termini positivi (an ≥ 0) allora non

può essere indeterminata.

Il risultato sopra ci autorizza a considerare sempre la somma di una serie a termini

positivi a patto di ammettere che possa essere +∞. Potremo quindi scrivere
∞∑

n=n0

an < +∞

per dire che la serie converge (visto che
∞∑

n=n0

an ha senso). Questa scrittura non si può

usare se gli an cambiano segno.
È chiaro che per quanto sopra basterebbe an ≥ 0 per n grande (da un certo n̄ in poi).

1.2.6 Proposizione (criterio del confronto per serie a termini positivi). Siano (an) e (bn)
due successioni di numeri positivi.

Se an ≤ bn per ogni n (per ogni n grande), allora

∞∑
n=n0

bn converge ⇒
∞∑

n=n0

an converge

∞∑
n=n0

an diverge ⇒
∞∑

n=n0

bndiverge

1.2.7 Proposizione (criterio del confronto asintotico). Siano (an) e (bn) due successioni
di numeri positivi. Supponiamo che

lim
n→+∞

an
bn

= l
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Allora, se l ∈]0,+∞[:
∞∑

n=n0

an converge⇔
∞∑

n=n0

bn converge,

se l = 0
∞∑

n=n0

bn converge⇒
∞∑

n=n0

an converge,

mentre se l = +∞
∞∑

n=n0

an converge⇒
∞∑

n=n0

bn converge.

I due criteri che seguono sono scritti in termine del limite superiore e del limite inferiore
di opportune esprssioni; in prima istanza si può pensare che esista il limite delle quantità
indicate cioè che lim inf = lim sup.

1.2.8 Proposizione (criterio della radice). Sia (an) una successione di numeri positivi.
Allora

lim sup
n→+∞

n
√
an < 1 ⇒

∞∑
n=n0

an converge,

lim sup
n→+∞

n
√
an > 1 ⇒

∞∑
n=n0

an diverge.

1.2.9 Proposizione (criterio del rapporto). Sia (an) una successione di numeri positivi.
Allora

lim sup
n→+∞

an+1

an
< 1 ⇒

∞∑
n=n0

an converge,

lim inf
n→+∞

an+1

an
> 1 ⇒

∞∑
n=n0

an diverge.

1.2.10 Proposizione (criterio della convergenza assoluta). Se una serie converge assol-
tamente essa converge. In altri termini, data una successione (an) si ha

∞∑
n=n0

|an| converge⇒
∞∑

n=n0

an converge.

Notiamo che, essendo la successione dei valori assoluti una successione di numeri positivi,
possiamo anche scrivere:

∞∑
n=n0

|an| < +∞⇒
∞∑

n=n0

an converge.

Il teorema seguente (che non è di quelli fatti ai corsi del primo anno) verrà utilizzato
in seguito e per questo lo riportiamo con la dimostrazione.

1.2.11 Teorema. Sia (an,m)n,m una successione a due indici (cioè un’applicazione da
N× N in R ( o eventualmente in C). Allora:
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• se an,m ≥ 0 si ha

∞∑
n=0

∞∑
m=0

an,m =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

an,m =
∞∑
n=0

n∑
k=0

an−k,k (1.1)

dove le due serie doppie (o la terza serie) possono avere anche valore +∞ (la cosa
ha senso dato che si sommano numeri positivi);

• nel caso generale (qui gli an,m, potrebbero anche essere in C), se

∞∑
n=0

∞∑
m=0

|an,m| < +∞

allora vale la (1.1) dove tutte le serie coinvolte sono assolutamente convergenti.

Tutto questo significa che nel caso di termini positivi ha senso scrivere la “serie doppia”∑
n,m∈N

an,n−m, la cui somma non dipende dall’ordine con cui si sommano gli addendi. Se

si rappresentano le coppie di indici (n,m) su un reticolo, allora le frecce nelle tre figure
di 1.1 schematizzano l’ordine con cui si prendono gli indici. Si noto che nel terzo caso,
quello in cui si procede “sulle diagonali” non c’è una serie doppia in quanto per ogni n

fissato il termine
n∑
k=0

an−k,k è ottenuto sommando un numero finito di addendi.

Figura 1.1: Diversi ordinamenti degli indici in una serie doppia

Dimostrazione. Dati N,M interi poniamo

SN,M :=
N∑
n=0

M∑
m=0

an,m.

Cominciamo dal caso an,m ≥ 0. Chiaramente

S1 :=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

an,m = lim
N→∞

lim
M→∞

SN,M , S2 :=
∞∑
m=0

∞∑
n=0

an,m = lim
M→∞

lim
N→∞

SN,M ,

dove i limiti scritti sopra esistono perché le successioni coinvolte sono crescenti. Si ha:

SN,N ≤ SN,M ∀N,M ∈ N con M ≥ N

da cui, mandando prima M →∞ e poi N →∞

SN,N ≤ lim
M→+∞

SN,M ∀N ∈ N⇒ S := lim
N→+∞

SN,N ≤ S1.
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Analogamente:
SM,M ≥ SN,M ∀N,M ∈ N con M ≥ N

da cui, facendo di nuovo prima il linite in M e poi quello in N

S ≥
N∑
n=0

∞∑
m=0

an,m ∀N ∈ N⇒ S ≥ S1.

Quindi S = S1. In maniera analoga (scambiando l’ordine dei limiti), si prova che S = S2

e allora S1 = S2 = S (si noti che S è un ulteriore modo di arrivare alla serie doppia).
Passiamo alla somma “per diagonali”. Poniamo:

cn :=
n∑
k=0

an−k,k, S ′N :=
N∑
n=0

cn

Chiaramente

S ′ := lim
N→+∞

S ′N =
∞∑
n=0

n∑
k=0

an−k,k.

Se introduciamo gli insiemi di indici:

Qn := {(i, j) : 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n} , Tn := {(i, j) : 0 ≤ i, 0 ≤ j, i+ j ≤ n} .

otteniamo S ′N =
∑

(n,m)∈TN
an,m, mentre SN,N =

∑
(n,m)∈QN

an,m da cui, essendo Tn ⊂ Qn ⊂ T2n

(vedi figura (1.2)), si ha: S ′N ≤ SN,N ≤ S ′N . Utilizzando i due carabinieri si deduce S = S ′

e quindi si completa la dimostrazione di (1.1) nel caso positivo.

Figura 1.2: Gli insiemi di indici Qn e Tn

Veniamo al caso dei termini a segno variabile (o a termini complessi). Poniamo:

ΣN,M :=
N∑
n=0

M∑
m=0

|an,m|, γn :=
n∑
k=0

|an−k,k|, Σ′N :=
N∑
n=0

γn, Σ := lim
N→∞

ΣN,N = lim
N→∞

Σ′N

(l’eguaglianza degli ultimi sue limiti è conseguenza del caso a termini positivi) e per ipotesi
Σ < ∞. Dato che |cn| ≤ γn la serie dei cn è assolutamente convergente, quindi S ′ esiste
finita. Si ha:

|SN,N − S ′N | =

∣∣∣∣∣∣
∑

(n,m)∈QN

an,m −
∑

(n,m)∈TN

an,m

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

(n,m)∈QN\TN

|an,m| = ΣN,N − Σ′N .

Dato che ΣN,N − Σ′N → 0 il limite S esiste e coincide con S ′. Sempre per il caso positivo

Σ = lim
N→∞

lim
M→∞

ΣN,M = lim
M→∞

lim
N→∞

ΣN,M .
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(da cui è facile dedurre l’assoluta convergenza delle serie doppie). Ragionando come prima:

|SN,M − SN,N | ≤ |ΣN,M − ΣN,N |

da cui, mandando N ed M all’infinito, nei due ordini possibili

S1 = lim
N→∞

lim
M→∞

SN,M = S, S2 = lim
M→∞

lim
N→∞

SN,M = S

che conclude la dimostrazione.

Dal risultato precedente si deduce il seguente.

1.2.12 Teorema (prodotto alla Cauchy di due serie). Siano (an)n e (bn)n due successioni
e poniamo per ogni n:

cn :=
n∑
k=1

akbn−k.

Allora, se an ≥ 0 e bn ≥ 0 per ogni n, si ha (eventualmente con valore +∞)

∞∑
n=1

cn =

(
∞∑
n=1

an

)(
∞∑
n=1

bn

)
.

Se invece le serie
∞∑
n=0

an e
∞∑
n=0

bn sono assolutamente convergenti (qui an e bn potrebbero

anche essere numeri complessi), allora anche
∞∑
n=0

cn è assolutamente convergente e vale la

stessa formula scritta sopra (ora con valori finiti).

Dimostrazione. Basta applicare il teorema (1.2.11) utilizzando come an,m il prodotto anbm.

Concludiamo con una osservazione molto semplice, che però può essere utile.

1.2.13 Osservazione. Se a : [1,+∞[→ R è una funzione allora ([x] indica la parte intera
del numero x)

∞∑
n=0

a(n) =

∫ ∞
1

a([x]) dx

1.3 Numeri complessi

Ricordiamo che i numeri complessi sono espressioni del tipo x+ iy, con x, y ∈ R. I numeri
complessi si possono sommare e moltiplicare tra loro tenendo presente che (i)2 = −1. Si
ha cioè:

(x′ + iy′) + (x′′ + iy′′) = (x′ + x′′) + i(y′ + y′′),

(x′ + iy′)(x′′ + iy′′) = x′x′′ + i(x′y′′ + x′′y′) + (i)2y′y′′ =

x′x′′ − y′y′′ + i(x′y′′ + x′′y′).

L’insieme dei numeri complessi verrà indicato con C. Se z = x+ iy si scrive

x = <e(z) (parte reale di z), y = =m(z) (parte immaginaria di z),
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(si noti che la parte immaginaria è un numero reale); si definisce il coniugato di z, indicato
con z̄, ponendo z̄ := x− iy. In questo modo

<e(z) =
z + z̄

2
, =m(z) =

z − z̄
2i

.

Sempre se z = x+ iy si definisce il modulo di z, indicato con |z|, ponendo |z| :=
√
x2 + y2.

Si vede facilmente che
|z|2 = zz̄.

È anche immediato verificare che:

z′ + z′′ = z′ + z′′, z′z′′ = z′ z′′, |z′z′′| = |z′||z′′|.

Come è ben noto si può stabilire una corrispondenza tra i numeri complessi e il piano car-
tesiano (cioè tra C ed R2) identificando x+ iy con (x, y). Questa identificazione permette
di visualizzare l’operazione di somma tra numeri complessi mediante l’usuale somma di
punti (o meglio di vettori) fatta con la regola del parallelogramma. Per capire come fun-
ziona il prodotto introduciamo la forma polare di un numero complesso. Se z = x + iy

allora

(
x√
x2+y2

, y√
x2+y2

)
appartiene alla circonferenza unitaria e quindi esiste unico un

angolo θ in [0, 2π[ tale che

cos(θ) =
x√

x2 + y2
, sin(θ) =

y√
x2 + y2

.

Chiameremo tale θ l’argomento principale di z e lo indicheremo con Arg0(z). In generale
diremo che θ in R è un argomento di z se verifica la formula sopra e cioè se differisce
dall’argomento principale per un multiplo intero relativo di 2π. Useremo a volte il simbolo
“Arg” per indicare l’insieme di tutti questi θ: Arg(z) := {Arg0(z) + 2kπ : k ∈ Z}.

Allora se z′, z′′ ∈ C si ha Arg(z′z′′) = Arg(z′) + Arg(z′′) (ciò significa che θ è un
argomento di z′z′′ se e solo se θ = θ′ + θ′′ per θ′ argomento di z′ e θ′′ argomento di
z′′). In sostanza, mentre il modulo del prodotto è il prodotto dei moduli, l’argomento del
prodotto è la somma degli argomenti (ricordando che due argomenti che differiscono per
multipli di 2π danno lo stesso risultato). Queste due proprietà giustificano la definizione
di esponenziale complesso.

1.3.1 Definizione. Se z = x+ iy si definisce

ez := ex(cos(y) + i sin(y))

Si vede facilmente che l’esponenziale complesso coincide con quello tradizionale quando
z ∈ R (cioè se y = 0) e che

ez
′+z′′ = ez

′
ez
′′ ∀z′, z′′ ∈ C.

Con l’introduzione dell’esponenziale complesso si può scrivere

z = ρeiθ ⇔ ρ = |z|, θ = Arg(z) + 2kπ con k ∈ Z.

Si può anche notare che eiθ = e−iθ e che

cos(θ) = <e(eiθ) =
eiθ + e−iθ

2
, sin(θ) = =m(eiθ) =

eiθ − e−iθ

2i

(formule che useremo spesso nel seguito).
Osserviamo infine che la corrispondenza tra C ed R2 permette di definire le nozioni di

limite e di continuità per funzioni definite su C o a valori in C. Si verifica facilmente che
vale il fatto seguente.
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1.3.2 Proposizione. Se ρn → ρ e θn → θ allora ρne
iθn → ρeiθ.

1.3.3 Esempio. Dato z in C definiamo la successione (zn) in C ponendo

zn :=
(

1 +
z

n

)n
.

Dimostriamo che zn → ez. Scriviamo z = x+ iy Allora

|zn|2 = znzn =

(
1 +

x+ iy

n

)n(
1 +

x− iy
n

)n
=

(
1 +

2x

n
+
x2 + y2

n2

)n
= e

n ln

(
1 +

2x

n
+
x2 + y2

n2

)
=

e
n

(
2x

n
+
x2 + y2

n2
+ o

(
2x

n
+
x2 + y2

n2

))
= e

n

(
2x

n
+ o

(
1

n

))
= e2x+o(1) → e2x.

(si è sfruttata la formula di Taylor ln(1 + t) = t+ o(t)). Quindi passando alla radice

|zn| → ex.

Cerchiamo un argomento θn per zn; osserviamo che l’argomento principale di 1 +
z

n
=

1 +
z

n
+ i

y

n
è pari a arctan

(
y/n

1 + x/n

)
e quindi, passando alla potenza n-esima, abbiamo:

θn = n arctan

(
y/n

1 + x/n

)
= n

(
y/n

1 + x/n
+ o

(
y/n

1 + x/n

))
=

y

1 + x/n
+ o(1)→ y

(perché arctan(t) = t+ o(t)). In definitiva:

zn = |zn|eθn → exeiy = ez.

Nel seguito verranno considerate funzioni reali a valori complessi (e anche, a volte,
funzioni di variabile complessa). Si tratterà cioè di funzioni f : A → C dove A ⊂ R (nel
caso della variabile complessa, invece, A ⊂ C). In questo caso si può scrivere f(x) =
f1(x) + if2(x) dove f1 e f2 (parte reale e parte immaginaria di f) sono funzioni da A in
R. Allora è ovvio definire la derivabilità o l’integrabilità di f mediante la derivabilità o
l’integrabilità di entrambe f1 e f2 e considerare:

f ′(x) = f1(x) + if ′2(x),

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f1(x) dx+ i

∫ b

a

f2(x) dx.

Inoltre è abbastanza chiaro come si possano estendere tutti i teoremi del caso reale al caso
complesso (in arrivo - la variabile complessa in partenza pone dei problemi più delicati,
che toccheremo, solo in parte, nel seguito).
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Capitolo 2

Successioni e serie di funzioni

2.1 Convergenza puntuale e uniforme

Supponiamo che A sia un sottoinsieme di RN e supponiamo che per ogni intero n sia
data una funzione fn : A → RM . Diremo in questo caso che (fn) è una successione di
funzioni da A in RM . In quanto segue, per visualizzare le definizioni, si consiglia di pensare
inizialmente al caso N = M = 1.

2.1.1 Definizione. Diciamo che la successione (fn) converge puntualmente in un punto
x0 di A se esiste il limite lim

n→∞
fn(x). Diciamo che (fn) converge puntualmente su A se

(fn) converge puntualmente in ogni x0 di A. È chiaro che in quest’ultimo caso siamo
autorizzati a considerare la funzione f : A→ RM definita da

f(x) := lim
n→∞

fn(x)

e potremo quindi dire che (fn) converge puntualmente a f (in forma abbreviata scriveremo

fn → f puntualmente o anche fn
punct−→ f).

2.1.2 Definizione. Data la successione di funzioni (fn) e una funzione f : A → RM

diciamo che fn converge uniformemente su A a f se si ha:

∀ε > 0 ∃n̄ :∀n ≥ n̄,∀x ∈ A |fn(x)− f(x)| ≤ ε.

Se introduciamo la norma uniforme di una funzione f (sull’insieme A) mediante

‖f‖∞ = ‖f‖∞,A := sup
x∈A
|f(x)|

allora la convergenza uniforme si può esprimere dicendo che fn converge uniformente a f
se e solo se

lim
n→∞

‖fn − f‖∞ → 0.

Per indicare che fn converge uniformemente a f , useremo la notazione fn → f uniforme-

mente (su A), o anche fn
unif−→ f (su A).

Notiamo che l’espressione introdotta sopra, che abbiamo chiamato norma, non è ne-
cessariamente finita (può essere +∞). Essa è finita se e solo se f è limitata su A, per
esempio se A è chiuso e limitato in RN e f è continua. Vedremo le motivazione del termine
“norma” nei prossimi paragrafi.

È comunque vero in ogni caso che se fn
unif−→ f ‖fn − f‖ deve essere finito e tendere a

zero.

15
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Figura 2.1: convergenza uniforme

2.1.3 Osservazione. Un modo di visalizzare la convergenza uniforme è di dire che, per
ogni ε > 0, il grafico delle fn è definitivamente compreso tra il grafico di f − ε e quello di
f + ε (vedi figura 2.1).

La seguente proprietà è una semplice conseguenza delle definizioni.

2.1.4 Proposizione. Se fn converge uniformemente a f su A, allora fn connverge
puntualmente su A.

La proposizione precedente dice che se fn converge uniformemente a qualcosa, questo
qualcosa deve essere il limite puntuale delle fn: il limite puntuale individua il candidato
limite uniforme. In particolare si ricava che il limite uniforme (come il limite puntuale) è
unico (per l’unicità del limite tra i numeri reali).

La proposizione non è invertibile come mostrano i vari esempi che seguono.

2.1.5 Esempio. Consideriamo fn(x) = 1+
x

n
. Si vede subito che, dato x in R, fn(x)→ 1

e dunque fn converge puntualmente su R alla funzione f che vale costantemente 1. Si
vede abbastanza facilmente però che fn non converge uniformemente su R a f . Si vede
infatti che non c’è nessun intero n per cui il grafico di fn è tutto tra il grafico di f − ε e

quello di f + ε dato che ogni retta di equazione y = 1 +
x

n
va all’infinito e quindi supera

1 + ε per x abbastanza grande (vedi figura 2.2).
In particolare ‖fn − f‖∞ = +∞ e dunque non è possibile che ‖fn − f‖∞ → 0.

In sostanza, anche se a x fissato fn(x) → 1, la velocità di convergenza dipende da x (e
peggiora tanto più x è grande) e non è quindi uniforme rispetto a x.

Notiamo che se invece di prendere le fn su tutto R consideriamo A; = [0, 1] (o un

qualunque interallo limitato), allora fn
unif−→ 1 su A. Infatti

‖fn − f‖∞,[0,1] = sup
0≤x≤1

|1 + x/n− 1| = max
0≤x≤1

x/n =
1

n
→ 0

Dunque le fn non convergono uniformemente a 1 su R ma convergono uniformemente a 1
su ogni intervallo [a, b].

2.1.6 Esempio. Consideriamo fn(x) := e−nx definite su A := [0,+∞[ (vedi la figura 2.3).

lim
n→+∞

fn(x) =

{
0 se x > 0

1 se x = 0
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cioè fn converge puntualmente alla funzione f che vale zero su ]0,+∞[ e vale uno in
zero. Però fn non converge uniformente a f in quanto, per ogni n

‖fn − f‖∞ = sup
x≥0
|e−nx − f(x)| = sup

x>0
|e−nx| = 1

che non tende a zero. Notiamo che le fn sono tutte funzioni continue mentre il loro limite
puntuale f non è continua in 0 dato che lim

x→0+
f(x) = 0 6= f(0) = 1. Quindi

lim
x→0+

lim
n→+∞

fn(x) = lim
x→0+

f(x)(= 0) 6= lim
n→+∞

lim
x→0+

fn(x) = lim
n→∞

1(= 1)

2.1.7 Esempio. Consideriamo fn(x) := ne−nx definite su A :=]0,+∞[ (vedi la figura
2.4). Anche in questo caso fn(x) → 0 per ogni x > 0 (anche se c’è un n a moltiplicare
l’esponenziale e−nx “vince”); notiamo che non abbiamo messo lo zero in A (altrimenti
fn(0) → +∞). Quindi le fn tendono puntualmente a zero su A. Anche stavolta la
convergenza non è uniforme, si vede infatti che, per ogni n

‖fn − 0‖∞ = sup
x>0
|ne−nx| = n

che addirittura tende all’infinito. Notiamo che∫ +∞

0

fn(x) dx =

∫ +∞

0

ne−nx dx =

∫ +∞

0

e−y dy = 1

e quindi l’integrale delle fn non tende all’integrale della funzione limite (che vale 0).
Si potrebbe ritenere che questo dipenda dal fatto che A è un intervallo aperto, oppure

che A non è limitato. In realtà, con un po’ di pazienza, si può costruire un esempio
analogo su [0, 1]; prendiamo infatti gn : [0, 1]→ R definita da

gn(x) :=

{
ne−nx se x ∈

[
1
n
, 1
]

n2

e
x se x ∈

[
0, 1

n

]
(vedi la figura 2.5). Come prima, per x fissato, gn(x)→ 0. Infatti se x = 0 gn(0) = 0→ 0,
mentre se x > 0 per n grande gn(x) = fn(x)→ 0. D’altra parte∫ 1

0

gn(x) dx =

∫ 1/n

0

ne−1x dx+

∫ 1

1/n

ne−nx dx =[
ne−1x

2

2

]1/n

0

+

[
n
e−nx

−n

]1

1/n

=
e−1

2n
− e−n + e−1 → e−1 6= 0

e quindi di nuovo l’integrale delle gn non tende all’integrale del limite puntuale (che è 0).

Figura 2.2: fn(x) = 1 + x
n
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Questi esempi mostrano che la convergenza puntuale non va d’accordo coi limiti e con
gli integrali. Mostriamo ora che, al contrario, la convergenza uniforme si comporta bene.

2.1.8 Teorema. Siano fn : A → RM , f : A → RM e supponiamo che fn → f unifor-
mente in A. Sia x0 un punto di accumulazione per A e supponiamo che per ogni n esista
lim
x→x0

fn(x) che indichiamo con ln. Allora

1. esiste l = lim
n→∞

ln;

2. si ha che lim
x→x0

f(x) = l

In sostanza si può dire che

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x)

Dimostrazione. Per prima cosa dimostriamo che gli ln hanno limite. Per questo mo-
streremo che la successione (ln) verifica la proprietà di Cauchy. Fissiamo n e m; dato che,
per ogni x di A

|fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖∞
facendo tendere x a x0 si ottiene:

|ln − lm| ≤ ‖fn − fm‖∞ .

Siccome fn
unif−→ f , cioè ‖fn − f‖∞ → 0, è chiaro che per ogni ε > 0 esiste n̄ tale che, se

n,m ≥ n̄, si ha ‖fn − fm‖∞ ≤ ‖fn − f‖∞ + ‖f − fm‖∞ ≤ ε. Dalla disuguaglianza sopra
segue allora che (ln) è di Cauchy.
Dunque possiamo trovare un l in RM tale che ln → l.

Mostriamo ora che f(x)→ l per x→ x0. Per questo prendiamo una successione (xk)
in A, con xk → x0 e mostriamo che f(xk)→ l per k →∞. Dato ε > 0 possiamo trovare
n̄ tale che per tutti gli n ≥ n̄ si ha:

‖fn − f‖∞ ≤
ε

3
e |ln − l| ≤

ε

3

Fissiamo ora un n0 ≥ n̄ (per esempio lo stesso n̄); dato che fn0(xk) → ln0 , possiamo
trovare k̄ tale che

|fn0(xk)− ln0| ≤
ε

3
∀k ≥ k̄.

Figura 2.3: fn(x) = e−nx
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Figura 2.4: fn(x) = ne−nx

Figura 2.5: gn(x)

Prendiamo allora k ≥ k̄; si ha:

|f(xk)− l| ≤ |f(xk)− fn0(xk)|+ |fn0(xk)− ln0 |+ |ln0 − l| ≤

‖f − fn0‖+ |fn0(xk)− ln0|+ |ln0 − l| ≤
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Essendo ε arbitrario abbiamo dimostrato che f(xk)→ l, cioè la tesi.

Come conseguenza ricaviamo subito il seguente risultato

2.1.9 Teorema. Siano (fn) ed f tali che fn
unif−→ f su A e sia x0 ∈ A. Se tutte le fn sono

continue in x0, allora f è continua in x0. Se ne ricava che se le fn sono continue su A,
anche la f è continua su A.

Dimostrazione. Basta notare che per ogni n lim
x→x0

fn(x) = fn(x0) e applicare il teorema

precedente con ln = fn(x0).

2.1.10 Teorema. Siano (fn) ed f tali che fn
unif−→ f su A, supponiamo che le fn e la f

siano integrabili su A e che la misura (o volume) di A (che indichiamo con |A|) sia finita.
Allora

lim
n→+∞

∫
A

fn(x) dx =

∫
A

f(x) dx
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Dimostrazione. Si ha:∣∣∣∣∫
A

fn(x) dx−
∫
A

f(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
A

(fn(x)− f(x)) dx

∣∣∣∣ ≤∫
A

|fn(x)− f(x)| dx ≤
∫
A

‖fn − f‖∞ dx = |A| ‖fn − f‖∞ → 0

2.1.11 Esempio. Contrariamente all’integrazione l’operazione di derivata non va d’accor-
do con la convegenza uniforme. Per esempio se consideriamo le funzioni fn : [−1, 1]→ R
definite da:

fn(x) =

|x| se |x| ≥ 1
n

n

2
x2 +

1

2n
se |x| ≤ 1

n

(vedi la figura 2.6)

Figura 2.6: approssimazioni derivabili di |x|

si vede che fn è derivabile e che

f ′n(x) =


1 se x ≥ 1

n

n se |x| ≤ 1
n

−1 se x ≤ − 1
n

Non è difficile verificare che fn
unif−→ f , dove f(x) = |x| ed è chiaro che f non è derivabile

in zero. Quindi è possibile che funzioni derivabili convergano ad una non derivabile. Vale
però il seguente risultato.

2.1.12 Esempio. Prendiamo fn : R→ R definte da fn(x) :=
1

n
sin(nx). Allora

‖fn‖∞ =
1

n
→ 0

per cui le fn tendono uniformemente alla funzione nulla, che ovviamente ha derivata nulla.
Peraltro f ′n(x) = cos(nx) da cui ‖fn‖∞ = 1, cosa che rende impossibile la convergenza
uniforme a zero delle f ′n. Sarebbe anche possibile dimostrare che le f ′n non tendono a zero
neanche puntualmente (anche se non è semplice).
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2.1.13 Teorema. Supponiamo che I sia un intervallo in R e che fn : I → R sia una
successione di funzioni derivabili su I con derivata f ′n continua su I. Supponiamo che ci
siano due funzioni f, g : I → R per cui:

fn → f puntualmente f ′n → g uniformemente

(ne segue che g è continua). Allora f è derivabile e f ′ = g.

Dimostrazione. Siano x0 e x due punti in I. Allora per il teorema del calcolo integrale:

fn(x)− fn(x0) =

∫ x

x0

f ′n(t) dt

Se facciamo tendere n all’infinito fn(x0) → f(x0) e fn(x) → f(x), per la convergenza
puntuale di fn a f . D’altra parte per la convergenza uniforme delle f ′n a g e per il teorema
(2.1.10) si ha che: ∫ x

x0

f ′n(t) dt→
∫ x

x0

g(t) dt

e quindi l’eguaglianza sopra passa al limite:

f(x)− f(x0) =

∫ x

x0

g(t) dt ∀x in I

Di nuovo per il teorema fondamentale del calcolo questo implica f ′ = g.
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2.2 Serie di funzioni

Come abbiamo considerato le successioni di funzioni possiamo considerare le serie. Le
definizioni sono analoghe a quelle ricordate nel primo capitolo, in cui si considerano somme
numeriche, o somme a valori vettoriali - in questo caso si sommano gli elementi di una
successione di funzioni. Vedremo più avanti che questo procedimento si può inquadrare
in uno schema astratto generale.

2.2.1 Definizione. Supponiamo di avere una successione di funzioni (fn)n dove fn : A→
R per ogni n. Dato n chiamiamo somma parziale n-esima (relativa a (fn)n) la funzione
Fn : A→ R definita da:

Fn(x) =
n∑
i=1

fn(x)

Chiamiamo serie di funzioni associata a (fn)n la successione delle somme parziali (Fn)n.
Diciamo che la serie delle fn è uniformemente convergente su A se esiste una funzione

F : A→ R a cui le Fn convergono uniformemente: Fn
unif−→ F . In questo caso chiamiamo

F somma della serie e la indichiamo con

∞∑
n=1

fn

(
e quindi F (x) =

∞∑
n=1

fn(x) ∀x ∈ A

)
.

Molto spesso si indica con
∞∑
n=1

fn la serie (cioè la successione) oltre che la sua somma.

Quindi su usa dire, con un leggero abuso, che la “serie
∞∑
n=1

fn”è (o non è) uniformemente

convergente.

Rimarchiamo anche in questo caso che se la serie converge uniformemente (Fn
unif−→ F ),

allora essa converge puntualmente (Fn
punct−→ F ), cioè per ogni x di A la serie numerica

∞∑
n=1

fn(x) è convergente. Si può dire in questo caso che la serie converge puntualmente.

Il seguente criterio somiglia al criterio di convergenza assoluta per le serie numeriche -
in effetti la somiglianza si basa su un principio generale di cui parleremo in seguito (vedi
il teorema (2.3.17)). Premettiamo una definizione.

2.2.2 Definizione (convergenza totale). Sia (fn)n una successione di funzioni definite su

un insieme A. Diremo che la serie di funzioni
∞∑
n=1

fn è totalmente convergente se la serie

numerica (a termini positivi)
∞∑
n=1

‖fn‖∞ è convergente. Notiamo che anche la convergenza

totale dipende dall’insieme A (rispetto al quale si considera la norma ‖ · ‖∞). È inoltre
evidente che per avere la convergenza totale le norme ‖fn‖∞ devono essere finite, cioè le
funzioni fn devono essere limitate.

2.2.3 Teorema. Sia (fn)n una successione di funzioni limitate su A. Se la serie delle fn
è totalmente convergente (su A), allora la serie è uniformemente convergente (su A).

In altre parole se la serie numerica
∞∑
n=1

‖fn‖∞ =
∞∑
n=1

sup
x∈A
|fn(x)| è convergente, allora

la serie delle fn converge uniformemente su A ad una funzione limitata e vale∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

fn

∥∥∥∥∥
∞

≤
∞∑
n=1

‖fn‖∞.
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Dimostrazione. Vedremo la dimostrazione più avanti, come conseguenza del teorema ge-
nerale citato prima.

Se poi le fn sono continue su un insieme compatto, anche la somma della serie è
continua e valgono altre conseguenza del tipo di quelle già viste nel paragrago 2.1.

2.2.4 Corollario. Sia (fn) una successione di funzioni continue su un insieme A compatto

e supponiamo che la serie numerica
∞∑
n=1

‖fn‖∞ =
∞∑
n=1

max
x∈A
|fn(x)| sia convergente. Allora

1. F =
∞∑
n=1

fn è una funzione continua.

2. Si ha ∫
A

F (x) dx =

∫
A

(
∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

∫
A

fn(x) dx

3. Se A = I è un intervallo, se le fn sono tutte derivabili con derivata continua e se

anche la serie
∞∑
n=1

‖f ′n‖∞ =
∞∑
n=1

max
x∈A
|f ′n(x)| è convergente allora F è derivabile e

F ′(x) =
∞∑
n=1

f ′n(x) ∀x in I.

Dimostrazione. Per il teorema (2.2.3) la successione delle somme parziali (Fn) converge
uniformemente a F e dunque il limite F è una funzione continua (dal teorema (2.1.8)).
Inoltre, per il teorema (2.1.10)∫

A

F (x) dx = lim
n→∞

∫
A

Fn(x) dx = lim
n→∞

∫
A

(
n∑
k=1

fk(x)

)
dx =

lim
n→∞

n∑
k=1

∫
A

fk(x) dx =
∞∑
n=1

∫
A

fn(x) dx

(l’ultima eguaglianza è solo la definizione della convergenza della serie degli integrali).

Infine l’ipotesi di convergenza della serie
∞∑
n=1

‖f ′n‖∞ implica, sempre per il teorema (2.2.3),

che la serie delle f ′n è uniformemente convergente. Questo significa che le sue somme

parziali
n∑
k=1

f ′k convergono uniformemente ad una funzione continua G. Dato che
n∑
k=1

f ′k =

F ′n abbiamo che F ′n
unif−→ G. Per il teorema (2.1.13), ciò implica che F è derivabile e

F ′ = G, cioè vale l’ultima affermazione.

2.2.5 Esempio. Consideriamo la seguente successione di funzioni fn : R → R, definite
da

fn(x) :=
x

1 + n2x2
.

Si vede facilmente che

lim
x→+∞

fn(x) = lim
x→−∞

fn(x) = 0, f ′n(x) =
1− n2x2

(1 + n2x2)2
.

Quindi il grafico di ogni fn è quello rappresentato in figura 2.7.
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Figura 2.7:
∞∑
n=1

x

1 + n2x2

In particolare fn raggiunge il suo massimo in x = 1
n

e il massimo di fn vale fn(1/n) =
1/2n. Dunque

‖fn‖∞,R = sup
x∈R
|fn(x)| = 1

2n
.

e quindi fn
unif−→ 0 (su tutto R). Consideriamo ora la serie

∞∑
n=1

fn.

Studiamone la convergenza puntuale: fissato x in R vediamo se la serie

∞∑
n=1

x

1 + n2x2

è convergente. Questo è vero per ogni x dato che, se x = 0 la serie ha tutti i suoi termini
nulli, mentre se x 6= 0 ∣∣∣∣ x

1 + n2x2

∣∣∣∣ ≤ |x|
n2x2

≤ 1

n2|x|

e quindi la serie converge (dato che la serie 1
|x|

∞∑
n=0

1
n2 converge). Dunque ha senso scrivere

F (x) :=
∞∑
n=1

x

1 + n2x2

(x per x). Notiamo che F (0) = 0. Ci possiamo chiedere se F sia continua su tutto R.

Ciò sarebbe sicuramente vero se
∞∑
n=1

‖fn‖∞,R < +∞; sfortunatamente tale serie diverge

essendo eguale a
∞∑
n=1

1
2n

= +∞ e quindi con questo ragionamento non si perviene a nulla.

Se però fissiamo un qualunque a > 0 e consideriamo A := [a,+∞[, si ha

‖fn‖∞,A = sup
x≥a

fn(x) = fn(a) se n ≥ 1/a.

Allora

∞∑
n=1

‖fn‖∞,A =
∑
n≤1/a

‖fn‖∞,A +
∑
n>1/a

fn(a) =

∑
n≤1/a

‖fn‖∞,A +
∑
n>1/a

a

1 + n2a2
≤
∑
n≤1/a

‖fn‖∞,A +
1

a

∑
n>1/a

1

n2
< +∞.
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Applicando il corollario 2.2.4 (in A) otteniamo che la serie converge uniformemente su
A e la sua somma F risulta continua su A. Dato che il numero a > 0 è arbitrario ne
deduciamo che f è continua su ]0,+∞[. Analogamente si dimostra che F è continua su
]−∞, 0[.

In maniera analoga possiamo dimostrare che F è derivabile su A e quindi è derivabile
in ogni x 6= 0. Infatti consideriamo la serie delle derivate

∞∑
n=1

f ′n, dove f ′n(x) =
1− n2x2

(1 + n2x2)2
.

Si ha

‖f ′n‖∞,A = sup
x≥a

∣∣∣∣ 1− n2x2

(1 + n2x2)2

∣∣∣∣ ≤ sup
x≥a

1 + n2x2

n4x4
≤ 1

n4a4
+

1

n2a2
.

Dato che
∞∑
n=1

1

n4a4
+

1

n2a2
< +∞ la serie delle derivate è uniformemente convergente su

A e quindi tale serie è la derivata di F .
Vediamo che invece F non è continua in zero. Infatti se 0 < x < 1 si ha 1

F (x) =
∞∑
n=1

x

1 + n2x2
≥

[1/x]∑
n=1

x

1 + n2x2
≥

[1/x]∑
n=1

x

1 + 1
=

1

2
x [1/x]

x→0+−→ 1

2
.

Questa disuguaglianza rende impossibile che F (x) → 0 = F (0) per x → 0+ e quindi F
non è continua in zero (almeno da destra - si può anche ripetere lo stesso ragionamento
per x→ 0−).
In verità possiamo essere più precisi. Usando l’osservazione 1.2.13 possiamo scrivere

F (x) =

∫ +∞

1

x

1 + [y]2x2
dy da cui

∫ +∞

1

x

1 + y2x2
dy ≤ F (x) ≤

∫ +∞

1

x

1 + (y − 1)2x2
=

∫ +∞

0

x

1 + y2x2
dy.

Sostituendo t = xy si ricava∫ +∞

x

1

1 + t2
dt ≤ F (x) ≤

∫ +∞

0

t

1 + t2
dt

e facendo tendere x a zero si ricava

lim
x→0+

F (x) =

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt =

π

2
.

La figura 2.7 rappresenta le somme parziali fino all’ordine 10 delle fn e, con linea tratteg-
giata, la somma della serie (in realtà la somma di ordine n = 5000).

2.3 Spazi vettoriali, convergenza e completezza

2.3.1 Definizione. Un insieme X si dice uno spazio vettoriale su R (rispettivamente su
C) se per ogni x1 e x2 in X risulta definita in X la somma x1 + x2 dei due vettori x1

e x2, per ogni x in X e ogni c in R (risp. in C) risulta definito cx in X, detto prodotto
del vettore x per lo scalare c, di modo che le due operazioni cos̀ı introdotte verificano le
usuali proprietà: 2

1ricordiamo che [t] indica la parte intera di un numero t, definita da [t] := max {n ∈ N :n ≤ t}; ne
segue allora che [t] è un intero e che [t] ≤ t < [t] + 1

2tali proprietà sono
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2.3.2 Definizione. Dati x1, . . . , xn in X si chiamia combinazione lineare di x1, . . . , xn
un’espressione del tipo c1x1 + · · ·+ cNxn dove i coefficienti c1, . . . , cN sono in R (risp. in
C). Si dice che x1, . . . , xn sono linearmente dipendenti se esiste una combinazione lineare
nulla fatta con dei coefficienti non identicamente nulli (cioè se ∃(c1, . . . , cn) 6= (0, . . . , 0)
tali che c1x1 + · · · + cNxn = 0). Si dice che x1, . . . , xn sono linearmente indipendenti se
ciò non è vero, cioè se ogni combinazione lineare nulla deve avere tutti i coefficienti eguali
a zero.
Si dice che x1, . . . , xn è una base per X se x1, . . . , xn sono linermente indipendenti e
generano X; con quest’ultima espressione intendiamo che ogni x di X si può scrivere come
combinazione lineare di x1, . . . , xn, in altri termini x = c1x1 + · · · + cNxN per opportuni
c1, . . . , cN .

2.3.3 Osservazione. È semplice verificare che se esiste un base per X fatta di N vettori,
allora

• se M > N presi comunque x1, . . . , xM in X, essi sono linearmente dipendenti;

• dato x in X c’è un’unica combinazione lineare dei vettori della base che genera x.

2.3.4 Definizione. Diciamo che X ha dimensione N se esiste una base per X fatta di N
vettori. Diciamo che X ha dimensione infinita se ciò non è vero per nessun N , cioè se non
è possile trovare una base formata da un numero finito di vettori di X.

L’esempio tipico di spazio vettoriale di dimensione N è lo spazio RN , che può essere
assunto come “prototipo”di tutti. Si vede facilmente che RN è uno spazio vettoriale di
dimensione N e che una sua base si ottiene per esempio prendendo i versori ê1, . . . , êN
definiti da ê1 := (1, 0, . . . , 0), ê2 := (0, 1, . . . , 0),. . . , êN := (0, 0, . . . , 1). In questo modo il
vettore x = (x1, . . . , xN) si rappresenta univocamente come x = x1ê1 + · · ·+ xN êN .

Vediamo ora che si possono considerare spazi vettoriali i cui elementi sono delle
funzioni. Dato A sottoinsieme di RN poniamo

F(A,RM) :=
{
f : A→ RM

}
,

B(A,RM) :=
{
f : A→ RM : |f | è limitata su A

}
,

C0(A,RM) :=
{
f : A→ RM : f è continua su A

}
Nel caso in cui M = 1, scriviamo più semplicemente F(A), B(A) e C0(A). Chiaramente
B(A,RM) ⊂ F(A,RM); se poi A è limitato e chiuso allora, per il teorema di Weierstrass,
C0(A,RM) ⊂ B(A,RM).
È evidente che si tratta di spazi vettoriali su R, dato che, se f1, f2 : A → RM è ben
definita f1 + f2 ponendo (f1 + f2)(x) := f1(x) + f2(x) per ogni x in A e analogamente se
f : A → RM , c ∈ R è ben definita cf ponendo (cf)(x) := cf(x). Inoltre è chiaro che la
combinazione lineare di funzioni limitate (risp. continue) è una funzione limitata (risp.
continua). Notiamo che in tutti questi spazi l’elemento zero è la funzione identicamente
nulla, cioè 0(x) = 0 per ogni x in A.

la commutativa: per ogni x1 e x2 in X x1 + x2 = x2 + x1;

l’associativa: per ogni x1, x2 e x3 in X (x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3);

l’esistenza dell’elemento neutro: esiste 0 tale che per ogni x in X x+ 0 = x;

l’esistenza dell’opposto: per ogni x in X esiste −x in X per cui x+ (−x) = 0;

la distributiva: per ogni c in R (risp. in C) e ogni x1, x2 in X c(x1 + x2) = cx1 + cx2;

la neutralità di 1: per ogni x in X 1x = x
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Figura 2.8: funzioni linearmente indipendenti in C0

Analogamente si potrebbero definire degli analoghi spazi di funzioni a valori in CM , che
risultano evidentemente spazi vettoriali su C.
Gli spazi di funzione sopra introdotti hanno tutti dimensione infinita.

2.3.5 Esempio. Mostriamo un esempio che C0([0, 1]) ha dimensione infinita. Per questo
facciamo vedere che preso comunque n intero si possono trovare n elementi di C0([0, 1]) che
sono linearmente indipendenti. A questo scopo dividiamo l’intervallo [0, 1] in n sottoin-
tervalli I1, . . . , In ponendo Ik := [k−1

n
, k
n
], per k = 1, . . . , n e consideriamo delle funzioni

continue f1, . . . , fk tali che fk(x) = 0 se x /∈ Ik, mentre fk(xk) = 1, dove xk è il punto
medio di Ik (xk = k−1

n
+ 1

2n
). Un esempio di funzioni del genere è rappresentato nelle

figura 2.8.
Se ora c1, . . . , cn sono dei coefficienti reali tali che c1f1 + · · · cNfN = 0 allora c1f1(x) +

· · ·+cnfn(x) = 0 per ogni x in [0, 1]. Scegliendo x = x1 si trova c1 ·1+c2 ·0+· · ·+cN ·0 = 0,
da cui c1 = 0. Analogamente prendendo x = xk si deduce ck = 0 per ogni k = 1, . . . , N e
dunque f1, . . . , fN sono linearmente indipendenti.

2.3.6 Definizione. Sia dato uno spazio vettoriale X. Chiameremo norma (o modulo) in
X una applicazione da X in R con le proprietà seguenti: se indichiamo con ‖x‖ la norma
del vettore x, allora deve essere

1. ‖x‖ ≥ 0 per ogni x e ‖x‖ = 0 se e solo se x = 0;

2. ‖cx‖ = |c|‖x‖ per ogni vettore x e ogni scalare c;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ per ogni coppia di vettori x e y.

Se in X è definita una norma si dice che X è una spazio normato. A volte, quando sia
necessario distinguere tra norme in spazi diversi, indicheremo la norma di un vettore x di
X con ‖x‖X. Notiamo che la seconda proprietà implica ‖ − x‖ = ‖x‖.

Per il resto del capitolo supponiamo che X sia uno spazio normato, dotato di una
norma ‖ · ‖. Possiamo allora considerare in X la nozione di limite Come vedremo, una
volta introdotta una norma, le definizioni sono le stesse che si usano in RN . Per semplicità
ci limiteremo ai limiti di successioni, ma si potrebbe fare lo stesso per i limiti di funzioni.

2.3.7 Definizione. Data una successione (an) di punti di X e dato l in X diremo che l è
il limite di (an) per n che tende all’infinito ( o anche che (an) tende ad l) se

lim
n→∞

‖an − l‖ = 0
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Scriveremo in questo caso
lim
n→∞

an = l

o anche in modo più conciso , an → a (n→ +∞ viene sottinteso).

2.3.8 Proposizione. La definizione di limite introdotta sopra verifica le usuali proprietà
del limite di successioni di numeri reali. Valgono ad esempio i fatti seguenti che non è
difficile dedurre dalla definizione.

1. Il limite, se esiste, è unico: an → l1, an → l2 ⇒ l1 = l2.

2. Se (an) ha limite allora (an) è limitata, cioè ∃M : ‖an‖ ≤M ∀n.

3. Se an → a, bn → b in X e se αn → α, βn → β in R (risp. in C) allora αnan+βnbn →
αa+ βb.

Le proprietà che non si possono trasferire al caso generale sono quelle che dipendono dal
≥ (la relazione d’ordine è un concetto essenzialmente unidimensionale). Per esempio i
limiti infiniti si fanno solo per le successioni a valori reali.

2.3.9 Esempio. In RN il modulo che abbiamo ricordato nel primo paragrafo: |x| :=√
x2

1 + · · ·+ x2
N , dove x = (x1, . . . , xN), verifica come si vede facilmente le proprietà di

una norma. Continueremo a usare la notazione con una barra sola per la modulo (o
norma) dei punti di RN (imitando il simbolo del valore assoluto, che corrisponde alla
norma quando N = 1) per riservare le due barre a norme in spazi più generali.
La norma appena introdotta non è però l’unica possibile in RN . Potremmo ad esempio
considerare

|x|1 := |x1|+ · · ·+ |xN |

Vediamo che | · |1 è una norma.

1. È evidente che |x|1 ≥ 0. Inoltre |x|1 = 0 significa |x1|+ · · ·+ |xN | = 0 che è possibile
se e solo se |x1| = · · · = |xN | = 0, cioè se x = 0.

2. |cx|1 = |cx1|+ · · ·+ |cxN | = |c|(|x1|+ · · ·+ |xN |) = |c||x|1.

3. |x + y|1 = |x1 + y1|+ · · ·+ |xN + yN | ≤ |x1|+ |y1|+ · · ·+ |xN |+ |yN | = |x|1 + |y|1

Dunque anche | · |1 è una norma. Un’altra possibilità è:

|x|∞ := max{|x1|, . . . , |xN |}

(la notazione con∞ sarà chiara in seguito). Non è difficile verificare che anche | · |∞ è una
norma.
Notiamo che le tre norme ora introdotte verificano la seguente relazione:

|x|∞ ≤ |x| ≤ |x|1 ≤ N |x|∞ (2.1)

come è facile verificare. Ne segue che le palle di centro 0 e raggio r nelle rispettive norme:

D∞(r) := {x : |x|∞ ≤ r} , D(r) := {x : |x| ≤ r} , D(r) := {x : |x|1 ≤ r}

verificano le seguenti inclusioni (vedi la figura 2.9):

D1(r) ⊂ D(r) ⊂ D∞(r) ⊂ D1(Nr)



2.3. SPAZI VETTORIALI, CONVERGENZA E COMPLETEZZA 29

Figura 2.9: Le palle unitarie rispetto a norme diverse

La relazione (2.1) implica che la nozione di limite introdotta a partire da una qualunque
delle tre norme considerate sopra è la stessa. Ciò vuol dire che data una successione (an)
di punti di RN e un punto a di RN si ha

|an − a| → 0⇔ |an − a|1 → 0⇔ |an − a|∞ → 0

Per esempio il fatto che |an − a|1 → 0 implichi |an − a|∞ → 0 è conseguenza della
diseguaglianza |an − a|∞ ≤ |an − a|1 e le altre implicazioni seguono in modo analogo.

L’esempio sopra suggerisce la seguente definizione.

2.3.10 Definizione. Due norme ‖ · ‖1 e ‖ · ‖2 su uno stesso spazio vettoriale X si dicono
equivalenti se esitono due costanti 0 < M1 ≤M2 tali che

M1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤M2‖x‖1 ∀x ∈ X (2.2)

Per quanto detto sopra due norme equivalenti danno la stessa nozione di limite.

Si potrebbe dimostrare (con strumenti assai avanzati) il seguente risultato.

2.3.11 Teorema. Se X ha dimensione finita tutte le norme sono tra loro equivalenti.
Quindi negli spazi vettoriali di dimensione finita c’è un’ unica possibile nozione di limite
(proveniente da una norma).

Come fatto in RN possiamo introdurre la proprietà di Cauchy per successioni in uno
spazio vettoriale normato.

2.3.12 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale normato e sia ‖ · ‖ la norma. Si dice che
una successione (an) di punti di X verifica la proprietà di Cauchy (brevemente (an) è di
Cauchy) se:

∀ε > 0 ∃ n̄ ∈ N tale che ∀n,m ≥ n̄ ‖an − am‖ ≤ ε.

È di nuovo assai facile vedere che se (an) ammette limite allora è di Cauchy. A
differenza di RN il viceversa può non essere vero se si considerano spazi di dimensione
infinita. Questo fatto motiva la seguente definizione.

2.3.13 Definizione. Uno spazio vettoriale normato X di dice completo se ogni successione
di Cauchy ammette limite.
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Con la definizione precedente il teorema 1.1.12 si può enuciare dicendo:

“Gli spazi RN sono completi”

Vediamo che in effetti tale proprietà può non essere vera per uno spazio normato arbitrario.

2.3.14 Esempio. Consideriamo X = C0([−1, 1]) e per ogni f in X definiamo

‖f‖1 :=

∫ 1

−1

|f(t)| dt

Mostriamo che ‖ · ‖1 è una norma.

1. Evidentemente ‖f‖1 ≥ 0 per ogni f in X; se poi ‖f‖1 = 0 si ha
∫ 1

−1
|f(t)| dt = 0 ed

essendo |f | ≥ 0 l’unico modo di rendere nullo l’integrale è di avere |f(t)| = 0 per
ogni t in [−1, 1], cioè di avere f = 0.

2. Se c è uno scalare si ha

‖cf‖1 =

∫ 1

−1

|cf(t)| dt = |c|
∫ 1

−1

|f(t)| dt = |c|‖f‖1.

3. Date f e g in X

‖f + g‖1 =

∫ 1

−1

|f(t) + g(t)| dt ≤
∫ 1

−1

|f(t)| dt+

∫ 1

−1

|g(t)| dt = ‖f‖1 + ‖g‖1

Con tale norma abbiamo introdotto una nozione di convergenza tra le funzioni continue:
data una successione (fn) di funzioni continue su [−1, 1] e una f continua su [−1, 1], (fn)
tenderà a f (nel senso della norma ‖ · ‖1) se∫ 1

−1

|fn(t)− f(t)| dt→ 0

(cioè se l’area tra il grafico di fn e quello di f tende a zero). Questa nozione di limite
è accettabile ma ha un grave difetto: Lo spazio X non è completo rispetto a questa
norma. Per vedere ciò prendiamo la seguente successione (vedi la figura 2.3.14):

fn(t) :=


−1 se − 1 ≤ t ≤ − 1

n
,

nt se − 1
n
≤ t ≤ 1

n

1 se 1
n
≤ t ≤ 1

.

La successione (fn) è di Cauchy, infatti presi due interi n ≥ m si ha

‖fn − fm‖ =

∫ 1

−1

|fn(t)− fm(t)| dt ≤
∫ 1

m

− 1
m

1 dt =
2

m

e dunque per n,m grandi tale espressione può essere resa arbitrariamente piccola. Se
mostriamo che (fn) non ammette limite abbiamo trovato che X non è completo. Per
questo consideriamo prima la funzione g definita da

g(t) :=


−1 se 1 ≤ t < 0

0 se t = 0

1 se 0 < t ≤ 1
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Figura 2.10: incompletezza delle continue con la norma integrale

e notiamo che ∫ 1

−1

|fn(t)− g(t)| dt =

∫ 1
n

− 1
n

1 dt =
2

n
→ 0

ma g non è una funzione continua. A questo punto supponiamo per assurdo che esista
una f in X tale che fn → f . Ne seguirebbe:∫ 1

−1

|f(t)− g(t)| dt ≤
∫ 1

−1

|f(t)− fn(t)| dt+

∫ 1

−1

|fn(t)− g(t)| dt→ 0

da cui
∫ 1

−1
|f(t)− g(t)| dt = 0. Ma ciò implicherebbe f(t) = g(t) e questo è assurdo perché

f deve essere continua mentre g non lo è.

2.3.15 Esempio. Vediamo un altro esempio di successione di funzioni (fn)n, di Cauchy
rispetto alla norma ‖·‖1 dell’esempio precedente, per cui è problematico parlare del limite.
Rispetto all’esempio precedente si vede qui come i “candidati limiti” rispetto a norme in-
tegrali possano essere discontinui in un numero infinito di punti inducendoci a considerare
delle funzioni che non sono integrabili nel senso di Riemann. Questo comporta una serie
di problemi che affronteremo nel capitolo 4.

Dato n intero dividiamo l’intervallo [0, 1] in 2n sottointervalli di eguale ampiezza pari
a 2−n; siano 0 = x0 < x1 < · · · < x2n = 1 gli estremi di tali intervalli. definiamo
una funzione fn : [0, 1] → R ponendo fn(x) = 1 se xj ≤ x < xj + 4−n per qualche
j = 0, . . . , 2n − 1 e zero altrimenti (vedi la figura (2.3.15)).

Dato che questa costruzione si può fare per ogni n intero abbiamo costruito una suc-
cessione di funzioni. Se calcoliamo ‖fn‖1 troviamo la somma dell’area di 2n rettangoli di
base 4−n e altezza 1, che quindi è pari a 2n · 4−n · 1 = 2−n. Dunque ‖fn‖1 → 0 e quindi la
successione dovrebbe tendere a zero. Però se consideriamo la convergenza puntuale dell

fn scopriamo che fn(x)→ f(x) dove f(x) = 1 se x è un numero della forma
m

2n
, per una

qualunque coppia di interi n,m con m < 2n, mentre f(x) = 0 per le altre x.

La completezza dello spazio gioca un ruolo importante nei problemi di convergenza
di una serie. Analogamente a quanto fatto nel caso dei numeri reali si possono infatti
considerare le serie di elementi di uno spazio vettoriale generico.
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Figura 2.11: Il “pettine”

2.3.16 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale normato sia ‖ · ‖ la sua norma.
Data una successione (an)n≥n0 di punti di X introduciamo la somma parziale n-esima:

Sn :=
n∑

k=n0

ak = an0 + · · ·+ an per n ≥ n0.

La successione (Sn)n≥n0 si chiama serie associata ad (an)n≥n0 o più serie degli an.
Si dice che la serie è convergente se (Sn)n≥n0 ammette limite S in X. In tal caso diciamo
che S è la somma della serie e lo indichiamo con

∞∑
n=n0

an.

Molto spesso, con un leggero abuso, l’espressione
∞∑

n=n0

an viene usata per indicare la serie

oltre che la sua somma, per cui si usa dire: la serie
∞∑

n=n0

an è/ non è convergente.

Diremo che la serie è assolutamente convergente se la serie
∞∑

k=n0

‖an‖ è convergente.

Notiamo che nel caso delle serie a valori vettoriali non si parla di divergenza.

2.3.17 Teorema (convergenza e convergenza assoluta). Se X è completo ogni serie
assolutamente convergente è convergente.

Dimostrazione. Poniamo, per n intero:

Sn :=
n∑
k=1

ak, Tn :=
n∑
k=1

‖ak‖

Allora presi due interi qualunque n ≥ m si ha:

‖Sn − Sm‖ =

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

ak −
m∑
k=1

ak

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
m∑

k=m+1

ak

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

k=m+1

‖ak‖ =
m∑
k=1

‖ak‖ −
m∑
k=1

‖ak‖ = |Tn − Tm|
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Se ne deduce facilmente che se (Tn)n è di Cauchy (in R), allora (Sn)n è di Cauchy (in X).
Infatti dato ε > 0 se n̄ è tale che

|Tn − Tm| < ε ∀n,m ≥ n̄;

allora
‖Sn − Sm‖ ≤ |Tn − Tm| < ε ∀n,m ≥ n̄.

Possiamo allora concludere la dimostrazione osservando che

∞∑
n=1

‖an‖ converge in R⇒ (Tn) è di Cauchy in R ⇒

(Sn) è di Cauchy in X ⇒
∞∑
n=1

an converge in X

dove l’ultima implicazione discende dalla completezza di X.

Ricordiamo che in generale non è detto che e valga il viceversa del teorema precedente;
ciò si può vedere già tra le serie di numeri reali considerando la serie ( a segni alterni)
∞∑
n=2

(−1)n

n
che converge ma non converge assolutamente. Il criterio della convergenza

assoluta è comunque assai utile (se funziona) in quanto permette di ricondursi a studiare
la convergenza di una serie di numeri positivi.

2.4 Spazi di funzioni con la norma uniforme

Ricordiamo che abbiamo indicato con B(A) le funzioni limitate su A e con C0(A) le funzioni
continue su A (a valori reali) e che, se A è compatto (cioè A è chiuso e limitato in RN),
allora C0(A) ⊂ B(A) (per il teorema di Weierstrass). È anche chiaro che per f in B(A) la
norma uniforme di f è finita.

2.4.1 Proposizione. La norma uniforme ‖ · ‖∞ = ‖ · ‖∞,A, introdotta in 2.1.2, è una
norma su B(A) ( e quindi su C0(A)). Di conseguenza dire che una successione (fn) in B(A)
converge a f in B(A) significa che fn sono funzioni limitate che convergono uniformente
a una funzione limitata f .
Inoltre, se A è compatto, C0(A) è (un sottospazio) chiuso in B(A).

Dimostrazione. Il fatto che ‖ · ‖∞ verifichi le proprietà della norma è una semplice conse-
guenza delle definizioni. Il fatto che C0(A) sia chiuso significa che se (fn) è una successione
di funzioni continue che converge uniformemente a una f , allora f deve essere continua.
Questo è esattamente il contenuto del teorema 2.1.9

L’aver introdotto la struttura di spazio normato sulle funzioni limitate/continue per-
mette di inquadrare varie proprietà della convergenza uniforme e di fare altre conside-
razioni in base alla teoria svolta nel caso astratto, come vedremo meglio nel prossimo
paragrafo. Per esempio il criterio della convergenza totale altro non è che la convergenza
assoluta rispetto alla norma uniforme – questo criterio si basa dunque sulla completezza
degli spazi B(A)/C0(A), risultato assi importante che ora vediamo. Potremmo dire per
questo che la norma uniforme è la “norma giusta”in B(A)/C0(A).

2.4.2 Teorema. Lo spazio B(A) dotato della norma uniforme è completo. Se A è
compatto, allora lo spazio C0(A) è completo.
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Dimostrazione. Vediamo al dimostrazione per B(A) (per C0(A) si ragiona in modo ana-
logo). Sia (fn)n una successione di Cauchy in C0(A). Fissiamo x in A; dato che:

|fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖∞ (2.3)

si vede subito che (fn(x)) è una successione di Cauchy in R e dunque ammette limite per
la completezza di R. Possiamo indicare con f(x) il limite di (fn(x))n. Abbiamo quindi

trovato un limite puntuale f della (fn)n: cerchiamo di far vedere che fn
unif−→ f .

Sia ε > 0 e sia n̄ tale che per ogni n ≥ n̄ si abbia ‖fn − fm‖ ≤ ε. Allora preso un
qualunque x in A e n ≥ n̄ si ha:

|fn(x)− f(x)| = lim
m→∞

|fn(x)− fm(x)|

che a causa di (2.3) implica
|fn(x)− f(x)| ≤ ε

ed essendo x arbitrario
‖fn − f‖∞ ≤ ε.

Abbiamo in questo modo verificato la definizione di fn
unif−→ f .

2.4.3 Osservazione. Tutto quanto fatto sopra si può ripetere per funzioni a valori in RM

o anche in CM , pur di usare il modulo opportuno (|(x1, . . . , xM)| =
√
x2

1 + · · ·+ x2
M nel

caso reale e |(z1, . . . , zM)| =
√
|z1|2 + · · ·+ |zM |2 in quello complesso).

2.5 Applicazioni lineari continue

2.5.1 Definizione. Siano X1 e X2 due spazi vettoriali normati su R/C e indichiamo le
loro norme con ‖ · ‖1 e ‖ · ‖2 rispettivamente. Siano A un sottoinsieme di X1 e x0 un punto
di A e sia F una funzione (o applicazione) da A in X2, (in breve f : A→ X2).
Diremo che F è continua in x0 se per ogni ε > 0 esiste ρ > 0 tale che

x ∈ A, ‖x− x0‖1 < ρ⇒ ‖F (x)− F (x0)‖2 < ε.

È facile vedere che valgono le seguenti proprietà standard.

2.5.2 Proposizione. 1. Se F è continua in x0 allora F è limitata in un intorno di
x0, cioè esistono un raggio r > 0 ed un numero M tali che

‖F (x)‖2 ≤M ∀x ∈ A : ‖x− x0‖1 ≤ r

2. Se F e G sono continue in x0 e se α, β ∈ R/C, allora αF + βG è continua in x0.

3. Se X1, X2 e X3 sono spazi normati, se A ⊂ X1, x0 ∈ A, B ⊂ X2, F : A → B,
F è continua in x0, G : B → X3, G è continua in y0 := F (x0) allora la funzione
composta G · F è continua in x0.

Un particolare interesse rivestiranno per noi le applicazioni lineari continue.

2.5.3 Definizione. Siano X1 e X2 due spazi vettoriali su R/C. Se L è una applicazione
da X1 in X2 si dice che L è lineare quando

L(c2x1 + c2x2) = c1L(x1) + c2L(x2) ∀x1, x2 ∈ X1, ∀c1, c2 ∈ R/C

Spesso per le applicazioni lineari si sopprimono le parentesi scrivendo Lx in luogo di L(x).
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2.5.4 Proposizione. Se L : X1 → X2 è lineare sono equivalenti i tre fatti seguenti.

1. L è continua in ogni x0 di X1;

2. L è continua in 0;

3. esiste una costante M tale che

‖L(x)‖2 ≤M‖x‖1 ∀x ∈ X1 (2.4)

dove ‖ · ‖1 (risp. ‖ · ‖2) indica la norma in X1 (risp. in X2).

Dimostrazione. È chiaro che (1) ⇒ (2). Il fatto che che (2) ⇒ (1) segue dalla relazione
L(x) = L(x0) + L(x− x0).
Mostriamo che (2)⇒ (3). Per la continuità in zero esistono M1 ed ρ > 0 tali che:

‖L(y)‖2 ≤M1 ∀y ∈ X1 tale che ‖y‖1 ≤ r.

Prendiamo un generico x ∈ X1 con x 6= 0 e poniamo y :=
x

‖x‖1

ρ. Dato che ‖y‖1 = ρ si ha

‖L(y)‖2 ≤ M1. Dalla linearità si ricava L(y) =
ρ

‖x‖1

L(x) e quindi
ρ

‖x‖1

‖L(x)‖2 ≤ M1,

dunque vale la (2.4) ponendo M :=
M1

ρ
. La (3)⇒ (2) è evidente.

2.5.5 Definizione. Se L è lineare e continua chiamiamo norma di L il numero

‖L‖ := inf {M : vale la disuguaglianza (2.4)}

Quindi (come si può vedere facilmente)

‖L(x)‖2 ≤ ‖L‖‖x‖1 ∀x ∈ X1

e ‖L‖ è il “più piccolo” M per cui vale tale disuguaglianza. Si può anche vedere che

‖L‖ = sup
x 6=0

‖Lx‖2

‖x‖1

= sup
‖x‖1=1

‖Lx‖2

Si può dimostrare che la norma sopra introdotta per le applicazioni lineari ha effettiva-
mente le proprietà introdotte in 2.3.6. Da questo segue che lo spazio vettoriale

L(X1,X2) := {L : X1 → X2 :L è lineare e continua}

è uno spazio normato (quindi si può introdurre una nozione di convergenza di applicazioni
lineari a una applicazione lineare).
Se poi X1 = X2 = X, e quindi prese due applicazioni lineari L1, L2 da X in X ha senso
considerare la composizione L1L2, si ha:

‖L1L2‖ ≤ ‖L1‖‖L2‖.

Infatti per ogni x si ha ‖L1L2x‖ ≤ ‖L1‖‖L2x‖ ≤ ‖L1‖‖L2‖‖x‖. Quindi M = ‖L1‖‖L2‖
verifica ‖L1L2x‖ ≤M‖x‖. Dato che ‖L1L2‖ è l’estremo inferiore delle costanti con questa
proprietà si ha ‖L1L2‖ ≤ ‖L1‖‖L2‖.
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2.5.6 Esempio. Consideriamo una applicazione lineare da RN in RM . Indichiamo con êj
i versori di RN (j = 1, . . . , N); allora il vettore Lêj avrà M componenti che indichiamo
con a1,j, . . . , aM,j. In questo modo risulta definita una matrice M ×N A di elementi ai,j
per i = 1, . . . ,M e j = 1, . . . , N . Usando la linearità di L si vede facilmente che

L(x1, . . . , xN) = (y1, . . . , yM)⇔ yi =
N∑
j=1

ai,jxj per i = 1, . . . ,M

Questo significa che L si rappresenta mediante il prodotto matriciale della matrice A per
in vettore x (convenendo di rappresentare i vettori come colonne, cioè come matrici N×1
(in partenza e M × 1 in arrivo).
Poniamo Ā := max {|ai,j| : i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , N}. Si vede allora che

|L(x)| ≤ |L(x)|1 = |A · x|1 =
M∑
i=1

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

ai,jxj

∣∣∣∣∣ ≤MĀ|x|1 ≤ NMĀ|x|

(abbiamo usato ripetutamente (2.1)). Ne segue che L è continua e che ‖L‖ ≤ NMĀ. Se
identifichiamo le matrici M ×N con i vettori di RNM possiamo notare che Ā corrisponde
a |A|∞ precedentemente introdotta. Quindi possiamo scrivere ‖A‖ ≤ NM |A|∞. Quindi
qualunque applicazione lineare da RN in RM è continua.

Notiamo che vale anche |A|∞ ≤ ‖A‖ dato che per ogni i = 1, . . . ,M e ogni j = 1, . . . , N

|ai,j| = |(Aêj)i| ≤ |Aêj| ≤ ‖A‖|êj| = ‖A‖

e quindi la stessa disuguaglianza vale prendendo il massimo di tutti gli |ai,j|.
Ne segue che ‖ · ‖ e | · |∞ sono norme equivalenti. Dunque la convergenza indotta sulle

matrici N×N dalla norma delle corrispondenti applicazioni lineari coincide con quelle che
si ottengono vedendo le matrici come MN -uple di numeri. In sostanza una successione di
matrici An tende ad una matrice A (nel senso delle applicazioni lineari) se e solo se ogni
componente di An tende alla corrispondente componente di A.

Quanto fatto per RN vale per gli spazi di dimensione finita.

2.5.7 Teorema. Ogni applicazione lineare tra spazi normati di dimensione finita è con-
tinua.

Vedremo che, come per la completezza, anche quest’ultimo teorema non vale più
negli spazi di dimensione infinita. Cominciamo però col mostrare qualche esempio di
applicazione continua tra spazi di funzioni.

2.5.8 Esempio. Consideriamo lo spazio X = C0(A) con la norma ‖f‖ = ‖f‖∞,A. Se x0 è
un punto prefissato in A si può considerare

F1(f) := f(x0) per ogni f in C0(A)

e quindi F1 : C0(A)→ R; si può anche prendere F2 : C0(A)→ R definita da

F2(f) :=

∫
A

f(x) dx per ogni f in C0(A)

(in questo caso lo spazio di arrivo è lo spazio unidimensionale R = R1). Entrambe queste
due applicazioni sono lineari (come è ovvio verificare). Esse sono anche continue. Per la
continuità di F1 basta osservare che

fn
unif−→ f ⇒ fn(x0)→ f(x0)
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(la convergenza uniforme implica quella puntuale). Per quanto riguarda la continuità di
F2, questa è il contenuto del teorema 2.1.10. Notiamo che se f ∈ C0(A)

|F1(f)| = |f(x0)| ≤ ‖f‖∞ ⇒ ‖F1‖ ≤ 1

e analogamente

|F2(f)| = |
∫
A

f(x) dx| ≤ |A| ‖f‖∞ ⇒ ‖F2‖ ≤ |A|.

Si potrebbe dimostrare che valgono le eguaglianze, cioè che:

‖F1‖ = 1, ‖F2‖ = |A|.

2.5.9 Esempio. Riprendiamo lo spazio X = C0([0, 1]), ma consideriamo in X la norma
integrale ‖ · ‖1 dell’esempio 2.3.14. Consideriamo ancora le F1, F2 : X → R dell’esempio
precedente. Si vede facilmente che F2 è continuo, infatti se f è continua:

|F2(f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f(t)| dt = ‖f‖1.

Quindi, con quest’altra norma, si ha ‖F2‖ ≤ 1 ( e si potrebbe vedere che ‖F2‖ = 1).
Invece F1 non è continuo. Consideriamo infatti le funzioni fn definite da

fn(t) :=

{
1− nt se 0 ≤ t ≤ 1

n

0 se 1
n
≤ t ≤ 1

È chiaro che fn sono continue, dunque fn ∈ X, e che

‖fn‖1 =

∫ 1

0

|fn(t)| dt =

∫ 1/n

0

(1− nt) dt =
1

2n
→ 0

e quindi le fn → 0, dove 0 indica la funzione nulla. Però F1(fn) = fn(0) = 1 mentre
F1(0) = 0 e dunque non è vero che F1(fn)→ F1(0), cioè F1 non è continua.

2.5.10 Osservazione. I due esempi precedenti mostrano che ‖·‖∞ e ‖·‖1 non sono norme
equivalenti su C0(A). Questo per la verità era già chiaro dato che C0(A) è completo
rispetto a ‖·‖∞, mentre non lo è rispetto a ‖·‖1.

2.5.11 Esempio. Si può considerare l’insieme X1:

X1 :=
{
f ∈ C0(A) : f è derivabile

}
che è un sottospazio vettoriale di X = C0(A), dato che f, g derivabili implica αf + βg
derivabile. Allora l’applicazione D : X1 → X definita da D(f) := f ′ (D é l’operazione di
derivazione) è lineare dato che

D(αf + βg) = (αf + βg)′ = αf ′ + βg′ = αD(f) + βD(g)

Però D non è continua, se si considera (sia in partenza che in arrivo) la distanza introdotta

sopra. Per vederlo prendiamo fn(x) =
sin(nx)

n
. Si vede facilmente che ‖fn‖∞ =

1

n
e quindi

fn
unif−→ 0. Inoltre fn ∈ X1 per ogni n. Però f ′n(x) = cos(nx) e quindi ‖D(fn)‖ = ‖f ′n‖ = 1.

Questo implica che non può essere D(fn)
unif−→ D(0), altrimenti 1 = ‖D(fn)‖ → ‖D(0)‖ =

0, che é assurdo.
Abbiamo trovato quindi un altro esempio di applicazione lineare non continua. Inoltre se
si rilegge l’esempio 2.1.11 in termini astratti si vede che esso dice che il sottospazio X1

non è chiuso in X (altra proprietà che sarebbe vera se fossimo in dimensione finita)
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Capitolo 3

Funzioni analitiche e meromorfe

3.1 Funzioni derivabili in senso complesso

Nel seguito utilizzeremo spesso le derivate di funzioni complesse di variabile complessa. La
derivabilità in senso complesso di una certa funzione f , al contrario di quanto si potrebbe
pensare in un primo momento, impone delle condizioni assai più forti su f di quelle che si
hanno nel caso di f reale (nonostante la definizione sia perfettamente analoga). Il fatto di
avere un piano di direzioni (invece di una retta) su cui fare i rapporti incrementali impone
infatti a f una notevole “rigidità”.

Noi non esploreremo fino in fondo le proprietà delle funzioni complesse derivabili,
ma ne vedremo comunque vari aspetti. In questo paragrafo diamo le definizioni basilari
e mettiamo in evidenza alcune proprietà fondamentali. Cominciamo ricordando alcune
definizioni.

Per R > 0 consideriamo il disco aperto ( o la palla aperta) di centro z0 e raggio R:

D(z0, R) := {z ∈ C : |z − z0| < R} .

e il corrispondente disco chiuso

D̄(z0, R) := {z ∈ C : |z − z0| ≤ R} .

Diremo inoltre che un insieme Ω in C è aperto se per ogni punto z0 ∈ Ω esiste R > 0
tale che D(z0, R) ⊂ Ω. Non sarebbe difficile dimostrare che Ω è aperto se e solo se il
complementare C \ Ω è chiuso, secondo la definizione data in (1.1.9).

3.1.1 Definizione. Siano Ω un aperto di C e f : Ω → C una funzione. Diremo che f è
derivabile in un punto z0 di Ω se esiste il limite del rapporto incrementale:

f ′(z0) := lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

che verrà ovviamente detto la derivata di f in z0. Se f è derivabile in tutti i punti di Ω
ed f ′ è continua diremo che f è olomorfa su Ω.

La seguenti proprietà si possono dimostrare facilmente imitando le analoghe dimostra-
zioni per le funzioni derivabili di una variabile reale.

3.1.2 Proposizione. 1. Se f è derivabile in z0 allora è continua in z0.

2. Se f, g sono derivabili in z0 allora f + g e fg sono derivabili in z0 e

(f + g)′(z0) = f ′(z0) + g′(z0), (fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g′(z0).

39
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Se inoltre g(z0 6= 0
f

g
è derivabile in z0 e

(
f

g

)′
(z0) =

f ′(z0)g(z0)− f(z0)g′(z0)

g2(z0)
.

3. Se f è derivabile in z0 e g è derivabile in w0 := f(z0), allora g ◦ f è derivabile in z0

e (g ◦ f)′(z0) = g′(w0)f ′(z0).

4. Se f è derivabile in z0, γ è una curva tale che γ(t0) = z0 e γ è derivabile in t0,
allora f ◦ γ è (una curva) derivabile in t0 e (f ◦ γ)′(to) = f ′(z0)γ′(t0).

3.1.3 Esempio. Prendiamo f(z) = zn per n intero positivo. Allora:

zn − zn0
z − z0

=
n−1∑
k=0

zkzn−1−k
0 che per z → z0 tende a

n−1∑
k=0

zk0z
n−1−k
0 = nzn−1

0 .

Quindi f è olomorfa in C e f ′(z) = nzn−1.

Se poi si prende la stessa espressione di f con n < 0 si ha f(z) =
1

z−n
e allora, se z 6= 0:

f ′(z) =
−(−nz−n−1)

(z−n)2
=
nz−n−1

z−2n
= nzn−1.

Dunque per n < 0 f è olomorfa su C \ {0} e la formula trovata sopra vale anche per tutti
gli n interi relativi.

Vediamo ora un importante risultato che caratterizza le funzioni olomorfe. In quanto
segue identifichiamo spesso il numero complesso z = x+ iy con il punto (x, y) di R2 (per
esempio indichiamo con Ω anche {(x, y) :x+ iy ∈ Ω}, che a rigore è un altro insieme).

3.1.4 Teorema. Sia Ω aperto in C e sia f : Ω→ C. Scriviamo f(z) = f1(x, y)+if2(x, y),
dove z = x+ iy. Allora sono equivalenti i due fatti seguenti.

1. f è olomorfa in Ω.

2. f1, f2 sono di classe C1 e valgono le condizioni di Cauchy-Riemann:

∂f1

∂x
(x, y) =

∂f2

∂y
(x, y),

∂f2

∂x
(x, y) = −∂f1

∂y
(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω.

Se tali proprietà sono vere si ha inoltre f ′ =
∂f

∂x
= −i∂f

∂y
, cioè:

f ′(x+ iy) =
∂

∂x
(f1(x, y) + if2(x, y)) = −i ∂

∂y
(f1(x, y) + if2(x, y)) . (3.1)

Dimostrazione. Dimostreremo solo la freccia “(1) ⇒ (2)” tralasciando l’altra (che si può
fare con un po’ di pazienza usando il teorema del differenziale totale). Sia z = x+ iy in Ω.
Dato che f ′(z) esiste possiamo calcolarlo mediante uno qualunque dei due limiti seguenti
in cui h è reale:

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= lim

h→0

f(z + ih)− f(z)

ih
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Calcolando il primo dei due troviamo:

lim
h→0

(f1(x+ h, y)− f1(x, y)) + i(f2(x+ h, y)− f2(x, y))

h
=
∂f1

∂x
(x, y) + i

∂f2

∂x
(x, y),

mentre facendo il secondo:

lim
h→0

(f1(x, y + h)− f1(x, y)) + i(f2(x, y + h)− f2(x, y))

ih
= −i∂f1

∂y
(x, y) +

∂f2

∂y
(x, y).

Se ne ricavano le condizioni di Cauchy-Riemann e le due formule (3.1).

3.1.5 Osservazione. Se si interpreta la funzione f come una mappa da R2 in R2, allora le
condizioni di Cauchy-Riemann dicono che la matrice Jacobiana di f è del tipo

JΦ =

(
a b
−b a

)
= ρ

(
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)
dove

ρ =
√
a2 + b2, θ è un angolo tale che cos(θ) =

a√
a2 + b2

, sin(θ) =
b√

a2 + b2

(a e b dipendono dal punto (x0, y0) in cui calcoliamo lo Jacobiano). Una tale matrice
opera un’omotetia (un allungamento omogeneo in tutte le direzioni) di ρ e una rotazione
di θ. Notiamo che f ′(z0) = a + ib = −b + ia e quindi f ′(z0) = ρeiθ. Dunque preso un
punto z0 = x0 + iy0 l’effetto di f vicino a z0 è un’omotetia di coefficiente |f ′(z0)| composta
con una rotazione di argomento Arg(f ′(z0)).

Detto altrimenti, se f è derivabile in z0, allora, per z vicino a z0, f(z) − f(z0) '
f ′(z0)(z − z0). Ma il prodotto complesso f ′(z0)(z − z0) ha come modulo |f ′(z0)||z − z0| e
come argomento l’argomento di z − z0 più l’argomento di f ′(z0).

Questa proprietà si traduce nel fatto che le funzioni olomorfe sono delle “mappe con-
formi”, preservano cioè gli angoli: se due curve si intersecano in un punto con certo angolo
anche le loro immagini tramite f si intersecheranno con lo stesso angolo (vedi figura (3.1)
– ottenuta da http://en.wikipedia.org/wiki/File:Conformal map.svg).

Figura 3.1: Mappe conformi

3.1.6 Osservazione. La funzione esponenziale f(z) = ez è olomorfa e f ′(z) = ez.

Dimostrazione. Si ha ex+iy = f1(x, y) + if2(x, y) con f1(x, y) = ex cos(y) e f2(x, y) =
ex sin(y). Dato che:

∂f1

∂x
= ex cos(y),

∂f2

∂x
= ex sin(y),

∂f1

∂y
= −ex sin(y),

∂f2

∂y
= ex cos(y),

risultano verificate le condizioni di Cauchy-Riemann e f ′(z) =
∂f

∂x
= ez.
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Il seguente risultato generalizza alle derivate complesse il teorema (2.1.13) di scambio
tra limite e derivata.

3.1.7 Proposizione. Supponiamo che (fn)n sia una successione di funzioni olomorfe su
Ω. Supponiamo che

fn → f puntualmente su Ω, f ′n → g uniformente su Ω

per opportune f e g. Allora f è olomorfa e f ′ = g.

Dimostrazione. Se scriviamo fn(z) = un(x, y) + ivn(x, y) e f(z) = u(x, y) + iv(x, y) allora
chiaramente un → u e vn → v puntualmente in Ω. Essendo fn olomorfe un e vn ammettono
derivate parziali e valgono le condizioni di Cauchy-Riemann:

∂un
∂x

(x, y) =
∂vn
∂y

(x, y),
∂vn
∂x

(x, y) = −∂un
∂y

(x, y);

inoltre la derivata complessa di fn si può scrivere in due modi:

f ′n(z) =
∂un
∂x

(x, y) + i
∂vn
∂x

(x, y) =
∂vn
∂y

(x, y)− i∂un
∂y

(x, y).

Per l’ipotesi, se g(z) = t(x, y) + iw(x, y) deve essere:

∂un
∂x
→ t,

∂vn
∂y
→ t

∂vn
∂x
→ w,

∂un
∂y
→ −w

uniformemente. Applicando il teorema (2.1.13) alle due derivate parziali (che sono delle
derivate “unidimensionali”) si ricava che u e v ammettono derivate parziali e

∂u

∂x
= t,

∂v

∂y
= t,

∂v

∂x
= w,

∂u

∂y
= −w.

Dunque f verifica le condizioni di Cauchy-Riemann e f ′(z) = t(x, y)−iw(x, y) = g(z).

Se ne ricava immediatamente una proprietà di derivazione sotto il segno di serie.

3.1.8 Corollario. Supponiamo che (fn)n sia una successione di funzioni olomorfe su Ω.
Supponiamo che

∞∑
n=0

fn converga puntualmente su Ω,
∞∑
n=0

f ′n converga uniformente su Ω.

Allora f(z) :=
∞∑
n=0

fn(z) è olomorfa e f ′ :=
∞∑
n=0

f ′n.

Ricordiamo la nozione di curva (caso particolare della nozione di curva in RN).

3.1.9 Definizione. Una curva in C è una applicazione γ : I → C, dove I è un intervallo
di R. Si dice supporto di γ l’immagine γ(I) della curva. Se I = [a, b] allora i punti γ(a) e
γ(b) si chiamano gli estremi di γ. Se γ(a) = γ(b) si dice che γ è una curva chiusa.

Essendo la curva una particolare applicazione è chiaro cosa significa dire che γ è
continua oppure di classe C1 (derivabile con derivata continua). In particolare la derivata
di γ = γ1 + iγ2 è γ′ = γ′1 + iγ′2.

Si dice che una curva γ : I → C è regolare a tratti se γ è continua su I, è C1 su I tranne
un numero finito di punti t1, t2, . . . , tk di I e la derivata γ′ è limitata in I \ {t1, . . . , tk}
(per esempio se esistono il limiti destro e sinistro γ′(t−j ) e γ′(t+j ) in ogni tj).
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Data una curva γ : [a, b]→ C si chiama curva opposta la curva γ̃(t) = γ(b+ a− t).
Si dice che due curve γ1 : [a, b]→ C e γ2 : [c, d]→ C sono consecutive se γ1(b) = γ2(c).

Se inoltre b = c si può considerare la curva γ : γ1 ∨ γ2 data da γ(y) = γ1(t) per a ≤ t ≤ b
e γ(y) = γ2(t) per b = c ≤ t ≤ d.

Se γ : [a, b] → C è una curva, si chiama riparametrizzata di γ una qualunque curva
γ1 : [c, d] → C tale che γ1(t) = γ(ϕ(t)) per una opportuna ϕ : [c, d] → [a, b] di classe C1

(basterebbe regolare a tratti) tale che ϕ(c) = a e ϕ(d) = b. La funzione ϕ viene detta
allora la riparametrizzazione.

3.1.10 Definizione. Se γ : [a, b] → C è una curva di classe C1 e se f è una funzione
continua definita dal supporto di γ a valori in C, si definisce l’integrale di f su γ mediante∫

γ

f(z) dz :=

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt

dove nel secondo integrando si usa il prodotto complesso tra f(γ(t)) e γ′(t).
Tale definizione si può estendere al caso di γ regolare a tratti ponendo:∫

γ

f(z) dz :=
k+1∑
j=1

∫ tj

tj−1

f(γ(t))γ′(t) dt

(dove t1, . . . , tk sono come nella definizione sopra e si pone a = t0, b = tk+1).

Valgono un po’ di proprietà che enunciamo senza dimostrazione.

3.1.11 Proposizione. Supponiamo f continua e γ (γ1 e γ2) regolare a tratti.

• Se γ1 è una riparametrizzata di γ allora∫
γ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz.

• Si ha ∫
γ̃

f(z) dz = −
∫
γ

f(z) dz.

• Se γ1 : [a, b]→ C e γ2[c, d]→ C sono consecutive, se b = c si ha∫
γ1∨γ2

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) d.

In realtà l’ipotesi b = c non è necessaria dato che la si può sempre ottenere mediante
una opportuna riparametrizzazione di γ2. Quindi, ragionando a meno di riparame-
trizzazioni, possiamo considerare γ1 ∨ γ2 ogni qualvolta γ1 e γ2 sono consecutive,
avendo la formula sugli integrali scritta sopra.

3.1.12 Proposizione. Sia γ : [a, b] → C una curva regolare a tratti e sia (fn)n una
successione di funzioni continue definite sul supporto di γ a valori complessi.
Se fn → f uniformemente allora

lim
n→∞

∫
γ

fn(z) dz =

∫
γ

f(z) dz.

Analogamente se la serie
∞∑
n=0

fn converge uniformemente si ha

∞∑
n=0

∫
γ

fn(z) dz =

∫
γ

(
∞∑
n=0

fn(z)

)
dz.
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Dimostrazione. Il risultato segue scrivendo la definizioni degli integrali sulla curva e
usando i teoremi sullo scambio tra limiti e integrazione visti in (2.1.10) e (2.2.4).

3.1.13 Proposizione. Sia f : Ω → C una funzione olomorfa in un aperto Ω di C. Sia
γ : [a, b]→ Ω una curva regolare a tratti. Allora∫

γ

f ′(z) dz = f(γ(b))− f(γ(a))

Quindi tale integrale dipende solo dal valore della funzione f negli estremi z0 := γ(a) e
z1 := γ(b) della curva γ e non dal “percorso seguito da γ per andare da z0 a z1”.

Dalla formula sopra segue che se γ è una curva chiusa, allora
∫
γ

f ′(z) dz = 0.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso di γ di classe C1. Notiamo innanzi-
tutto che:

d

dt
f(γ(t)) = f ′(γ(t))γ′(t)

come è facile verificare. Per la definizione (3.1.10)∫
γ

f ′(z) dz =

∫ b

a

f ′(γ(t))γ′(t) dt =

∫ b

a

d

dt
f(γ(t)) dt = f(γ(b))− f(γ(a)).

3.1.14 Osservazione. Si potrebbe vedere che vale anche il viceversa della proposizione
precedente: se cioè l’integrale: ∫

γ

g(z) dz

dipende solo dagli estremi della curva γ, allora esiste una f olomorfa di cui g è la derivata.

In particolare si ha il seguente risultato.

3.1.15 Osservazione. Sia k 6= −1, sia z0 ∈ C e sia γ : [a, b] → C \ {z0} una curva chiusa
regolare a tratti. Allora: ∫

γ

(z − z0)k dz = 0

Dimostrazione. Se si definisce f(z) :=
(z − z0)k+1

k + 1
(cosa possibile se k 6= −1), allora:∫

γ

(z − z0)k dz =

∫
γ

f ′(z) dz = 0

per la proposizione (3.1.13).

Per trattare il caso k = −1 è necessario un certo lavoro che vedremo nel seguito.

3.2 Serie di potenze

In questo paragrafo useremo il risultati del capitolo precedente per studiare serie del tipo

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n

dove z0 è un numero complesso, i “coefficienti” ak sono dei numeri complessi e faremo
variare la z in C.

Fatte queste premesse possiamo scrivere subito il seguente enunciato:
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3.2.1 Teorema. Siano (an)n una succesione in C e consideriamo:

M := lim sup
n→∞

n
√
|an|

(per esempio supponiamo che esista il limite di n
√
|an| e chiamiamolo M). In generale

M ∈ [0,+∞]. Poniamo

R̄ :=


+∞ se M = 0,
1

M
se M ∈]0,∞[,

0 se M = +∞.

Allora:

1. se 0 < R < R̄ la serie
∞∑
n=0

an(z−z0)n converge totalmente, dunque uniformemente, su

D̄(z0, R); ne segue che
∞∑
n=0

|an(z−z0)n| < +∞ per ogni z ∈ D(z0, R̄) e in particolare

la serie converge puntualmente in D(z0, R);

2. per ogni z fuori da D̄(z0, R̄) la serie non converge in z.

Si noti che non si dice nulla (e la situazione è diversa caso per caso) di cosa succeda sulla
“buccia”S(R̄) :=

{
z ∈ C : |z − z0| = R̄

}
.

Dimostrazione. Sia R < R̄ e calcoliamo la norma uniforme di fn(z) := an(z − z0)n

sull’insieme A = D̄(z0, R). Si ha:

‖an(z − z0)n‖∞,A = sup
|z−z0|≤R

|an(z − z0)n| = |an|Rn.

Se applichiamo alla serie numerica
∞∑
n=0

‖an(z − z0)n‖∞,A il criterio della radice troviamo:

lim sup
n→∞

n

√
‖an(z − z0)n‖∞,A = lim sup

n→∞

n
√
|an|R = MR =

R

R̄
< 1

e dunque la serie converge (questo funziona se R̄ ∈]0,∞[, ma è chiaro che se R̄ = 0 il
teorema non dice nulla dato che non ci sono R ammissibili, mentre se R̄ = ∞, cioè se
M = 0, tutti gli R > 0 vanno bene perchè MR = 0).
Abbiamo quindi dimostrato la convergenza totale nel disco chiuso D̄(z0, R). In particolare,
se z ∈ D(z0, R̄) (nel disco aperto) si può prendere un raggio R con |z− z0| < R < R̄; dato
che la serie converge uniformemente su D̄(z0, R) deve convergere in z.
Infine se |z − z0| > R̄ si ha:

lim sup
n→∞

n
√
|an(z − z0)n| = lim sup

n→∞

n
√
|an||z − z0| = M |z − z0| =

|z − z0|
R̄

> 1

da cui, per un noto risultato sulle successioni, si ricava che |an(z − z0)n| → +∞; in

particolare (per (1.2.4)) la serie
∞∑
n=0

an(z − z0)n non può convergere.

3.2.2 Definizione. Data la successione (an) in C chiamiamo raggio di convergenza della

serie
∞∑
n=0

an(z − z0)n il numero R̄ (in [0,+∞]) ottenuto nel teorema (3.2.1).

Risulta quindi definita la funzione f(z) =
∞∑
n=0

an(z− z0)n per ogni z in D(z0, R̄) (se R̄ = 0

allora D(z0, R̄) = ∅; se R̄ = +∞ D(z0, R̄) coincide con tutto C).
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3.2.3 Proposizione. Sia R̄ il raggio di convergenza sopra introdotto e sia R̄ > 0. Allora

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n (3.2)

è una funzione (ben definita e) continua nel disco aperto D(z0, R̄).

Dimostrazione. Sia z′ un punto qualunque del disco aperto D(z0, R̄), allora si può trovare
un raggio R con |z′ − z0| < R < R̄. Applicando il corollario 2.2.4 (si noti che i termini
an(z − z0)n sono ovviamente continui in z) si ricava che f è continua in D̄(z0, R): in
particolare f è continua in z′. Dato che z′ è un punto arbitrario del disco aperto abbiamo
dimostrato la continuità di f nel disco aperto D(z0, R̄).

3.2.4 Osservazione. Tutto quanto visto finora si può naturalmente fare nel caso reale, in

cui si prende an ∈ R e z0 = x0 ∈ R: in questo caso la convergenza della serie
∞∑
n=0

an(x−x0)n

avverrà per x ∈]x0 − R̄, x0 + R̄[, dove R̄ è definito esattamente come prima.

3.2.5 Proposizione. Siano z0 in C, (an)n una successione in C ed R il raggio di conver-
genza sopra introdotto. Supponiamo R̄ > 0. Allora la funzione f : D(z0, R̄)→ C definita
da (3.2) è olomorfa, anzi ha derivata k-esima continua per qualunque k intero e:

f (k)(z) =
∞∑
n=k

ann(n− 1) · · · (n− k + 1)(z − z0)n−k ∀z ∈ D(z0, R̄), (3.3)

dove la serie scritta destra ha lo stesso raggio di convergenza R̄ della serie di partenza.

Dimostrazione. Consideriamo k = 1. Verifichiamo per prima cosa che la serie delle deri-
vate ha lo stesso raggio di convergenza della serie di partenza. Per questo ricordiamo che
n
√
n→ 1. Dunque se lim sup

n→∞

n
√
|an| = M si ha

lim sup
n→∞

n
√
|ann| = lim sup

n→∞

n
√
|an| lim

n→∞
n
√
n = M.

Quindi i raggi di convergenza sono gli stessi e dunque la serie delle derivate converge
uniformemente in ogni D̄(z0, R) se R < R̄. La tesi segue allora dall corollario (3.1.8).

3.2.6 Osservazione. Se mettiamo z = z0 nella formula (3.3), otteniamo:

f (k)(z0) = akk!⇔ ak =
f (k)(z0)

k!

cioè f (in D(z0, R̄) ) è eguale alla sua “serie di Taylor”.

3.2.7 Osservazione (principio di identità). Dall’osservazione precedente si ricava che, se

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n in D(z0, R), con R > 0, allora

f(z) = 0 per z ∈ D(z0, R)⇔ an = 0 ∀n ∈ N.

Infatti la freccia “⇐” è ovvia (per come è definita f) mentre per provare l’altra basta
notare che, essendo f nulla in un intorno di z0, tutte le derivate di f in z0 sono nulle e
quindi an = 0 per ogni n a causa di (3.3).

Analogamente (per differenza) se f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n e g(z) =
∞∑
n=0

bn(z − z0)n in

D(z0, R), con R > 0, allora

f(z) = g(z) per z ∈ D(z0, R)⇔ an = bn ∀n ∈ N. (3.4)
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3.2.8 Esempio. Consideriamo la serie f(z) :=
∞∑
n=0

zn. Allora il raggio di convergenza è 1

dato che n
√

1→ 1. Peraltro si sa che:

n∑
k=0

zk =
1− zn+1

1− z
→ 1

1− z
se |z| < 1

e quindi f(z) =
1

1− z
per ogni z del disco aperto {|z| < 1}.

Consideriamo ora la serie g(x) :=
∞∑
n=1

xn

n
– stavolta prendiamo x reale. Anche questa

ha raggio di convergenza 1 dato che n
√

1/n→ 1. Notiamo che
d

dx

xn

n
= xn−1 e dunque

g′(x) =
∞∑
n=1

xn−1 =
∞∑
n=0

xn = f(x).

In altre parole g è una primitiva di f , cioè g(x) = ln(1 − x) + c per c costante. Ma
calcolando tutto in x = 0 si trova 0 = g(0) = c e quindi:

∞∑
n=1

xn

n
= ln(1− x) se − 1 < x < 1.

Consideriamo una terza serie: h(x) :=
∞∑
n=0

nxn. Anch’essa ha raggio di convergenza 1

perché n
√
n→ 1. Si ha

h(x) =
∞∑
n=0

nxn = x
∞∑
n=1

nxn−1 = x
∞∑
n=1

d

dx
xn = x

d

dx

(
∞∑
n=1

xn

)
= xf ′(x)

e quindi
∞∑
n=0

nxn =
x

(1− x)2
se − 1 < x < 1.

3.2.9 Esempio. Consideriamo la serie
∞∑
n=0

(−1)nz2n. Questa serie ha raggio di convergenza

1. In questo caso in verità non esiste lim
n→∞

n
√
|an| perché si ha:

an =

{
(−1)k se n = 2k

0 se n = 2k + 1

però il massimo limite fa 1, come si vede passando alla sottosuccessione 2k
√
|a2k|. Ma:

∞∑
n=0

(−1)nz2n =
∞∑
n=0

(−z2)n =
1

1 + z2
se |z| < 1.

Quindi la serie converge a
1

1 + z2
per le z in {|z| < 1}. Guardando la cosa dal punto di

vista di R la cosa è abbastanza strana, dato che non si capisce come c’entri il numero 1

con la funzione
1

1 + x2
, che è ben definita su tutto R. Dal punto di vista complesso invece

è chiaro che il raggio di convergenza non può essere più di 1 dato che i e −i, che hanno

modulo uno, sono delle singolarità per
1

1 + z2
.
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Abbiamo visto prima che data una serie di potenze
∞∑
n=0

an(x − x0)n essa definisce

una funzione f sull’intervallo ]x0 − R̄, x0 + R̄[ ed f è somma della sua serie di Taylor.
Procediamo a rovescia e assegnamo una funzione f di classe C∞, definita per esempio su

]x0− r, x0 + r[, e poniamo an :=
f (n)(x0)

n!
. È spontaneo chiedersi se la serie

∞∑
n=0

an(x−x0)n

(costruita a partire da f) sia convergente in ]x0− r, x0 + r[ e soprattutto se converga a f .
Il seguente esempio mostra che, in generale, ciò non è vero.

3.2.10 Esempio. Consideriamo la funzione f : R→ R definita da

f(x) :=

{
e−1/|x| se x 6= 0

0 se x = 0

È chiaro che f è continua in zero, dato che e−|x|
−1 → 0 per x→ 0. Per x > 0 si ha:

f ′(x) = −x−2ex
−1

f ′′(x) = (2x−3 + x−4)ex
−1

f (3)(x) = (−6x−4 − 4x−5 − 2x−5 − x−6)ex
−1

= (−6x−4 − 6x−5 − x−6)ex
−1

...

f (k)(x) = Pk(x
−1)ex

−1

per un opportuno polinomio Pk. Dato che l’esponenziale “vince ”su ogni polinomio:

lim
x→0+

f (k)(x) = 0 ∀k ∈ N.

Lo stesso si trova facendo il limite da sinistra per cui:

f (k)(0) = 0 ∀k.

In altri termini f si annulla in zero più rapidamente di qualunque potenza. Tutto questo
implica che la serie di Taylor associata a f nel punto zero ha tutti i coefficienti nulli e
dunque converge uniformemente ovunque alla funzione zero. Dato che f(x) 6= 0 se x 6= 0
si ha che f(x) non è eguale alla somma della sua serie di Taylor in nessuna x 6= 0.

Nel seguente enunciato si dà un criterio sufficiente a far funzionare le cose.

3.2.11 Proposizione. Supponiamo che R > 0 e che f : D(z0, R) → C sia di classe C∞
e supponiamo che esista una costante K tale che

|f (n)(z)| ≤ Kn per tutte le z in D(z0, R).

Allora

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n ∀z ∈ D(z0, R).

Dimostrazione. Sia ∈ D(z0, R). Per la formula di Taylor con resto di Lagrange si ha

f(z) =
n∑
k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)k +

f (n+1)(ζn,x)

(n+ 1)!
(z − z0)n+1

dove ζn,x è un opportuno punto, che dipende da n e da z, che si trova sul segmento tra z0

e z. Facendo tendere n all’infinito:∣∣∣∣f (n+1)(ζn,x)

(n+ 1)!
(z − z0)n+1

∣∣∣∣ ≤ Kn+1Rn+1

(n+ 1)!
→ 0

(il fattoriale “vince” sull’esponenziale) e dunque la serie converge a f(z).
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3.2.12 Esempio. La funzione f(z) := ez è somma della sua serie di Taylor:

ez =
∞∑
n=0

zn

n!

per tutti gli z in C (notiamo che questa serie si scrive cos̀ı anche in C poiché f (k)(z) = ez

per ogni k – vedi la (3.1.6)). Sia infatti R > 0

max
z∈D̄(0,R)

|f (k)(z)| = max
z∈D̄(0,R)

|ex| = max
z∈D̄(0,R)

e<ez = eR

(che è una costante indipendente da n). Per (3.2.11) la tesi vale su D(0, R) e per
l’arbitrarietà di R la tesi è vera ovunque. Nello stesso modo si può verificate che

sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n

per tutti gli x in R (e anche in C usando le opportune definizioni).
Torniamo alla funzione esponenziale f(z) = ez definita mediante la serie di potenze.

Facciamo vedere che f(z1 + z2) = f(z1)fz2). Infatti applicando il teorema 1.2.12 (che
come si è detto vale anche per termini complessi) si ha:

f(z1)f(z2) =

(
∞∑
n=0

1

n!
zn1

)(
∞∑
n=0

1

n!
zn2

)
=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

zk1
k!

zn−k2

(n− k)!

)
=

∞∑
n=0

1

n!

(
n∑
k=0

(
n

k

)
zk1z

n−k
2

)
=
∞∑
n=0

zk1z
n−k
2

n!
= f(z1 + z2).

Prendiamo ora x, y ∈ R. Possiamo scrivere:

f(x+ iy) = f(x)f(iy) = ex
∞∑
n=0

(iy)n

n!
= ex

(
∞∑
k=0

(iy)2k

(2k)!
+
∞∑
k=0

(iy)2k+1

(2k + 1)!

)
=

ex

(
∞∑
k=0

(−1)k
y2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k
y2k+1

(2k + 1)!

)
= ex(cos(y) + i sin(y)).

Abbiamo quindi trovato, usando la definizione tradizionale di ez per z in C, che f(z) = ez.
Si potrebbe in realtà definire le le funzioni ez, sin(z) e cos(z) mediante le serie scritte

sopra, e ritrovare la formula ex+iy := ex(cos(y) + i sin(y)) come conseguenza.
Un’altra proprietà che si deduce facilmente dalla definzione dell’esponenziale mediante

la serie di potenze è che f ′(z) = ez. Infatti

f ′(z) =
∞∑
n=1

d

dz

zn

n!
=
∞∑
n=1

n
zn−1

n!
=
∞∑
n=1

zn−1

(n− 1)!
=
∞∑
n=0

zn

n!
= f(z).

3.3 Funzioni analitiche

3.3.1 Definizione. Sia Ω un insieme aperto in C e sia f : Ω → C. Diremo che f è
analitica in A se per ogni z0 in Ω esistono R > 0 e una successione (an)n in C tale che:

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n ∀z ∈ D(z0, R).

In altri termini f è analitica se è localmente sviluppabile in serie di potenze.
In maniera analoga si definiscono le funzioni analitiche reali.
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3.3.2 Osservazione. Per quanto visto in (3.3) se f è analitica reale, allora f è infinita-
mente derivabile. Però, come mostra l’esempio (3.2.10), ci sono funzioni che pur essendo
infinitamente derivabili non sono somma della propria serie di Taylor e quindi non sono
analitiche. Dunque l’analiticità è una proprietà assai forte. In qualche senso le funzioni
analitiche sono dei polinomi di grado infinito.

Il seguente risultato (che non è ovvio come potrebbe sembrare a prima vista) dice che
le serie di potenze sono analitiche.

3.3.3 Teorema. Supponiamo che la serie di potenze
∞∑
n=0

an(z − z0)n abbia un raggio di

convergenza R0 > 0 e sia f(z) la sua somma, definita per z in D(z0, R0). Sia z1 ∈
D(z0, R0) e sia R1 := R0 − |z1 − z0|. Allora esiste una successione (bn) in C tale che:
(vedi la figura (3.2))

• la serie di potenze
∞∑
n=0

bn(z − z1)n ha raggio di convergenza R̄ ≥ R1;

• per tutti gli z in D(z1, R1) si ha:

∞∑
n=0

an(z − z0)n =
∞∑
n=0

bn(z − z1)n.

Figura 3.2: Sviluppo in serie di una serie di potenze.

Dimostrazione. Usando la formula del binomio di Newton si ha:

∞∑
n=0

an(z − z0)n =
∞∑
n=0

an[(z − z1) + (z1 − z0)]n =

∞∑
n=0

an

n∑
k=0

(
n

k

)
(z − z1)k(z1 − z0)n−k =

∞∑
n=0

n∑
k=0

an−k,k =: (A)

avendo posto an,m := an+m

(
n+m
m

)
(z−z1)m(z1−z0)n. Se vale il teorema (1.2.11) otteniamo:

(A) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

an,m =
∞∑
m=0

(
∞∑
n=0

an+m

(
n+m

m

)
(z0 − z1)n

)
(z − z0)m =

∞∑
m=0

bm(z − z0)m

dove:

bm :=
1

m!

(
∞∑
n=0

an+m
(n+m)!

n!
(z1 − z0)n

)
=

1

m!

(
∞∑
n=m

an
n!

(n−m)!
(z1 − z0)n−m

)
.
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Per poter applicare (1.2.11) serve verificare che la serie a termini positivi:

∞∑
n=0

n∑
k=0

|an−k,k| =
∞∑
n=0

|an|
n∑
k=0

(
n

k

)
|z − z1|k|z1 − z0|n−k

risulti finita. Ma questa serie altro non è che

∞∑
n=0

|an|(|z − z1|+ |z1 − z0|)n =

(
∞∑
n=0

|an|wn
)∣∣∣∣∣

w=|z−z1|+|z1−z0|

.

Dato che l’ultima espressione scritta è una serie di potenze in w (centrata in zero) che ha
raggio di convergenza R0, tutto quanto abbiamo detto funziona per |z−z1|+|z1−z0| < R0

e quindi per |z − z1| < R1 = R0 − |z0 − z1|.

Dal teorema precedente si ricava in particolare che ogni polinonio è una funzione
analitica (anche se ovviamente questo si potrebbe dimostrare in maniera più elementare)
e che le funzioni:

∞∑
n=0

zn

n!
= ez,

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
= sin(z),

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
= cos(z),

sono analitiche su C (o su R se ci si limita ad argomenti reali). Dallo stesso teorema segue

che la funzione f(z) =
1

1− z
è analitica nel disco D(0, 1).

Vediamo che la funzione f(z) :=
1

z
è analitica in C \ {0}. Siano z0 6= 0, R0 := |z0| e

prendiamo z ∈ D(0, R0). Allora:

f(z) =
1

z0 − (z0 − z)
=

1

z0

1− z0 − z
z0

=
1

z0

∞∑
n=0

(
z0 − z
z0

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n

z0)n+1
(z − z0)n (3.5)

dunque f si sviluppa in serie di potenze nel disco D(z0, R0).

3.3.4 Teorema. Siano Ω1 e Ω2 due aperti di C e sia Ω := Ω1 ∪ Ω2. Se una funzione
f : Ω→ C è separatamente analitica su Ω1 e su Ω2 allora f è analitica su Ω.

Dimostrazione. È evidente.

3.3.5 Teorema. Siano f e g due funzioni analitiche in un dominio Ω. Allora la funzione
somma f + g è analitica in Ω.

Dimostrazione. È evidente.

3.3.6 Teorema. Siano f e g due funzioni analitiche in un dominio Ω. Allora la funzione
prodotto fg è analitica in Ω.

Dimostrazione. Sia z0 ∈ Ω, siano R1, R2 > 0, e (an)n, (bn)n due successioni in C tali che

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n ∀z ∈ D(z0, R1), g(z) =
∞∑
n=0

bn(z − z0)n ∀z ∈ D(z0, R2).
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Consideriamo R := min(R1, R2); e prendiamo z ∈ D(z0, R). Dato che le due serie scritte
sopra convergono assolutamente per tale z possiamo scrivere f(z)g(z) mediante il prodotto
alla Cauchy delle due serie (vedi (1.2.12))

f(z)g(z) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

an−k(z − z0)n−kbk(z − z0)k =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n

dove cn =
n∑
k=0

an−kbk. Dunque fg si esprime come una serie di potenze in D(z0, R).

3.3.7 Teorema. Siano f : Ω1 → C analitica in Ω1 e g : Ω → C analitica in Ω, dove
Ω,Ω1 sono due aperti in C. Supponiamo che g(Ω) ⊂ Ω1. Allora la funzione composta
f ◦ g : Ω→ C è analitica in Ω.

Cenno di dimostrazione. Sia z0 ∈ Ω e siano R > 0 e (an)n successione in C tali che:

g(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n ∀z ∈ D(z0, R).

Allora g(z0) = a0 ∈ Ω1 dunque esistono R1 > 0 e una (bn)n in C tali che

f(w) =
∞∑
m=0

bm(w − a0)m ∀w ∈ D(a0, R1).

Quindi, prendendo w = g(z) = a0 +
∞∑
n=1

an(z − z0)n, “dovrebbe essere”

f(g(z)) =
∞∑
m=0

bm

(
∞∑
n=1

an(z − z0)n

)m

Vediamo che effettivamente l’espressione scritta sopra ha senso e si può scrivere come una
serie di potenze. Fissato m intero è chiaro che si trova una successione (cm,k)k tale che(

∞∑
n=1

an(z − z0)n

)m

=
∞∑
n=1

an(z − z0)n · · ·
∞∑
n=1

an(z − z0)n︸ ︷︷ ︸
m volte

=
∞∑
k=m

cm,k(z − z0)k

per z ∈ D(z0, R) (facendo m volte il prodotto alla Cauchy). Si noti che nell’ultima serie
l’indice k comincia da m, dato che nella serie iniziale (di cui si è fatta la potenza m-esima)
l’indice parte da 1. Usando il teorema (1.2.11) si vede che

∞∑
m=0

bm

∞∑
k=m

cm,k(z − z0)k =
∞∑
k=0

Ck(z − z0)k

dove:

Ck =
k∑

m=0

bmcm,k.

A questo punto bisognerebbe dimostrare che l’ultima serie scritta converge effettivamente
a f◦g quando z è abbastanza vicino a z0. Questa parte è piuttosto tecnica e la tralasciamo.
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3.3.8 Teorema. Sia g : Ω → C analitica in Ω e supponiamo che g(z) 6= 0 in Ω. Allora
la funzione reciproco 1/g è analitica in Ω.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente usando come f la funzione f(z) :=
1

z
, che abbiamo visto essere analitica in C \ {0}.

3.3.9 Corollario. Il quoziente f/g di due funzioni analitiche, delle quali il denominatore
è diverso da zero, è una funzione analitica.

Dai teoremi precedenti risulta che sono analitiche le funzioni razionali

f(z) =
P (z)

Q(z)
P e Q polinomi

su C \ {z :Q(z) = 0}, come pure tutte le funzioni che si ottengono combinando polinomi
ed esponenziali mediante somme, prodotti, quozienti e composizioni.

Vediamo ora alcune peculiarità delle funzioni analitiche.

3.3.10 Definizione. Sia Ω un aperto in C. Si dice che Ω è connesso se comunque presi
due punti z0 e z1 in Ω esiste una curva continua che li unisce (vedi figura (3.3)):

∀z0, z1 ∈ Ω ∃γ : [0, 1]→ Ω, continua e tale che γ(0) = z0, γ(1) = z1.

Figura 3.3: Connessione

3.3.11 Proposizione. Siano Ω connesso, f : Ω→ C analitica e sia z0 ∈ Ω. Se f(z) = 0
per z in un intorno di z0 allora f(z) = 0 per ogni z in Ω.

Dimostrazione. Consideriamo l’insieme Ω′ := {z′ ∈ Ω : f(z) = 0 in un intorno di z′} (la
“parte interna” dell’insieme degli zeri). Sia ha z0 ∈ Ω′. Vogliamo dimostrare che Ω′ = Ω.
Se cos̀ı non fosse potremmo prendere z1 in Ω \ Ω′. Per la connessione esiste una curva
γ : [0, 1] → Ω con γ(0) = z0 e γ(1) = z1. Dato che γ(t) “parte” dentro Ω′ e “ne esce” si
può trovare T ∈]0, 1[ tale che γ(t) ∈ Ω′ per 0 ≤ t < T mentre γ(T ) /∈ Ω′ (vedi figura (3.4)
– vedi anche l’osservazione (3.4.4)). Dato che γ(T ) ∈ Ω esiste R > 0 tale che f si sviluppa

Figura 3.4: Dimostrazione del principio di identità per le funzioni analitiche

in serie di potenze in D(γ(T ), R). Dato che γ(t)→ γ(T ) per t→ T− possiamo prendere
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t < T in modo che |γ(T ) − γ(t)| < R/3. Per il teorema (3.3.3) f si sviluppa in serie di
potenze in D(γ(t), 2R/3) (usando R1 = R− |γ(T )− γ(t)| ≥ 2R/3). Dato che γ(t) ∈ Ω′ si
ha che f(z) = 0 in un intorno di γ(t) da cui, per (3.2.7) tutti i coefficienti dello sviluppo
in γ(t) sono nulli. Ma allora f(z) = 0 per z ∈ D(γ(z), 2R/3): in particolare f(z) = 0
per z ∈ D(γ(T ), R/3) e quindi γ(T ) ∈ Ω′. Ma questo contraddice la costruzione di γ(T );
dunque Ω′ = Ω, da cui f(z) = 0 ∀z ∈ Ω.

3.3.12 Proposizione. Sia f : Ω→ C una funzione analitica su Ω connesso e sia z0 ∈ Ω
uno zero per f (cioè f(z0) = 0). Allora vale una tra le due seguenti alternative:

1. f(z) = 0 per ogni z ∈ Ω;

2. esistono k ∈ N e una funzione analitica f1 : Ω→ C tali che:

f(z) = (z − z0)kf1(z), f1(z0) 6= 0.

Se vale la seconda alternativa si ha inoltre che, per un opportuno R > 0:

f(z) 6= 0 ∀z ∈ D(z0, R) \ {z0} .

Dimostrazione. Sappiamo che esistono una successione (an)n e un raggio R > 0 tali che:

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n ∀z ∈ D(z0, R).

Naturalmente a0 = f(z0) = 0. Se an = 0 per ogni n allora f(z) = 0 per z ∈ D(z0, R).
Per la proposizione (3.2.7) f(z) = 0 per ogni z in Ω. Viceversa, se f non è identicamente
nulla in Ω, deve esistere un k tale che ak 6= 0. Prendiamo il più piccolo tra questi:
k := min {h ∈ N : ah 6= 0}. Possiamo allora scrivere, se z ∈ D(z0, R)

f(z) =
∞∑
n=k

an(z − z0)n = (z − z0)k
∞∑
n=k

an(z − z0)n−k = (z − z0)k
∞∑
n=0

an+k(z − z0)n.

Poniamo f1(z) :=
∞∑
n=0

an+k(z − z0)k. Notiamo che f1 è analitica in D(z0, R) essendo ivi

somma di una serie di potenze e lo è in Ω \ D̄(z0, R/2) in quanto f1(z) = f(z)/(z− z0)k e
il denominatore non si annulla se |z − z0| ≥ R/2. Per (3.3.4) f1 è analitica su Ω. Inoltre
f1(z0) = ak 6= 0 e, per la definizione di k, f(z) = (z − z0)kf1(z) per ogni z in Ω.

L’ultima proprietà (z0 è “isolato” nell’insieme degli zeri) segue dal fatto che, essendo
f1 continua e diversa da zero in z0, essa rimane diversa da zero in un intorno D(z0, R

′) di
z0. Ma allora f(z) non si annulla in D(z0, R

′) \ {z0}.

3.3.13 Definizione. Sia f : Ω → C analitica e z0 ∈ Ω. Se per z vicino a z0 si ha
f(z) = (z − z0)kf1(z), con k intero, f1 analitica e f1(z0) 6= 0 diremo che z0 è uno zero di
ordine k. La proposizione precedente dice che, se f non è identicamente nulla allora ha
solo zeri di ordine intero, che sono tutti isolati nell’insieme degli zeri.

La stessa proposizione mostra anche che l’ordine di z0 è dato dal primo indice k per
cui ak 6= 0 (essendo (an)n i coefficienti dello sviluppo di Taylor in z0) e cioè il primo indice
k per cui f (k)(z0) 6= 0 (la “prima derivata non nulla in z0”).

3.3.14 Proposizione. Sia Ω connesso e f : Ω → C analitica su Ω. Supponiamo che
esista una successione di punti (zn)n in Ω tali che

f(zn) = 0, lim
n→+∞

zn = z̄ ∈ Ω, zn 6= z̄ ∀n.

Allora f(z) = 0 per ogni z in Ω.
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Dimostrazione. Per continuità deve essere f(z̄) = 0. Se f non fosse identicamente nulla,
allora z̄ dovrebbe essere uno zero di ordine finito, in particolare z̄ dovrebbe essere iso-
lato nell’insieme degli zeri. Ma allora sarebbe possibile che zn → z̄. Non rimane altra
alternativa che f(z) = 0 per ogni z in Ω.

3.3.15 Corollario (Principio di identità per le funzioni analitiche). Sia Ω un aperto
connesso di C e sia Z ⊂ Ω tale che Z ha almeno un punto di accumulazione. Allora se
due funzioni f, g, analitiche in Ω coindono su Z esse coincidono su tutto Ω:

f(z) = g(z) ∀z ∈ Z ⇒ f(z) = g(z) ∀z ∈ Ω.

Dimostrazione. Per ipotesi Z contiene un punto z̄ e una successione (zn)n con zn 6= z e
zn → z̄. Basta allora applicare la proposizione (3.3.14) alla differenza f − g.

Si è trovato, per esempio in (3.2.8), che la serie h(x) :=
∞∑
n=0

nxn ha come somma la

funzione
x

(1− x)2
per −1 < x < 1. Però, per quanto abbiamo visto, h(z) :=

∞∑
n=0

nzn è

definita (e analitica) per z ∈ D(0, 1). D’altra parte la funzione h1(z) =
z

(1− z)2
è definita

e analitica su tutto C \ {1} (essendo una funzione razionale). Dato che h(z) = h1(z) per
tutti gli z del segmento Z = {z : − 1 < <e(z) < 1,=m(z) = 0} che ha (infiniti) punti di
accumulazione, allora h(z) = h1(z) per tutti gli z di D(0, 1). Quindi

∞∑
n=0

nzn =
z

(1− z)2
∀z ∈ D(0, 1).

Dal principio di identità si può anche ricavare la seguente proprietà che per la verità vale
in un ambito assai più vasto di quello delle funzioni analitiche.

3.3.16 Osservazione. Sia f : Ω → C analitica su Ω connesso. Se f ′(z) = 0 per ogni z in
Ω (basterebbe su un insieme Z ⊂ Ω che ha almeno un punto di accumulazione), allora f
è costante in Ω. Infatti prendiamo uno z0 in Ω; sviluppando vicino a z0 si ha (per R > 0
opportuno):

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, f ′(z) =
∞∑
n=1

nan(z − z0)n−1 ∀z ∈ D(z0, R).

Dato che f ′ è nulla ne segue an = 0 per n ≥ 1 e quindi f(z) = a0 in D(z0, R). Ma essendo
la costante a0 una funzione analitica si ottiene f(z) = a0 in Ω.

3.4 Il logaritmo complesso e il teorema di Jordan

Vediamo in questo paragrafo se è possibile, e in che senso lo è, costruire un’analologo della
funzione logaritmo.

Innanzitutto si può arrivare a questa funzione come si fa nel caso reale e cioè come
inversa della funzione esponenziale. Ricordando che ea+ib = eaeib dove eib = cos(b)+i sin(b)
è un numero complesso di modulo 1 e argomento b. Allora se vogliamo che a+ ib sia tale
che ea+ib = z = x+ iy dovrà essere

ea = |z| =
√
x2 + y2, cos(b) =

x√
x2 + y2

, sin(b)) =
y√

x2 + y2
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e quindi
a = ln(|z|), b = Arg(z) (cioè un possibile argomento di z).

Dunque si è portati a definire

ln(z) = ln(|z|) + iArg(z)

con l’ambiguità data dal fatto che esistono infiniti argomenti possibili per z (dato uno gli
altri si ottengono aggiungendo i multipli interi relativi di 2π). D’altra parte, essendo la
funzione z 7→ ez periodica di periodo 2πi essa non può ammettere una funzione inversa.
La formula sopra fa subito capire che non è possibile fare una scelta tra gli argomenti di
z in modo che la funzione sia definita e continua su C \ {0} (in z = 0 il logaritmo non si
potrà mai definire dato che non c’è nessun punto w per cui ew = 0). Infatti qualunque
scelta di Arg(z) si faccia (per esempio l’argomento principale −π < Arg0(z) ≤ π sarà
automaticamente discontinuo “dopo un giro” (usando l’argomento principale il punto
z = −1 avrebbe argomento π mentre i punti −1 − εi avrebbero argomento che tende a
essere −π quando ε→ 0+).

Vediamo ora un altro modo di arrivare al logaritmo, usando le funzioni analitiche, che
si basa sull’idea di cercare una primitiva di 1/z. Ricordiamo (vedi (3.5)) che, se z0 6= 0:

1

z
=
∞∑
n=0

(−1)n

zn+1
0

(z − z0)n ∀z ∈ D(z0, |z0|).

Integrando per serie si ottiene che la funzione:

f(z) :=
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)zn+1
0

(z − z0)n+1 =
∞∑
n=1

(−1)n−1

nzn0
(z − z0)n

è definita in D(z0, |z0|) e ha come derivata 1/z. Naturalmente la stessa proprietà vale per
f + w0 per un’arbitraria costante w0 ∈ C. Mostriamo che si può scegliere la costante w0

in modo che f sia un’inversa dell’esponenziale in D(z0, |z0|). Infatti

d

dz

ef(z)

z
=
ef(z)f ′(z) · z − ef(z) · 1

z2
=
ef(z) 1

z
z − ef(z)

z2
= 0.

quindi per (3.3.16) la funzione ef(z)/z deve essere costante in D(z0, |z0|), cioè ef(z) = Cz.
È evidente che C 6= 0 e quindi esiste un w0 per cui ew0 = C (per quanto visto all’inizio
- naturalmente ci sono infiniti w0 che vanno bene e trovatone uno gli altri si ottengono
aggiungendo 2kπ con k ∈ Z). Ne segue ef(z)−w0 = ef(z)e−w0 = Cz/C = z. Quanto appena
visto ci dice che la definizione per serie introdotta ora deve coincidere con quella iniziale:
f(z) = ln(|z|) + iArg(z) (per uno tra i possibili argomenti).

Potremmo allora tentare di “incollare” vari cerchi in cui siamo riusciti a definire la
funzione logaritmo come mostrato nella figura di sinistra in (3.5). Potremmo per esempio
partire da z0 = 1 e definire f(z) per x ∈ D(z0, |z0|) scegliendo la costante w0 in modo che
f(1) = 0 (in modo da raccordarsi con il logaritmo reale), poi prendere z1 ed considerare
la f(z) definita in D(z1, |z1|) scegliendo la costante in modo che in D(z0, |z0|)∩D(z1, |z1|)
(zona ombreggiata) le due funzioni si raccordino (non è difficile vedere che se si raccordano
in un punto lo fanno in tutta l’intersezione tra i due dischi). Si potrebbe continuare con
z2 definendo la funzione su D(z2, |z2|) in modo che si raccordi con le precedenti e cos̀ı via.
Purtroppo arrivati a z5 (“fatto un giro”) la definizione di f(z) per z ∈ D(z5, |z5|) si può
raccordare con quella fatta in D(z4, |z4|) ma non con quella fatta in D(z0, |z0|). Per
esempio nel punto z indicato nelle figura di sinistra le due definizioni differiranno per 2πi
– ricadiamo in sostanza sempre nello stesso problema.
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Figura 3.5: Problemi nel definire il logaritmo su tutto C \ {0}

Il problema si può parzialmente risolvere se si esclude tutta la semiretta dei numeri
reali negativi (più lo zero) – vedi la figura di destra in (3.5). In questo caso si considera la
definizione per serie data sopra nei vari dischi avendo cura di prendere il raggio in modo
da non intersecare la semiretta. In questo modo si può sempre raccordare le definizioni
fatte su dischi diversi dato che non si può più “fare il giro”.

In definitiva se C+ := {z ∈ C :=m(z) 6= 0 oppure <e(z) > 0} si può considerare in C+

una “determinazione” di f(x) = ln(z) = ln(|z|) + iArg(z) che, per i discorsi fatti, risulta
essere analitica su C+ ed è una funzione che vale 0 in z = 1 e ha come derivata la funzione
1/z. In questo caso sostanzialmente si sceglie l’argomento principale −π < Arg0(z) ≤ π,
che non può mai arrivare a π dato che abbiamo escluso i reali negativi.

Naturalmente C+ non è l’unico insieme in cui si riesce a definire un “logaritmo” re-
golare. Per esempio se togliessimo a C l’asse immaginario positivo otterremmmo un’altra
determinazione in cui si considera l’argomento −3

2
π < Arg(z) < π

2
, diversa dalla preceden-

te quando si va nel secondo quadrante. E naturalmente potremmo anche togire qualcosa
di più complicato di una retta: l’importante è che l’insieme a cui ci si riduce non deve
pernettere di“fare un giro intorno all’origine”.

Il problema che abbiamo riscontrato con il logaritmo si estende a tutte le funzioni che
hanno bisogno dell’argomento di un numero complesso. Se per esempio vogliamo definire
la funzione potenza di esponente generico w in C (ma il problema c’è anche se w ∈ R la
cosa più naturale è di porre:

f(z) = zw := ew ln(z).

Dato che questa definizione coinvolge il logaritmo di z non è in generale possibile definirla
su tutto C o C \ {0}. In effetti tale funzione ha infinite determinazioni, tante quante sono
le deteminazioni del logaritmo di z. Se si passa a C+ se ne può selezionare una (che va
d’accordo con il caso reale, quando w ∈ R), lo stesso se si toglie a C l’asse immaginario
positivo o comunque qualcosa in modo da impedire di girare intorno a zero.

Un caso particolare è quello in cui w = n è un intero relativo. Infatti in questo caso la
definizione di potenza diventa zn = en ln(z). Anche in questo caso c’è apparentemente una
discontinuità, perché il logaritmo avanza di 2πi ad ogni giro intorno allo zero. Ma allora
n ln(z) avanza di 2nπi e dato che l’esponenziale è periodico di periodo 2πi la funzione
potenza assume lo stesso valore “dopo un giro” e quindi tale funzione si può definire su
tutto C \ {0} (e anche in zero se n ≥ 0).

Un altro caso particolare è quello in cui w = 1/m con m intero non nullo. Qui il
“salto” dopo un giro è di 2πi/m e dunque la funzione “non si chiude”, dopo un giro z1/m

assume il valore iniziale moltiplicato per e2πi/m, che corrisponde a una rotazione nel piano
complesso di 1/m-esimo di angolo giro. Allora dopo m giri si riottiene il valore iniziale:
in sostanza la “radice m-esima è una funzione a m valori” (come si è studiato nei corsi
dei primi anni).
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Fuori dai casi precedenti, se w è generico in C la funzione zw ha infinite determinazioni.

Il logaritmo complesso è legato all’integrale visto in (3.1.15) nel caso k = −1. Comin-
ciamo con una curva particolarmente semplice: γ : [0, 2π] → C definita da γ(t) := Reit,
che descrive la circonferenza di raggio R > 0 centrata nell’origine. Si vede subito che
γ′(t) = rReit e quindi ∫

γ

1

z
dz =

∫ 2π

0

1

Reit
iReit dt = 2πi.

che quindi non è zero - si noti che il risultato non dipende dal raggio R > 0.
Per capire questo risultato consideriamo γ parametrizzata su [−π, π], invece che su

[0, 2π] (è chiaro che non cambia nulla, solo che si parte e si arriva in −1 anziché in 1) e
per ε > 0 consideriamo la curva γε(t) = Reit per t ∈ [−π + ε, π − ε]: le γε non sono più
chiuse dato che abbiamo rimosso un pezzettino di curva vicino a −1. È chiaro però che:

lim
ε→0+

∫
γε

1

z
dz =

∫
γ

1

z
dz.

Notiamo ora che ogni γε viaggia dentro l’insieme C+ := C \ {reali minori o eguali a zero}
in cui è ben definito il logaritmo “principale”, cioè ln(z) = ln(|z|) + iArg(z). Dunque per
(3.1.13) si ha∫

γε

1

z
dz = [ln(z)]

z=γε(π−ε)
z=γε(−π+ε) = [ln(R)− ln(R)] + i[(π − ε)− (−π + ε)] = 2π − 2iε→ 2iπ.

Osserviamo anche che se si prende la curva opposta γ̃(t) := R−it il risultato diventa
−2πi; se invece si gira k volte, cioè se si prende γk(t) := Reit per 0 ≤ t ≤ 2kπ, allora
l’integrale fa 2kiπ.

Figura 3.6: L’integrale di
1

z

3.4.1 Proposizione. Supponiamo che γ : [a, b]→ C \ {z0} sia regolare a tratti. Allora∫
γ

1

z − z0
dz = 2iπind(γ, z0)

dove ind(γ, z0) è un numero intero relativo che indica “quante volte la curva γ gira intorno
a z0”. (ci accontentiamo di una definizione intuitiva di questa nozione).

Idea di dimostrazione. Pensiamo e z0 = 0 (il caso generale è analogo) e guardiamo la
seconda figura in (3.6). Immaginiamo di togliere l’asse reale negativo di modo che alla
curva vengono tolti alcuni punti (A, B. C e D nella figura) - detto meglio potremmo
rimuovere dei trattini di lunghezza ε > 0 vicino a ognuno di questi punti rimanendo
con vari “pezzi di curva” contenuti in C+ e poi far tendere ε a zero. Dato che in C+

è ben definito il logaritmo possiamo calcolare il valore dell’integrale su ognuno dei vari



3.4. IL LOGARITMO COMPLESSO E IL TEOREMA DI JORDAN 59

pezzi come nel caso della circonferenza: per esempio nel tratto tra A e D l ’integrale fa
ln(|D|)− ln(|A|) + i[(−π)− (−π)] = ln(|D|)− ln(|A|), dato che la curva arriva ad A e a
D da sotto e quindi l’argomento tende a −π in entrambi i punti. Viceversa nel tratto tra
D e C l’integrale fa ln(|C|)− ln(|D|) + i[(−π)− (π)] = ln(|C|)− ln(|D|)− 2iπ (ora arrivo
a D da sopra quindi l’argomento tende a π, mentre per C è come prima). Analogamente
tra C e B trovo ln(|C|) − ln(|B|) + i[(π) − (π)] = ln(|C|) − ln(|B|) e tra B e A trovo
ln(|A|) − ln(|B|) + i[(π) − (−π)] = ln(|A|) − ln(|B|) + 2iπ. È chiaro che la somma delle
parti reali fa zero mentre per le parti immaginarie questo non è detto: ogni volta che la
curva attraversa l’asse reale negativo da sopra a sotto l’integrale “guadagna” 2πi, ogni
ogni volta che la curva attraversa l’asse reale negativo da sotto a sopra l’integrale “perde”
2πi. Nel caso del disegno la somma alla fine fa zero, perché tra D e C si gira in senso
antiorario mentre tra B e A si va in senso orario (gli altri due tratti “non contano”). Si
noti che, guardando bene la seconda figura, si vede che la curva si “slaccia” dall’origine.
Si guardi la terza figura per un esempio in cui l’integrale fa 4πi.

3.4.2 Osservazione. In realtà “l’indice di avvolgimento” di cui si parla sopra, pur essendo
intuitivo, non può essere dato per scontato. Se si volesse procedere rigorosamente si

dovrebbe dimostrare che data una curva γ il risultato dell’integrale
1

2πi

∫
γ

1

z − z0

dz (che

ha senso se z0 non si trova sul supporto di γ) dà sempre un risultato intero (dipendente
da z0). L’indice ind(γ, z0) si definisce allora come l’intero cos̀ı trovato.

Notiamo anche che se si prende come definizione ind(γ, z0) :=
1

2πi

∫
γ

1

z − z0

dz, una

cosa che si riesce a dimostrare facilmente è che:

d

dz
ind(γ, z0) =

1

2πi

∫
γ

1

(z − z0)2
dz = 0

come conseguenza dei teoremi di derivazione sotto il segno di integrale e di (3.1.15).
Dunque l’indice è “localmente costante” da cui esso è costante al variare di z0, fino a che
z0 non “attraversa la curva”.

Cercheremo di evitare (parzialmente) le insidie dell’indice di avvolgimento consideran-
do solo curve che “cingono un aperto”. Per arrivarci useremo il seguente teorema, molto
“profondo” per quanto possa sembrare semplice e intuitivo il suo enunciato, di cui non
diamo la dimostrazione (anche perché richiederebbe strumenti molto più avanzati quelli
che possediamo). Premettiamo alcune definizioni.

3.4.3 Definizione. Sia Ω aperto di C. Chiamiamo frontiera o bordo di Ω l’insieme

∂Ω := {z ∈ C :∀δ > 0 si ha D(z,R) ∩ Ω 6= ∅, D(z, R) ∩ (C \ Ω) 6= ∅} .

3.4.4 Osservazione. Se Ω è un aperto, se γ : [a, b] → C è una curva continua tale che
γ(a) ∈ Ω e γ(b) /∈ Ω, allora esiste un punto della curva, diciamo P = γ(t) per t ∈ [a, b]
(anzi per t ∈]a, b]) tale che P ∈ ∂Ω. Questo non è difficile da vedere prendendo t :=
sup {τ ∈ [a, b] : γ(τ) ∈ Ω}.

3.4.5 Definizione. Chiamiamo curva chiusa semplice una curva continua γ : [a, b]→ C
tale che γ(a) = γ(b) (γ è chiusa) e che γ(t′) 6= γ(t′′) se a < t′ < t′′ < b (γ “non si
autointerseca”).

3.4.6 Teorema (di Jordan). Sia γ una curva chiusa semplice e chiamiamo Γ il suo
supporto: Γ := {γ(t) : a ≤ t ≤ b}. Allora C \ Γ è formato da due aperti connessi disgiunti
Ω1 e Ω2 di cui uno – diciamo Ω1 – è limitato e l’altro è illimitato; dunque C = Ω1 ∪
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Γ ∪ Ω1 con Ω1 aperto connesso limitato e Ω2 aperto connesso illimitato e con i tre pezzi
mutuamente disgiunti. Chiaramente ∂Ω1 = ∂Ω2 = Γ.

Inoltre si ha:

ind(γ, z) = ±1 ∀z ∈ Ω1, ind(γ, z) = 1 ∀z ∈ Ω2.

Valgono inoltre le seguenti proposizioni (che non dimostriamo).

3.4.7 Proposizione. Siano γ e γ̂ due curve chiuse semplici, siano Γ e Γ̂ i loro supporti
e siano Ω1, Ω2, Ω̂1,Ω̂2 gli aperti di cui al teorema di Jordan per γ e γ̂ rispettivamente. Se
Γ ∩ Γ̂ = ∅ si ha

Ω1 ⊂ Ω̂1 oppure Ω1 ⊂ Ω̂2.

3.4.8 Proposizione. Se γ : [a, b] → C ed η : [c, d] → C sono due curve chiuse semplici
aventi lo stesso supporto. Allora esiste una riparametrizzazione ϕ : [a, b]→ [c, d] tale che:

η ◦ ϕ = γ oppure η ◦ ϕ = γ̃.

3.4.9 Definizione. Sia Ω un aperto limitato di C. Diremo che Ω è regolare a tratti se
esistono γ0, . . . , γk curve chiuse semplici e regolari a tratti (k ≥ 0) tali che;

• spt(γj) ∩ spt(γh) = ∅ se j 6= h (hanno supporti disgiunti),

• ∂Ω =
⋃

j=0,...,k

spt(γj) (il bordo è l’unione dei supporti),

• ogni γi “percorre il bordo lasciando Ω alla sinistra”: questa proprietà si può esprime
(in maniera un po’ vaga) dicendo che per ogni t ruotando di π/2 la direzione del
vettore normale uscente a Ω in γ(t) si ottiene la direzione di γ′(t).

Naturalmente c’è più di un modo di descrivere ∂Ω con delle curve come indicato sopra.
Il seguente risultato (non ne facciamo la dimostrazione che comunque è basata su (3.4.8)),
dice che alla fine tutti i modi sono equivalenti.

3.4.10 Proposizione. Supponiamo che ∂Ω sia descritto come nella definzione da due
famiglie finite di curve chiuse semplici e regolari a tratti γ0, . . . , γk e η0, . . . , ηh. Allora si
ha che k = h, e ogni ηj è la riparametrizzata di una (e una sola) γj′, di modo che

k∑
j=0

∫
γj

f(z) dz =
h∑
j=0

∫
ηj

f(z) dz

per ogni f : ∂Ω→ C continua.

La proposizione precedente autorizza la seguente definizione

3.4.11 Definizione. Sia Ω un aperto regolare a tratti e sia f : ∂Ω → C una funzione
continua. Poniamo ∫

∂Ω

f(z) dz :=
k∑
j=0

∫
γj

f(z) dz

dove γ0, . . . , γk è una qualunque famiglia finita di curve chiuse semplici che descrivono ∂Ω.
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3.4.12 Osservazione. Nella notazione introdotta con la definizione precedente non conta
solo l’insieme ∂Ω su cui si integra ma anche l’aperto Ω, che stabilisce “l’orientazione”. I due
insiemi Ω1 := D(0, 1) e Ω2 := C \D(0, 1) hanno entrambi come frontiera la circonferenza
S = {z ∈ C : |z| = 1} ma ∫

∂Ω1

1

z
dz = 2πi 6= −2πi =

∫
∂Ω2

1

z
dz

perché nei due casi il bordo (che è e lo stesso) è percorso in direzioni opposte. Ne segue

che non scriveremo mai

∫
S

1

z
dz.

3.4.13 Proposizione. Sia Ω limitato connesso e regolare a tratti, sia k un intero relativo
e sia z0 ∈ Ω. Allora ∫

∂Ω

(z − z0)k dz =

{
0 se k 6= −1,

2πi se k = −1.

Dimostrazione. Siano γ0, . . . , γk le curve chiuse semplici che descrivono ∂Ω come nella
(3.4.9) (k ≥ 0), siano Ωb

0, . . . ,Ω
b
k le componenti limitate individuate da γ0, . . . , γk, come

dal teorema di Jordan e siano Ωu
0 , . . . ,Ω

u
k le corrispondenti componenti illimitate (“b” sta

per “bounded” – “u” per “unbounded”).
Supponiamo che per un j = 0, . . . , k si abbia Ωb

j∪Ω 6= ∅: cioè esiste z0 ∈ Ω∩Ωb
j. Allora

deve essere Ω ⊂ Ωb
j. Infatti se ciò non fosse vero esisterebbe un punto z1 ∈ Ω ∩ Ωu

j . Ma
essendo Ω connesso si trova una curva γ : [a, b]→ Ω che congiunge z0 a z1; in particolare
γ parte da Ωb

j e alla fine ne è fuori: per (3.4.4) esiste t ∈ [a, b] per cui P = γ(t) ∈ ∂Ωb
j.

Ma dato che ∂Ω è formato dall’unione dei supporti delle γj e cioè dei bordi ∂Ωb
j = ∂Ωu

j si
ha che P ∈ ∂Ω, cosa che è in contrasto col fatto che P = γ(t) ∈ Ω (ricordiamo che Ω è
aperto e quindi Ω ∩ ∂Ω = ∅).

Nella stessa maniera si vede che se Ω interseca uno degli Ωu
j allora Ω ⊂ Ωu

j

Dico ora che di j con Ωb
j ∩ Ω 6= ∅ ne esiste al più uno. Supponiamo per assurdo che

Ωb
j′ ∪ Ω 6= ∅ e contemporaneamente Ωb

j′′ ∪ Ω 6= ∅. Dalla (3.4.7) segue Ωb
j′ ⊂ Ωb

j′′ (o il

viceversa), da cui anche ∂Ωb
j′ (essendo disgiunta per ipotesi da ∂Ωb

j′′) è tutta contenuta in

Ωb
j′′ . Ma per quanto visto sopra Ω ⊂ Ωb

j′ e quindi ∂Ω ⊂ Ωb
j′′ . Quest’ultimo fatto implica

∂Ω ∩ ∂Ωb
j′′ = ∅ contro l’ipotesi che ∂Ωb

j′′ sia un pezzo di ∂Ω.

Vediamo viveversa che uno di tali Ωb
j esiste. Se ciò non fosse vero si avrebbe, per

quanto visto sopra, che Ω ⊂ Ω′ := Ωu
0 ,∩ · · ·Ωu

k . Notiamo che Ω′ è connesso (è facile vedere
che intersezione di connessi è connesso). Dico che Ω = Ω′. Infatti se ciò non fosse vero si
troverebbero un punto z0 con z0 ∈ Ω ⊂ Ω′ e un punto z1 ∈ Ω \ Ω. Per la connessione z0

e z1 si possono congiungere con una curva in Ω′ e usando (3.4.4) si trova un punto P di
∂Ω giacente sulla curva: questo è assurdo dato che ∂Ω =

⋃
j=0,...,k

∂Ωu
j . Dunque se Ω non

interseca nessuna componente limitata Ω risulta essere l’unione di tutte le componenti
illimitate: questo non è possibile dato che Ω è limitato.

Allora, a meno di cambiare gli indici, possiamo supporre che Ω ⊂ Ωb
0 ∩ Ωu

1 ∩ · · · ∩ Ωu
k

(si noti che se k = 0 le componenti illimitate non ci sono). Con un ragionamento di
connessione analogo a quello fatto poche righe sopra si vede che in realtà vale l’eguaglianza:
in definitiva

Ω = Ωb
0 ∩ Ωu

1 ∩ · · · ∩ Ωu
k = Ωb

0 \
(
Ωb

1 ∪ · · · ∪ Ωb
k

)
.

Prendiamo allora un qualunque z0 in Ω. Per quanto visto nell’enunciato del teorema
di Jordan si ha∫

γ0

1

z − z0

dz = ±2πi,

∫
γ1

1

z − z0

dz = · · · =
∫
γk

1

z − z0

dz = 0.
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Però (qui rinunciamo ad essere rigorosi), a causa del vincolo sull’ orientazione scelto nella
definizione (3.4.9), nel primo integrale il segno è +. Sommando tutti gli integrali sulle γj
si ottiene l’integrale su ∂Ω e quindi la tesi.

3.5 Funzioni meromorfe e residui

3.5.1 Definizione. Sia Ω un aperto di C. Diremo che una funzione f è meromorfa su Ω
se esistono p, q : Ω→ C analitiche su Ω con q non identicamente nulla e:

f(z) =
p(z)

q(z)
se z ∈ {z0 : q(z0) 6= 0} .

Quindi il dominio di f è Ω∗ := Ω \ {z0 : q(z0) 6= 0} (Ω privato degli zeri di q). Gli zeri di q
sono le (eventuali, come vedremo fra un momento) singolarità di f . Tali singolarità, come
risulta da (3.3.12) sono punti isolati in Ω.

Nella definizione sopra, come si capisce immediatamente, il fatto che un punto z0 sia o
meno una singolarità può dipendere dalle p e q scelte per rappresentare la f (per esempio

se se f(z) =
p(z)

q(z)
vale anche f(z) =

zp(z)

zq(z)
e con questa seconda rappresentazione lo zero

è sicuramente una singolarità mentre non è detto che lo fosse prima). Vediamo allora di
capire quali sono le “vere” singolarità.

Introduciamo prima una notazione: se z0 ∈ C e R > 0 consideriamo il “disco bucato”
(aperto) D∗(z0, R) := {z ∈ C : 0 < |z − z0| < R} = D(z0, R) \ {z0}.

3.5.2 Proposizione. Sia f meromorfa in Ω e supponiamo che f si rappresenti come
p

q
con p e q analitiche in Ω e con q non identicamente nulla. Supponiamo che z0 ∈ Ω e
q(z0) = 0. Allora esistono un intero relativo k, R > 0 e una funzione f1 analitica in
D(z0, R) tali che:

f(z) =
f1(z)

(z − z0)k
∀z ∈ D∗(z0, R), f1(z0) 6= 0.

In particolare la singolarità z0 è isolata in Ω.

Inoltre se il numero k è minore o eguale a zero esiste una rappresentazione di f =
p1

q1

con p1, q1 analitiche e q1(z0) 6= 0: in questo caso cioè z0 è una “singolarità eliminabile”
(è addirittura uno zero – di ordine −k – se k < 0).

Dimostrazione. Sviluppando p e q in serie di potenze vicino a z0:

p(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, q(z) =
∞∑
n=0

bn(z − z0)n, ∀z ∈ D(z0, R)

per un opportuno R > 0. Siano k1 := min {h : ah 6= 0} , k2 := min {h : bh 6= 0} (k1 ≥ 0
mentre k2 > 0 è l’ordine di z0 come zero di q), allora:

f(z) =
(z − z0)k1

(z − z0)k2

:=p1(z)︷ ︸︸ ︷
∞∑

n=k1

an(z − z0)n

∞∑
n=k2

bn(z − z0)n︸ ︷︷ ︸
:=q1(z)

=
f1(z)

(z − z0)k
∀z ∈ D∗(z0, R)
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avendo posto k := k2− k1 e f1(z) :=
p1(z)

q1(z)
. È chiaro anche che f1 è analitica in D(z0, R),

dato che q1(z0) = bk2 6= 0 ed è anche chiaro che f1(z0) =
ak1
bk2
6= 0.

Infine si può notare che p1 e q1 possono essere definite definite su tutto Ω \ {z0} da

p1(z) :=
p(z)

(z − z0)k1
e q1(z) :=

q(z)

(z − z0)k2
, e sono qui analitiche, mentre sono analitiche

vicino a z0 per la loro espressione come serie di potenze. Dunque, per (3.3.4), p1 e q1 sono
analitiche su Ω e forniscono la rappresentazione richiesta.

3.5.3 Osservazione. Da (3.5.2) si deduce immediatamente che

f limitata in D∗(z0, R)⇔ f analitica in z0.

Infatti la freccia “⇐” è evidente mentre per la “⇒” basta osservare che se f non è analitica
in z0 allora deve avere un polo per cui non può essere limitata.

3.5.4 Definizione. Sia f meromorfa su Ω diremo che z0 in Ω è un polo di ordine k, dove
k > 0 è un intero, se

f(z) =
f1(z)

(z − z0)k
∀z ∈ D∗(z0, R) f1(z0) 6= 0 (3.6)

per R > 0 ed f1 funzione analitica in D(z0, R). La funzione f1 viene detta parte analitica
di f in z0. Se k = 1 si dice anche che z0 è un polo semplice (o doppio se k = 2).

Dalla proposizione (3.5.2) si ottiene quindi che una funzione meromorfa su Ω è analitica
su Ω\P dove P è l’insieme dei poli di f , insieme fatto tutto di punti isolati (che, se infiniti,
debbono accumularsi alla frontiera di Ω o andare all’infinito).

3.5.5 Proposizione. Sia f meromorfa su Ω e sia z0 ∈ Ω un polo di ordine k > 0 per f .
Allora esistono k numeri complessi a−k, a−k+1, . . . , a−1 e una funzione analitica f0 in Ω
tali che a−k 6= 0 e:

f(z) =
a−k

(z − z0)k
+ · · ·+ a−1

(z − z0)
+ f0(z) ∀z ∈ D∗(zo, R) (3.7)

per un opportuno R > 0. Se indichiamo con a0, a1, · · · , an, . . . i coefficienti dello sviluppo
di f0 nel punto z0, la formula sopra si può anche scrivere:

f(z) =
∞∑

n=−k

an(z − z0)n ∀z ∈ D∗(zo, R) (3.8)

(detta anche serie di Laurent, in cui la serie di potenze contiene anche degli esponenti
negativi – qui in numero finito).

Dimostrazione. Sia f1 come in (3.6). Dato che f1 è analitica f1(z) =
∞∑
n=0

bn(z − z0)n in

D(z0, R) per R > 0. Inoltre b0 = f1(z0) 6= 0. Dividendo per (z − z0)k si ottiene (3.8) con

a−k = b0, a−k+1 = b1, . . . , an = bn+k, . . . (3.9)

3.5.6 Definizione (Residuo). Sia f meromorfa su Ω e sia z0 ∈ Ω un polo per f . Allora
si può mettere f nella forma (3.8) (per un opportuno k > 0). Chiamiamo residuo di f in
z0, e lo indichiamo con Res(f, z0), il termine a−1 che compare nella (3.8).
È anche utile convenire che Res(f, z0) = 0 se z0 non è un polo per f .
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3.5.7 Proposizione. Se vale la formula (3.6), allora

Res(f, z0) =
1

(k − 1)!

dk−1

dzk−1
f1(z)

∣∣∣∣
z=z0

= lim
z→z0

dk−1

dzk−1
(z − z0)kf(z). (3.10)

In particolare se z0 per f è un polo semplice il residuo di f in z0 è il valore in z0 della
parte analitica di f .

Dimostrazione. Utilizzando la formula (3.9) si vede che Res(f, z0) = bk−1. Ma essendo bn

i coefficienti dello sviluppo di Taylor di f1 si ha bn =
f

(n)
1

n!
. Ne segue la (3.10).

Vediamo un caso (di poli semplici) in cui il calcolo del residuo diventa più agevole.

3.5.8 Proposizione. Supponiamo che p, q : Ω → C siano due funzioni analitiche in Ω.
Sia z0 ∈ Ω e supponiamo che q(z0) = 0, q′(z0) 6= 0.

Allora z0 è uno zero semplice per q e posto f(z) :=
p(z)

q(z)
si ha

Res(f, z0) =
p(z0)

q′(z0)
. (3.11)

Dimostrazione. Per quanto osservato in fondo alla definizione (3.3.13) da q′(z0) 6= 0 si
ottiene che z0 è uno zero semplice di q. Dunque q(z) = (z − z0)q1(z) con q1(z0) 6= 0.
Derivando si ha q′(z) = q1(z)+(z−z0)q′1(z), che calcolato in z0 restituisce q′(z0) = q1(z0).
Dato che

f(z) =
p(z)

q(z)
=

1

z − z0

p(z)

q1(z)

otteniamo che z0 è un polo semplice e la parte analitica di f è f1(z) :=
p(z)

q1(z)
. Allora,

per (3.10) con k = 1, si ha Res(f, z0) = f1(z0) =
p(z0)

q1(z0)
=

p(z0)

q′(z0)
(questo se p(z0) 6= 0,

altrimenti z0 non è un polo, il residuo fa zero e (3.11) torna comunque).

Il motivo per cui il termine di ordine −1 è “più importante” degli altri (cos̀ı da avere
un nome per conto suo) si capisce dal seguente teorema.

3.5.9 Teorema (Primo teorema dei residui). Sia Ω0 un aperto di C e sia f , non identi-
camente nulla, una funzione meromorfa su Ω0. Indichiamo con P l’insieme dei poli di f
(P ⊂ Ω0).

Supponiamo che Ω sia un aperto limitato regolare a tratti tale che Ω ∪ ∂Ω ⊂ Ω0 e che
P ∩ ∂Ω = ∅. Allora P ∩ Ω è fatto da un numero finito di punti z1, . . . , zk e∫

∂Ω

f(z) dz = 2πi
k∑
j=1

Res(f, zj) = 2πi
k∑

p∈P∩Ω

Res(f, p).

Idea di dimostrazione. Possiamo supporre Ω connesso (altrimenti si sommano i contributi
di un numero finito di “pezzi connessi”). Notiamo che PΩ := P ∩ Ω è limitato dato che
Ω è limitato. Allora se PΩ non fosse finito avrebbe un punto di accumulazione p̄ che
dovrebbe trovarsi in ∂Ω0 dato che, come abbiamo detto, i poli sono isolati in Ω0. Ma
essendo PΩ ⊂ Ω il punto p̄ deve essere contenuto in Ω ∪ ∂Ω ⊂ Ω0 e quindi si avrebbe un
assurdo. Dunque PΩ = {z1, . . . , zk}.

Possiamo a questo punto prendere un “reticolo” come nella seconda figura in (3.5) di
lato abbastanza piccolo tale che:
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• i quadratini del reticolo sono tutti in Ω0,

• ogni zj appartiene a uno e uno solo dei quadratini aperti (dunque non sta sul lato),

• in ogni quadratino del reticolo la funzione ammette uno sviluppo del tipo (3.8): più
precisamente: (a) se nel quadratino non c’è nessun polo la formula vale prendendo
come z0 (per esempio) il centro del quadratino e in questo caso non ci sono an con
n < 0, (b) se nel quadratino c’è un polo zj la formula vale con z0 = zj – in entrambi i
casi si intende che il quadratino è tutto contenuto in D(z0, R), essendo R > 0 quello
della (3.8).

Figura 3.7: Dimostrazione del teorema dei residui

Sia Q uno dei quadratini del reticolo. Indichiamo con z0 l’eventuale polo contenuto in Q
oppure il centro di Q se Q non contiene poli. Si vede che Q ∩ Ω è un aperto regolare a
tratti e allora, se vale la (3.8):∫

∂(Q∩Ω)

f(z) dz =

∫
∂(Q∩Ω)

(
∞∑

n=−k

an(z − z0)n

)
dz =

∞∑
n=−k

an

∫
∂(Q∩Ω)

(z − z0)n dz = 2πia−1 = 2πiRes(f, z0)

dove nello scambio serie-integrale si è usato (3.1.12) e dove il calcolo degli integrali è
conseguenza della proposizione (3.4.13). Nell’eguaglianza sopra si intende che se z0 non è
un polo il residuo è zero (perché la somma parte da n = 0).

A questo punto se sommiamo gli integrali su tutti i Q del reticolo possiamo notare che
i contributi dei lati adiacenti si cancellano tra loro in quanto percorsi secondo versi opposti
(vedi la terza figura in (3.5)). Dunque la somma di tali integrali restituisce l’integrale su
∂Ω che dunque deve essere pari a 2πi volte la somma di tutti i residui contenuti in Ω.

A volte può essere utile considerare Ω illimitato. In questo caso è necessario introdurre
il residuo all’infinito.

3.5.10 Definizione. Sia Ω un aperto di C. Diciamo che Ω è un intorno di ∞ se esiste
R > 0 per cui Ω contiene tutti i punti z con |z| > R, in altri termini : C \ D̄(0, R) ⊂ Ω.

Se Ω è un intorno di∞ diciamo che f è meromorfa all’infinito ( o in∞) se, per R > 0
abbastanza grande, f è meromorfa su C \ D̄(0, R) ⊂ Ω. Per indicare che f è meromorfa
su Ω e anche all’infinito useremo la locuzione “f meromorfa su Ω ∪ {∞}”.

Se Ω è un intorno di ∞ e f è meromorfa su Ω, anche la funzione g(z) := −f(1/z)

z2
è

meromorfa su D(0, 1/R). Diremo che f è analitica a ∞ se g è analitica in 0 (cioè se nella
formula (3.10), applicata a g con z0 = 0, non ci sono an con n < 0). Diremo che ∞ è un
polo di ordine k per f se 0 è un polo di ordine k per g. Porremo infine:

Res(f,∞) := Res(g, 0).
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Il motivo della definizione sopra è chiarito dal seguente enunciato.

3.5.11 Proposizione. Sia Ω un intorno di ∞ e f meromorfa su Ω ∪ {∞}. Allora per
R > 0 abbastanza grande:

• C \ D̄(0, R) ⊂ Ω;

• f non ha poli in C \ D̄(0, R) ⊂ Ω eccetto al più ∞;

• si ha: ∫
∂(C\D̄(0,R))

f(z) dz = 2πiRes(f,∞).

Dimostrazione. Il primo punto è conseguenza delle definizioni. Il secondo segue dal fatto
che essendo f meromorfa all’infinito si ha che g(z) è meromorfa vicino a zero per cui 0 è
un polo isolato. Dimostriamo la formula scritta nel terzo punto:∫
∂(C\D̄(0,R))

f(z) dz =

∫ 2π

0

f(Re−it)(−i)Re−it dt =

∫ 2π

0

g(Reiτ )iReiτ dτ =

∫
∂D(0,1/R)

g(w) dw = 2πiRes(g, 0) = 2πiRes(f,∞).

3.5.12 Osservazione. Supponiamo che Ω sia intorno di ∞, f meromorfa su Ω e che esista
una costante M tale che, per R > 0 abbastanza grande

|f(z)| ≤ M

|z|2
∀z ∈ Ω con |z| > R.

Allora f è analitica all’infinito. Se infatti g(z) è quella data in (3.5.10), allora se |w| < 1/R:

|g(w)| =

∣∣∣∣f ( 1

w

)∣∣∣∣
|w|2

≤M.

Quindi per (3.5.3) g è analitica vicino a zero ed f è analitica a ∞.
Più in generale si vede che, se, per un certo k intero, esiste una costante M tale che

|f(z)| ≤M |z|k−2 ∀z ∈ Ω con |z| > R

per R > 0 abbastanza grande, allora ∞ è un polo di ordine k per f .

Per esempio se f(z) =
P (z)

Q(z)
con P e Q polinomi, allora

• se grado(Q) ≥ grado(P ) + 2, allora f è analitica a ∞;

• se grado(Q) = grado(P ) + 1, allora ∞ è un polo semplice per f ; in questo caso, se
P (z) = akz

k + · · ·+ a0 e Q(z) = bk+1z
k+1 + · · ·+ b0 si ha

Res(f,∞) = − ak
bk+1

;

• se grado(P ) = grado(Q) + k, con k ≥ 0, allora ∞ è un polo di ordine k + 2 per f
(non diamo l’espressione del residuo, che è un po’ complicata).
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Per vedere l’espressione del residuo nel secondo caso basta notare che:

g(w) = −

ak
wk

+ · · ·+ a0

bk+1

wk+1
+ · · ·+ b0

= − ak
bk+1

1

w

1 + o(1)

1 + o(1)
= − ak

bk+1

g1(w)

con g1 analitica in zero e g(0) = 1.

Ne seguente teorema si considerano i poli fuori da Ω.

3.5.13 Teorema (Secondo teorema dei residui). Sia Ω0 un aperto di C con Ω0 intorno
di ∞ e sia f una funzione meromorfa su Ω0 ∪ {∞}. Chiamiamo P l’insieme dei poli di
f (P ⊂ Ω0).

Supponiamo che Ω sia un aperto limitato e regolare a tratti tale che (C\Ω)∪∂Ω ⊂ Ω0

e che P ∩ ∂Ω = ∅. Allora P ∩ (C \ Ω) è fatto da un numero finito di punti z1, . . . , zk e∫
∂(C\Ω)

f(z) dz = 2πi
k∑
j=1

Res(f, zj)+2πiRes(f,∞) = 2πi
k∑

p∈P∩(C\Ω)

Res(f, p)+2πiRes(f,∞).

Idea di dimostrazione. Prendiamo R > 0 abbastanza grande in modo che valgano le con-
clusioni della proposizione precedente. In particolare i poli fuori da Ω sono tutti contenuti
in Ω1 := (C \ Ω) ∩D(0, R). Dunque per (3.5.9):∫

∂Ω1

f(z) dz = 2πi
k∑
j=1

Res(f, zj).

Ma si ha ∂Ω1 = ∂Ω∪∂D(0, R) = ∂(C\Ω)∪∂(C\D(0, R)) Tenendo conto degli orientamenti
e usando la formula appena dimostrata si ottiene:∫
∂Ω1

f(z) dz =

∫
∂(C\Ω)

f(z) dz +

∫
∂D(0,R)

f(z) dz =

∫
∂(C\Ω)

f(z) dz −
∫

∂(C\D(0,R))

f(z) dz =

∫
∂(C\Ω)

f(z) dz − 2πiRes(f,∞)

da cui segue la tesi portando 2πiRes(f,∞) a sinistra.

3.5.14 Osservazione. Se f è meromorfa su C∪{+∞} allora f ha un numero finito di poli
z1, . . . , zk ed eventualmente il polo a ∞. Inoltre

k∑
j=1

Res(f, zj) + Res(f,∞) = 0.

3.6 Qualche applicazione dei teoremi dei residui

3.6.1 Proposizione. Supponiamo che P e Q siano due polinomi tale che Q non ha radici
reali e grado(P ) ≤ grado(Q) − 2. Siano z′1, . . . , z

′
k le radici di Q con parte immaginaria

positiva e z′′1 , . . . , z
′′
h le radici di Q con parte immaginaria negativa. Allora∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

k∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, z′j

)
= −2πi

h∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, z′′j

)
.



68 CAPITOLO 3. FUNZIONI ANALITICHE E MEROMORFE

Figura 3.8: il mezzo disco

Dimostrazione. Per R > 0 consideriamo il “mezzo disco”

D+
R := {z ∈ C :=m(z) > 0, |z| < R}

(vedi la figura 3.8 che ha come bordo la curva γR = γ1,R + γ2,R dove γ1,R(t) = t per
−R ≤ t ≤ R (descrive il segmento [−R,R]) e γ2,R(t) = Reit per 0 ≤ t ≤ π (descrive la
semicirconferenza superiore di raggio R). Per R abbastanza grande tutti gli z′j stanno in
D+
R ; applicando il teorema dei residui

2πi
k∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, z′j

)
=

∫
∂D+

R

P (z)

Q(z)
dz =

∫ R

−R

P (x)

Q(x)
dx+

∫
γ2,R

P (z)

Q(z)
dz (3.12)

Ma per l’ipotesi sui gradi si ha che esiste una costante M tale che, per |z| sufficientemente

grande, si ha

∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ M

|z|2
. Dunque

∣∣∣∣∣
∫
γ2,R

P (z)

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ π

0

P (Reit)

Q(Reit)
iReit dt

∣∣∣∣ ≤ MRπ

R2
=
Mπ

R

R→∞−→ 0.

Ne segue la tesi andando al limite in (3.12).
Si poteva anche considerare il “mezzo disco inferiore ”

D−R := {z ∈ C :=m(z) < 0, |z| < R}

e con gli stessi calcoli, tenendo conto del fatto che l’orientamento del bordo di D−R porta
a percorrere il segmento [−R,R] in verso opposto a quello usuale, si ottiene la seconda
formula.

3.6.2 Osservazione. Dall’enunciato precedente si deduce che

k∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, z′j

)
+

h∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, z′′j

)
= 0.

Questo è conseguenza del fatto che, se grado(P ) ≤ grado(Q)−2, allora Res
(
P (z)
Q(z)

,∞
)

= 0,

e dell’osservazione (3.5.14).
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3.6.3 Esempio. Si ha∫ +∞

−∞

x2

1 + x4
dx = 2πiRes

(
z2

1 + z4
,
1 + i√

2

)
+ 2πiRes

(
z2

1 + z4
,
−1 + i√

2

)
=

π√
2
.

Infatti se f(z) :=
z2

1 + z4
, allora f ha quattro poli semplici in

±1± i√
2

, e, calcolando i

residui nei due poli con parte immaginaria positiva, si ha:

Res

(
f,

1 + i√
2

)
=

z2

4z3

∣∣∣∣
z= 1+i√

2

=
1

4z

∣∣∣∣
z= 1+i√

2

=
z̄

4|z|2

∣∣∣∣
z= 1+i√

2

=
1− i
4
√

2

Res

(
f,
−1 + i√

2

)
=

z2

4z3

∣∣∣∣
z=−1+i√

2

=
1

4z

∣∣∣∣
z=−1+i√

2

=
z̄

4|z|2

∣∣∣∣
z=−1+i√

2

=
−1− i
4
√

2
,

da cui la somma dei residui moltiplicata per 2πi dà:

2πi

(
1− i
4
√

2
+
−1− i
4
√

2

)
= 2πi

−2i

4
√

2
=

π√
2
.

3.6.4 Esempio. Si ha∫ +∞

−∞

1

(x2 + 2x+ 2)2
dx = 2πiRes

(
1

(z2 + 2z + 2)2
,−1 + i

)
=
π

2
.

Infatti se f(z) :=
1

(z2 + 2z + 2)2
, allora f ha due poli doppi in −1 ± i, e, calcolando il

residui nel polo −1 + i, che è l’unico con parte immaginaria positiva, si ha:

Res (f,−1 + i) = h′(−1 + i) dove h(z) =
1

(z + 1 + i)2
= (z + 1 + i)−2

e h′(z) = −2(z + 1 + i)−3 da cui

Res (f,−1 + i) = −2(−1 + i+ 1)−3 =
−2

(2i)3
=
−2

−8i
=

1

4i

che moltiplicato per 2πi dà il risultato scritto sopra.

3.6.5 Definizione (integrale nel senso del valore principale). Sia [a, b] un intervallo in
R. Dato un punto x0 di ]a, b[ e una funzione f : [a, b] \ {x0} → C che sia continua su
[a, b] \ {x0}, chiameremo integrale nel senso del valore principale in x0 di f su [a, b] il
limite:

(v.p.x0)

∫ b

a

f(x) dx := lim
ε→0+

(∫ x0−ε

a

f(x) dx+

∫ b

x0+ε

f(x) dx

)
a patto che quest’ultimo esista. Più in generale, se a < x1 < · · · < xn < b e f :
[a, b] \ {x1, . . . , xn} → C è continua su [a, b] \ {x1, . . . , xn}, chiameremo integrale nel senso
del valore principale di f su [a, b] l’espressione

(v.p.)

∫ b

a

f(x) dx :=
n∑
j=1

(v.p.xj)

∫ cj

cj−1

f(x) dx

dove a = c0 < x1 < c1 < x2 < c2 < · · · < cn−1 < xn < cn = b. Non è difficile verificare
che tale espressione, se esiste, non dipende dalla scelta dei punti intermedi cj. Infine, se
x1 < x2 < · · · < xn e se f : R \ {x1, . . . , xn} → C è continua chiameremo integrale nel
senso del valore principale di f su R l’espressione (sempre a patto che esista)

(v.p.)

∫ +∞

−∞
f(x) dx := lim

R→+∞
(v.p.)

∫ R

−R
f(x) dx.
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3.6.6 Osservazione. La definizione di integrale nel senso del valore principale generalizza
quella di integrale improprio (o generalizzato) secondo Riemann, in cui si richiede che
esistano separatamente e siano finiti i limiti

lim
ε→0+

∫ x0−ε

a

f(x) dx lim
ε→0+

∫ b

x0+ε

f(x) dx

(siamo nel primo caso, in cui c’è una sola singolarità) e si definisce l’integrale improprio
mediante la somma dei due limiti sopra indicati. È evidente che se esiste l’integrale
improprio allora esiste l’integrale nel senso del valore principale ed essi coincidono. Il
viceversa non è vero. Se consideriamo f : [−1, 1] \ {0} → R, f(x) = 1/x, allora:

lim
ε→0+

(∫ −ε
−1

1

x
dx+

∫ 1

ε

1

x
dx

)
= lim

ε→0+
(ln(ε)− ln(ε)) = 0.

Quindi (v.p.)
∫ 1

−1
1
x
dx = 0 mentre

lim
ε→0+

∫ −ε
−1

1

x
dx = lim

ε→0+
ln(ε) = −∞, lim

ε→0+

∫ 1

ε

1

x
dx = lim

ε→0+
(− ln(ε)) = +∞

e dunque l’integrale improprio non esiste. Si può anche vedere che il fatto di avere escluso
un intervallo simmetrico è essenziale. Per esempio si ha:

lim
ε→0+

(∫ −ε
−1

1

x
dx+

∫ 1

2ε

1

x
dx

)
= lim

ε→0+
(ln(ε)− ln(2ε)) = − ln(2).

che non è quanto trovato prima. In generale, se gli integrali esistono come integrali
impropri, toglieremo (v.p.) davanti al simbolo di integrale.

3.6.7 Osservazione. Supponiamo che z0 sia un polo di ordine 1 per f e, per ρ > 0,
consideriamo la curva γρ(t) := z0 + ρeit per 0 ≤ t ≤ π (“mezza circonferenza”di centro z0

e raggio ρ). Allora

lim
ρ→0+

∫
γρ

f(z) dz = πiRes(f, z0)

Analogamente se f ha un polo di ordine 1 all’infinito si ha

lim
R→+∞

∫
γR

f(z) dz = πiRes(f,∞)

dove γR(t) = Re−it, per 0 ≤ t ≤ π (“mezza circonferenza”di centro 0 e raggio R, percorsa
in senso orario).

Dimostrazione. Possiamo scrivere f(z) = a−1(z − z0)−1 +
∑∞

n=0 an(z − z0)n = a−1(z −
z0)−1 + f1(z), dove f1 è olomorfa vicino a z0. Quindi∫

γρ

f(z) dz =

∫ π

0

(
a−1

ρeit
+ f1(z0 + ρeit)

)
iρeit dz = πia−1 + iρ

∫ π

0

f1(z0 + ρeit)eit dz

Dato che f1 è limitata vicino a z0 si vede facilmente che, se ρ tende a zero, il secondo
addendo sopra tende a zero, da cui la tesi. Il caso all’infinito si ottiene facilmente passando
alla funzione g.
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3.6.8 Proposizione. Supponiamo che P e Q siano due polinomi tale che grado(P ) ≤
grado(Q) − 1. Siano z′1, . . . , z

′
k le radici di Q con parte immaginaria positiva, z′′1 , . . . , z

′′
h

le radici di Q con parte immaginaria negativa e x1, . . . , xl le radici reali. Supponiamo che
tutte le radici reali siano semplici. Allora

(v.p.)

∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx =

2πi
k∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, z′j

)
+ πi

l∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, xj

)
+ πiRes

(
P (z)

Q(z)
,∞
)

=

−2πi
h∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, z′′j

)
− πi

l∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, xj

)
− πiRes

(
P (z)

Q(z)
,∞
) .

Si noti che, per le ipotesi sui gradi, ∞ è (al più) un polo semplice per
P

Q
; inoltre se

grado(P ) ≤ grado(Q) − 2 il residuo all’infinito fa zero. Se poi non ci sono nemmeno le
radici reali allora si può togliere (v.p.) e si ricade nel caso della 3.6.1

Figura 3.9: il mezzo disco ridotto

Dimostrazione. Consideriamo la curva γ := σ0 +γ0 +σ1 +γ1 + · · ·+σn+γn rappresentata
nella figura 3.9 (con n = 2), dove R è sufficientemente grande in modo che tutti i poli
con parte immaginaria maggiore o eguale siano contenuti nel mezzo disco di raggio R− 1
e dove le semicirconferenze σ1, . . . , σn hanno dei raggi ε1, . . . , εn sufficientemente piccoli
in modo da non intersecarsi tra loro ed essere contenuti nel mezzo disco di raggio R.
Applicando il teorema dei residui

2πi
k∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, z′j

)
=

∫
σ0

P (z)

Q(z)
dz +

n∑
j=0

∫
γj

P (z)

Q(z)
dz +

n∑
j=0

∫
σj

P (z)

Q(z)
dz

Mandando a zero ε1, . . . , εn, per l’osservazione 3.6.7 (nota il verso delle curve) si ha∫
σj

P (z)

Q(z)
dz → −πiRes

(
P

Q
, xj

)
j = 1, . . . , n,

e per la definizione di integrale nel senso del valore principale
n∑
j=0

∫
γj

P (z)

Q(z)
dz → (v.p.)

∫ R

−R

P (x)

Q(x)
dx
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da cui

2πi
k∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, z′j

)
+ πi

h∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
, xj

)
= (v.p.)

∫ R

−R

P (x)

Q(x)
dx+

∫
σ0

P (z)

Q(z)
dz.

Mandando R all’infinito si ottiene la tesi dato che, sempre per la 3.6.7∫
σ0

P (z)

Q(z)
dz → −πiRes

(
P

Q
,∞
)
.

Anche in questo caso si può ragionare nel semipiano inferiore, ottenendo la seconda
formula.

3.6.9 Esempio. Facciamo vedere che

(v.p.)

∫ +∞

−∞

x

x2 + 2x+ 2
dx = −π.

Infatti, posto f(z) :=
z

z2 + 2z + 2
, si vede che f ha due poli semplici in −1± i (nessuno

reale) e che f ha un polo semplice all’infinito dato che lo scarto dei gradi tra numeratore
e denominatore è uno. Si ha

Res(f,−1 + i) =
z

2z + 2

∣∣∣∣
z=−1+i

=
−1 + i

2i
=
−1

2i
+

1

2
,

Res(f,∞) = −1

(il residuo all’infinito è stato calcolato usando l’osservazione (3.5.12)). Dunque l’integrale
richiesto fa

2πi

(
Res(f,−1 + i) +

1

2
Res(f,∞)

)
= 2πi

(
−1

2i
+

1

2
− 1

2

)
= −π.

3.6.10 Esempio. Facciamo vedere che

(v.p.)

∫ +∞

−∞

1

x(x2 + 2x+ 2)
dx = −π

2
.

Infatti, posto f(z) :=
1

z(z2 + 2z + 2)
, si vede che f ha tre poli semplici in −1±i (non reali)

e 0 (reale), mentre f è olomorfa all’infinito dato che lo scarto dei gradi tra numeratore e
denominatore è tre. Si ha

Res(f,−1 + i) =
1

z(z + 1 + i)

∣∣∣∣
z=−1+i

=
1

(−1 + i)2i
=

1

2(−1− i)
=
−1 + i

4
,

Res(f, 0) =
1

z2 + 2z + 2

∣∣∣∣
z=0

=
1

2
.

Dunque l’integrale richiesto fa

2πi

(
Res(f,−1 + i) +

1

2
Res(f, 0)

)
= 2πi

(
−1 + i

4
+

1

4

)
= −π

2
.
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3.6.11 Proposizione. Supponiamo che P e Q siano due polinomi tale che grado(P ) ≤
grado(Q) − 1. Siano z′1, . . . , z

′
k le radici di Q con parte immaginaria positiva, z′′1 , . . . , z

′′
h

le radici di Q con parte immaginaria negativa e x1, . . . , xl le radici reali. Supponiamo che
tutte le radici reali siano semplici. Sia inoltre a un numero reale. Allora

(v.p.)

∫ +∞

−∞

eiaxP (x)

Q(x)
dx =


2πi

k∑
j=1

Res
(
f, z′j

)
+ πi

l∑
j=1

Res (f, xj) se a > 0

−2πi
h∑
j=1

Res
(
f, z′′j

)
− πi

l∑
j=1

Res (f, xj) se a < 0.

dove abbiamo posto f(z) :=
eiazP (z)

Q(z)
.

Dimostrazione. Consideriamo a > 0. Usando le stesse curve del teorema precedente si
arriva a

2πi
k∑
j=1

Res

(
eiaz

P (z)

Q(z)
, z′j

)
+ πi

h∑
j=1

Res

(
eiaz

P (z)

Q(z)
, xj

)
=

(v.p.)

∫ R

−R

eiaxP (x)

Q(x)
dx+

∫
σ0

eiaz
P (z)

Q(z)
dz

Per le ipotesi sui gradi si ha

∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ M

|z|
per un’opportuna costante M e |z| abbastanza

grande; ne ricaviamo che, essendo a > 0, si ha:∣∣∣∣∫
σ0

eiaz
P (z)

Q(z)
dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ π

0

eia(Reit)P (Reit)

Q(Reit)
iReit dt

∣∣∣∣ ≤
M

∫ π

0

e<e(iaRe
it) dt = M

∫ π

0

e−aR sin(t) dt

Si può vedere (usando ad esempio il teorema di Lebesgue riportato nel capitolo seguente)
che l’ultimo integrale tende a zero (anche se l’integrando non tende uniformemente a zero)
per R → ∞. Da questo segue la tesi. Quando a < 0 si usa lo stesso ragionamento nel
semipiano inferiore usando la curva coniugata e tenendo conto del cambio di verso.

3.6.12 Esempio. Calcoliamo ∫ +∞

−∞

e2ix

1 + x2
dx =: (∗).

Tale integrale esiste nel senso dell’integrale improprio secondo Riemann, perché e2ix è

limitata e
1

1 + x2
è dell’ordine di 1/x2 all’infinito e quindi non occorre scrivere (v.p.).

Applichiamo la proposizione 3.6.11. Dato che l’integrando ha un unico polo semplice con
parte immaginaria positiva, cioè z = i, si ha:

(∗) = 2πiRes

(
e2iz

1 + z2
, i

)
= 2πi

e2iz

2z

∣∣∣∣
z=i

= 2πi
e−2

2i
=
π

e2
.

Con questo calcolo, passando alla parte reale e alla parte immaginaria, abbiamo trovato
che: ∫ +∞

−∞

cos(2x)

1 + x2
dx =

π

e2
,

∫ +∞

−∞

sin(2x)

1 + x2
dx = 0.

Notiamo che il fatto che il secondo integrale faccia zero si poteva vedere subito dato che
l’integrando è dispari.
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3.6.13 Esempio. Facciamo vedere che∫ +∞

−∞

sin(x)

x
= π.

Poniamo per questo f(z) :=
eiz

z
. Questa funzione verifica le condizioni della proposizione

3.6.11 (a = 1) Essa ha solo un polo semplice in z = 0 per cui

(v.p.)

∫ +∞

−∞
f(x) dx = πiRes(f, 0) = πi eiz

∣∣
z=0

= π.

Passando alla parte reale e alla parte immaginaria si ottiene

(v.p.)

∫ +∞

−∞

cos(x)

x
= 0, (v.p.)

∫ +∞

−∞

sin(x)

x
= π.

Peraltro nel secondo integrale la funzione integranda è continua anche in zero (a causa del
sin(x)) e quindi l’integrale vicino a zero esiste secondo Riemann. Inoltre essendo f una
funzione pari si ha∫ c

0

f(x) dx =
1

2

∫ c

−c
f(x) dx⇒ lim

c→+∞

∫ c

0

f(x) dx =
π

2

e questo mostra che f è integrabile in senso improprio secondo Riemann, dunque possiamo
togliere (v.p.) dal simbolo del secondo integrale.

3.6.14 Esempio. Calcoliamo ∫ +∞

−∞

x sin(x)

x2 + 2x+ 2
dx.

Poniamo per questo f(z) :=
zeiz

z2 + 2z + 2
. Questa funzione verifica le condizioni della

proposizione 3.6.11 (a = 1) Essa ha due poli semplici in z = −1 ± i (nessuno reale) per
cui

(v.p.)

∫ +∞

−∞
f(x) dx = 2πiRes(f,−1 + i) = 2πi

zeiz

2z + 2

∣∣∣∣
z=−1+i

=

2πi
(−1 + i)ei(−1+i)

−2 + 2i+ 2
= π(−1 + i)e−1−i = π(−1 + i)e−1(cos(1)− i sin(1)) =

π

e
[((− cos(1) + sin(1)) + i(cos(1) + sin(1))] .

Prendendo parte reale e parte immaginaria si ottiene

(v.p.)

∫ +∞

−∞

x cos(x)

x2 + 2x+ 2
dx =

π

e
(− cos(1) + sin(1)),

(v.p.)

∫ +∞

−∞

x sin(x)

x2 + 2x+ 2
dx =

π

e
(cos(1) + sin(1)).

Si potrebbe vedere (vedi l’osservazione 3.6.15 che segue) che in questo caso entrambi gli
integrali sopra sono convergenti in senso improprio secondo Riemann e dunque possiamo
togliere (v.p.).
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3.6.15 Osservazione. Se f(x) :=
P (x)

Q(x)
sin(ax) con grado(P ) = grado(Q)−1 e a > 0 allora

f è integrabile in senso improprio a +∞ e a −∞, cioè esistono finiti∫ +∞

c0

f(x) dx := lim
c→+∞

∫ c

c0

f(x) dx,

∫ −c0
−∞

f(x) dx := lim
c→−∞

∫ −c0
c

f(x) dx

dove c0 è scelto in modo che tutte le radici di Q siano in [−c0, c0]. Vediamo per esempio
che esiste ol primo integrale. Fissiamo c > c0,; integrando per parti:∫ c

c0

f(x) dx =

[
P (x)

Q(x)

cos(ax)

−a

]c
co︸ ︷︷ ︸

(1)

+

∫ c

c0

(
d

dx

P (x)

Q(x)

)
cos(ax)

a
dx︸ ︷︷ ︸

(2)

Dato che
P (x)

Q(x)
→ 0 all’infinito e che cos(ax) è limitato, si ha:

(1)→ P (co)

Q(c0)

cos(ac0)

a
per c→ +∞.

Per quanto riguarda il secondo pezzo si può verificare che
d

dx

P (x)

Q(x)
è rapporto di due

polinomi con differenza di gradi pari a due (nota che derivando 1/x si ottiene −1/x2).
Allora

(2)→
∫ +∞

c0

(
d

dx

P (x)

Q(x)

)
cos(ax)

a
dx per c→ +∞

dove quest’ultimo integrale ha perfettamnete senso perché appunto il termine che mol-

tiplica cos(ax) è dell’ordine di
1

x2
. Dunque

∫ c
c0
f(x) dx ha limite finito come volevamo

dimostrare.
La stessa proprietà vale se nella definizione di f si mette cos(ax) invece di sin(ax).

La funzione f è il tipico esempio di funzione che è integrabile in senso improprio
secondo Riemann, senza essere assolutamente integrabile: si può infatti verificare che∫ +∞
c0
|f(x)| dx = +∞. Questo pone comunque dei problemi, si vedrà infatti che f non è

integrabile secondo Lebesgue.

3.6.16 Proposizione. Siano P e Q due polinomi e sia α un numero reale non intero.

Poniamo f(x) := xα
P (x)

Q(x)
per x > 0 e supponiamo che

lim
x→0+

xf(x) = 0, lim
x→+∞+

xf(x) = 0.

Siano z1, . . . , zk le radici di Q e supponiamo che zj /∈ [0,+∞[ per ogni j. Allora

∫ +∞

0

f(x) dx =

∫ +∞

0

xα
P (x)

Q(x)
dx =

2πi

1− e2απi

k∑
j=1

Res(f, zj)

dove per calcolare i residui di f dobbiamo definire f(z) := zα
P (x)

Q(x)
usando la determina-

zione di zα data da (ρeiθ)α := ραeiαθ per 0 < θ < 2π. Tale funzione f non è definita sui
numeri reali positivi, ma questo non ha rilevanza per il calcolo dei residui.



76 CAPITOLO 3. FUNZIONI ANALITICHE E MEROMORFE

Figura 3.10: il “pacman”

Dimostrazione. Scegliamo la determinazione di zα e f(z) come detto sopra. È chiaro che
f è olomorfa su C \ ({z1, . . . , zk} ∪ [0,+∞[). Se x è un numero reale positivo

lim
z→x,=m(z)>0

f(z) = f(x), lim
z→x,=m(z)<0

f(z) =
P (x)

Q(x)
lim

θ→2π,ρ→x
ραeiαθ = e2απif(x)

Consideriamo il cammino γR,r rappresentato nella figura 3.10. Per R grande ed r piccolo,
la curva “allaccia”tutti gli zj. Applicando il teorema dei residui.

2πi
k∑
j=1

Res(f, zj) =

∫
γR,r

f(z) dz.

Facendo tendere r a zero si ottiene

2πi
k∑
j=1

Res(f, zj) =

∫
∂B(0,R)

f(z) dz +

∫ R

0

f(x) dx+

∫ 0

R

e2απif(x) dx =

∫
∂B(0,R)

f(z) dz + (1− e2απi)

∫ R

0

f(x) dx

Mandando R → +∞ l’integrale su ∂B(0, R) tende a zero a causa dell’andamento di f
all’infinito, e dunque si ottiene la tesi.

3.6.17 Esempio. Calcoliamo ∫ +∞

0

√
x

1 + x2
dx =: (∗).

Applicando il risultato della proposizione 3.6.16 con α = 1/2 si ha che, posto f(z) :=√
z

1 + z2
, risulta:

(∗) =
2πi

1− eπi
(Res(f, i) + Res(f,−i)) = πi

(√
z

2z

∣∣∣∣
z=i

+

√
z

2z

∣∣∣∣
z=−i

)
=: (∗∗).

Per calcolare (∗∗) conviene mettere i e −i in forma polare e ricordare che stiamo usando
la determinazione della radice che usa come argomento l’argomento principale. Dunque
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se z = i = e
π
2
i si ha

√
z = e

π
4
i, mentre se z = −i = e3π

2
i si ha

√
z = e3π

4
i. Ne segue

(∗∗) =
πi

2

(
e
π
4
i

e
π
2
i

+
e3π

4
i

e3π
2
i

)
=
π

2
e
π
2
i
(
e−

π
4
i + e−3π

4
i
)

=

π

2

(
e
π
4
i + e−

π
4
i
)

=
π

2
2<e

(
e
π
4
i
)

= π cos(π/4) = π

√
2

2
.

3.6.18 Esempio. Calcoliamo ∫ +∞

0

1
3
√
x(1 + x2)

dx =: (∗).

Stavolta α = −1/3 e f(z) :=
1

3
√
z(1 + z2)

. Risulta:

(∗) =
2πi

1− e− 2π
3
i
(Res(f, i) + Res(f,−i)) =

2πi(1− e 2π
3
i)

(1− e− 2π
3
i)(1− e 2π

3
i)

(
1

3
√
z2z

∣∣∣∣
z=i

+
1

3
√
z2z

∣∣∣∣
z=−i

)
=

πi(1− e 2π
3
i)

1− e− 2π
3
i − e 2π

3
i + 1

(
e−(π6 +π

2 )i + e−(π2 + 3π
2 )i
)

=
πi(1− e 2π

3
i)(e

−2π
3
i + 1)

2(1− cos(2π/3))
=

πi(e−
2π
3
i + 1− 1− e 2π

3
i)

2(1− (−1/2))
=
πi2i=m(e−

2π
3
i))

3
=

π(−2) sin(−2π/3))

3
=

2π sin(2π/3))

3
=

2π
√

3
2

3
=
π
√

3

3
.

3.6.19 Esempio. Calcoliamo ∫ +∞

0

√
x

(1 + x4)
dx =: (∗).

In questo caso α = 1/2 e f(z) :=

√
z

(1 + z4)
. Risulta:

(∗) = πi
(

Res(f, e
π
4
i) + Res(f, e

3π
4
i) + Res(f, e

5π
4
i) + Res(f, e

7π
4
i)
)

=

πi

(√
z

4z3

∣∣∣∣
z=e

π
4 i

+

√
z

4z3

∣∣∣∣
z=e3

π
4 i

+

√
z

4z3

∣∣∣∣
z=e5

π
4 i

+

√
z

4z3

∣∣∣∣
z=e7

π
4 i

)
=

π

4
e
π
2
i

(
e
π
8
i

e
3π
4
i

+
e

3π
8
i

e
9π
4
i

+
e

5π
8
i

e
15π
4
i

+
e

7π
8
i

e
21π
4
i

)
=
π

4
e
π
2
i
(
e−

5π
8
i + e−

15π
8
i + e−

25π
8
i + e−

35π
8
i
)

=

π

4

(
e−

π
8
i + e−

11π
8
i + e−

21π
8
i + e−

31π
8
i
)

=
π

4

(
e−

π
8
i + e

5π
8
i + e−

5π
8
i + e

π
8
i
)

=

π

2

(
cos
(π

8

)
+ cos

(
5π

8

))
=
π

2

(
cos
(π

8

)
− sin

(π
8

))
=
π

2
cos
(π

8

)(
1− tan

(π
8

))
.

Vediamo ora un modo di utilizzare i residui per calcolare la somma di alcune serie.

3.6.20 Lemma. Sia 0 ≤ a ≤ 2π. Per n ∈ N consideriamo il quadrato Qn in C di vertici
±(n+ 1/2)± (n+ 1/2)i (vedi la figura ). Allora esiste una costante C tale che∣∣∣∣ eiaz

e2πizz − 1

∣∣∣∣ ≤ C ∀z ∈ ∂Qn, ∀n.
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Figura 3.11: il quadrato Qn

Dimostrazione. Il bordo di Qn è composto dai quattro lati L
(o,±)
n e L

(v,±)
n :

L(o,±)
n := {x± (n+ 1/2)i : − (n+ 1/2) ≤ x ≤ (n+ 1/2)} ,

L(v,±)
n := {±(n+ 1/2) + iy : − (n+ 1/2) ≤ y ≤ (n+ 1/2)} .

Dimostriamo la limitatezza sul lato orizzontale Lo,+: se z = x+ iy con −(n+ 1/2) ≤ x ≤
(n+ 1/2) e y = (n+ 1/2) si ha:∣∣∣∣ eiaz

e2πiz − 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ eiaxe−a(n+1/2)

e2πixe−2π(n+1/2) − 1

∣∣∣∣ ≤ e−a(n+1/2)

1− e−2π(n+1/2)
=: C+

n .

Si vede allora che

lim
n→+∞

C+
n =

{
0 se a 6= 0

1 se a = 0
, lim

n→−∞
C+
n =

{
0 se a 6= 2π

1 se a = 2π,

e dunque C+
n è limitata. Si noti che, se 0 ≥ a < 2π, C+

n → 0 per n→ ±∞. Consideriamo
Lo,−n ; stavolta dobbiamo prendere z = x + iy con −(n + 1/2) ≤ x ≤ (n + 1/2) e y =
−(n+ 1/2). Si ha:∣∣∣∣ eiaz

e2πiz − 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ eiaxea(n+1/2)y

e2πixe2π(n+1/2)y − 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ eiaxe(a−2π)(n+1/2)

e2πix − e−2π(n+1/2)

∣∣∣∣ ≤ e(a−2π)(n+1/2)

1− e−2π(n+1/2)
=: C−n

e ragionando come per C+
n si vede che C−n è limitato, anzi tende a zero se 0 < a ≥ 2π.

Consideriamo ora i lati verticali Lv,±n in cui z = x+ iy con x = ±(n+ 1/2) e −(n+ 1/2) ≤
y ≤ (n+ 1/2). Dato che e±2πi(n+1/2) = e±πii = −1 si ha:∣∣∣∣ eiaz

e2πiz − 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ e±ia(n+1/2)e−ay

e±2πi(n+1/2)e−2πy − 1

∣∣∣∣ =
e−ay

e−2πy + 1
=: C(y)

e si vede ancora facilmente che C(y) è limitata (su tutto R). Si può anche notare che, se
0 < a < 2π, allora la funzione C(y) è integrabile su R.
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3.6.21 Proposizione. Sia 0 ≤ a ≤ 2π. Siano P e Q due polinomi tali che grado(P ) ≤
grado(Q)− 2 e siano z1, . . . , zk le radici di Q. Allora

∑
n∈Z,Q(n)6=0

P (n)

Q(n)
eian = −2πi

k∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)

eiaz

e2πiz − 1
, zj

)
.

Dimostrazione. Per l’ipotesi sui gradi possiamo trovare una costante M tale che∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ M

|z|2
per |z| grande;

in particolare la serie scritta sopra converge assolutamente. Consideriamo il quadrato
Qn definito prima e prendiamo n in modo che Qn contenga tutti gli zj. Consideriamo la

funzione g(z) :=
P (z)

Q(z)

eiaz

e2πiz − 1
; tale funzione è olomorfa in tutto C tranne {z1, . . . , zk}∪Z.

Applicando il teorema dei residui:

∫
∂Qn

g(z) dz = 2πi

 k∑
j=1

Res(g, zj) +
∑

|h|≤n,Q(n)6=0

Res(g, h)

 (3.13)

(le radici di Q che sono anche degli interi le mettiamo nella prima sommatoria e non nella
seconda). L’integrale scritto a sinistra tende a zero per n → ∞, infatti se z ∈ ∂Qn si ha
|z| ≥ (n+ 1/2) e quindi∣∣∣∣∫

∂Qn

g(z) dz

∣∣∣∣ ≤ M

(n+ 1/2)2
Cl(∂Qn) =

8MC

(n+ 1/2)
→ 0

(la lunghezza di ∂Qn vale 8(n+ 1/2)– C è la costante del lemma 3.6.20). Inoltre

Res(g, h) = Res

(
P (z)

Q(z)

eiaz

e2πiz − 1
, h

)
=
P (z)

Q(z)

eiaz

2πie2πiz
, hT

∣∣∣∣
z=h

=
P (h)

Q(h)

eiah

2πi
.

Mettendo questi fatti in 3.13 e andando al limite per n→ +∞ si ottiene la tesi.

In realtà, a patto di scrivere bene la tesi, si può anche considerare il caso in cui la
differenza dei gradi sia 1. Analogamente a quanto fatto per gli integrali bisogna introdurre
il valore principale di una serie:

3.6.22 Definizione. Se (an)n∈Z è una successione con indici in Z, chiamiamo valore
principale della serie degli an il seguente limite (se esiste)

(v.p.)
+∞∑

n=−∞

an := lim
n→∞

n∑
k=−n

ak.

3.6.23 Proposizione. Sia 0 < a < 2π. Siano P e Q due polinomi tali che grado(P ) ≤
grado(Q)− e siano z1, . . . , zk le radici di Q. Allora

(v.p.)
∑

n∈Z,Q(n)6=0

P (n)

Q(n)
eian = −2πi

k∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)

eiaz

e2πiz − 1
, zj

)
.
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Dimostrazione. Per la dimostrazione si ripetono gli stessi ragionamenti del caso precedente

e si riesce a concludere se si riesce a dimostrare che

∫
∂Qn

P (z)

Q(z)

eiaz

e2πiz − 1
dz → 0 avendo a

disposizione solo che ∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ M

|z|
per |z| grande.

Per trovare ciò notiamo che, usando le costanti indicate nella dimostrazione di 3.6.20∣∣∣∣∫
Lo,+

P (z)

Q(z)

eiaz

e2πiz − 1
dz

∣∣∣∣ ≤ M

(n+ 1/2)
2(n+ 1/2)C+

n → 0,∣∣∣∣∫
Lo,−

P (z)

Q(z)

eiaz

e2πiz − 1
dz

∣∣∣∣ ≤ M

(n+ 1/2)
2(n+ 1/2)C−n → 0,∣∣∣∣∫

Lv,±

P (z)

Q(z)

eiaz

e2πiz − 1
dz

∣∣∣∣ ≤ M

(n+ 1/2)

∫ n+1/2

−n−1/2

C(y) dy → 0

(0 < a < 2π !) dove l’ultimo limite è conseguenza del fatto che
∫ +∞
−∞ C(y) dy < +∞.

3.6.24 Esempio. Siano P (z) := 1 e Q(z) := z2 + 1. Allora se 0 ≤ a ≤ 2π si ha:

∑
n∈Z

eina

n2 + 1
= −2πi

(
Res

(
eiaz

(z2 + 1)(e2πiz − 1)
, i

)
+ Res

(
eiaz

(z2 + 1)(e2πiz − 1)
,−i
))

=

− 2πi

(
eiaz

2z(e2πiz − 1)

∣∣∣∣
z=i

+
eiaz

2z(e2πiz − 1)

∣∣∣∣
z=−i

)
= −π

(
e−a

(e−2π − 1)
− ea

(e2π − 1)

)
=

π

(
ea

(e2π − 1)
+

e−a

(1− e−2π)

)
= π

(
ea−π

(eπ − e−π)
+

eπ−a

(eπ − e−π)

)
= π

cosh(a− π)

sinh(π)
.

In particolare, prendendo a = 0 (e sfruttando la parità di n2 + 1)

2
∞∑
n=0

1

n2 + 1
=
∑
n∈Z

1

n2 + 1
+ 1 = π

cosh(a− π)

sinh(π)
+ 1 =

π

tanh(π)
+ 1

da cui:
∞∑
n=0

1

n2 + 1
=

1

2

(
π

tanh(π)
+ 1

)
.

Se invece si prende a = π

2
∞∑
n=0

(−1)n

n2 + 1
=
∑
n∈Z

(−1)n

n2 + 1
+ 1 =

π

sinh(π)
+ 1

da cui:
∞∑
n=0

(−1)n

n2 + 1
=

1

2

(
π

sinh(π)
+ 1

)
.

3.6.25 Esempio. Siano P (z) := 1 e Q(z) := z2. Allora per ogni a con 0 ≤ a ≤ 2π si ha:∑
n∈Z,n 6=0

eina

n2
= −2πiRes

(
eiaz

z2(e2πiz − 1)
, 0

)
= −Res(f, 0) dove f(z) :=

2πieiaz

z2(e2πiz − 1)
.

Lo zero è (purtroppo) un polo triplo per la funzione f e la parte analitica di f è

h(z) :=
2πiz eiaz

e2πiz − 1
=

eiaz

g(2πiz)
=

eiaz

g̃(z)
= eiazg̃(z)−1,
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dove abbiamo posto g(z) :=
ez − 1

z
e g̃(z) = g(2πiz).

Per trovare il residuo in zero dobbiamo calcolare h′′(0)/2. Per questo calcoliamo le derivate
di g in zero; dato che

g(z) =
1

z

(
∞∑
n=0

zn

n!
− 1

)
=

1

z

∞∑
n=1

zn

n!
=
∞∑
n=1

zn−1

n!
=
∞∑
n=0

zn

(n+ 1)!
.

si deduce che

g(k)(0) =
k!

(k + 1)!
=

1

k + 1
⇔ g̃(k)(0) =

(2πi)k

k + 1
. (3.14)

Allora in particolare:

g̃(0) = 1, g̃′(0) =
2πi

2
= πi, g′′(0) = −4π2

3
.

Ne segue che

h′(z) =ia eiazg̃(z)−1 − eiazg̃′(z)g̃(z)−2,

h′′(z) =(ia)2 eiazg̃(z)−1 − ia eiazg̃′(z)g̃(z)−2 − ia eiazg̃′(z)g̃(z)−2 − eiazg̃′′(z)g̃(z)−2+

2eiazg̃′(z)2g̃(z)−3 = eiaz
[
−a2g̃(z)−1 − (2iag̃′(z) + g̃′′(z))g̃(z)−2 + 2g̃′(z)2g̃(z)−3

]
Allora:

h′′(0) = −a2 −
(

2iaπi− 4π2

3

)
+ 2 (πi)2 = −a2 + 2πa− 2π2

3
.

da cui: ∑
n∈Z,n 6=0

eina

n2
= −h

′′(0)

2
=
a2

2
− πa+

π2

3
∀a ∈ [0, 2π].

Notiamo che ∑
n∈Z,n 6=0

eina

n2
=
∞∑
n=1

(
eina

n2
+
e−ina

n2

)
= 2

∑
n∈Z,n 6=0

cos(na)

n2
,

e quindi il risultato trovato sopra si può esprimere:∑
n∈Z,n 6=0

cos(na)

n2
=
a2

4
− πa

2
+
π2

6
∀a ∈ [0, 2π].

Prendendo a = 0 o a = π si trovano le due formule:

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
,

∞∑
n=1

(−1)n

n2
= −π

2

12
.

3.6.26 Esempio. Con ragionamenti analoghi a quelli dell’esempio precedente, ma usando
la proposizione 3.6.23, si trova:

(v.p.)
∑

n∈Z,n 6=0

eina

n
= −2πiRes

(
eiaz

z(e2πiz − 1)
, 0

)
= −Res(f, 0) ∀a ∈]0, 2π[

dove (con le stesse notazioni dell’esempio precedente)

f(z) :=
2πieiaz

z(e2πiz − 1)
=

eiaz

z2g̃(z)
=
h(z)

z2
.
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Stavolta il polo z = 0 è doppio e il residuo da calcolare è pari ad h′(0); tale valore si trova
subito usando i calcoli dell’esempio precedente: h′(0) = ia− πi, da cui

(v.p.)
∑

n∈Z,n 6=0

eina

n
= −h′(0) = −ia+ iπ. ∀a ∈]0, 2π].

Notiamo che

(v.p.)
∑

n∈Z,n 6=0

eina

n
= lim

k→∞

∑
n∈N,0<|n|≤k

eina

n
= lim

k→∞

k∑
n=1

(
eian

n
+
e−ian

−n

)
= 2i

∞∑
n=1

sin(an)

n
,

da cui la relazione precedente diventa

∞∑
n=1

sin(an)

n
=
π − a

2
∀a ∈]0, 2π[.

3.7 Serie di potenze nella soluzione di equazioni dif-

ferenziali ai dati iniziali

Vediamo un esempio di applicazione delle serie di potenze alla soluzione di problemi
differenziali ai dati iniziali. Supponiamo di avere un’equazione del secondo ordine{

ay′′ + by′ + cy = f

y(0) = A, y′(0) = B
(3.15)

dove a, b, c sono numeri reali con a 6= 0, A, B sono due dati iniziali assegnati in R e
dove f(x) è una funzione assegnata che supponiamo sviluppabile in serie di potenze in
un intervallo centrato nell’origine (sarebbe lo stesso se l’origine fosse sostituita da un
arbitrario x0 in R). Quest’ultima proprietà significa che

f(x) =
∞∑
n=0

fnx
n per −R < x < R

con R > 0, per un’opportuna successione (fn). L’idea spontanea è di cercare la soluzione
y della forma

y(x) =
∞∑
n=0

ynx
n (3.16)

per degli opportuni coefficienti yn, sperando che tali coefficienti si riescano a trovare e
che la serie (3.16) sia convergente. Per trovare gli yn possiamo ragionare come segue –
ammettiamo che la serie (3.16) converga su ]r, r[ per un qualche r > 0; allora per le
proprietà delle serie di potenze si ha che y è infinitamente derivabile in ]− r, r[ e

y′(x) =
∞∑
n=1

ynnx
n−1 =

∞∑
n=0

yn+1(n+ 1)xn

y′′(x) =
∞∑
n=2

ynn(n− 1)xn−2 =
∞∑
n=0

yn+2(n+ 1)(n+ 2)xn

che inseriti nell’equazione (3.15):

∞∑
n=0

(ayn+2(n+ 1)(n+ 2) + byn+1(n+ 1) + cyn)xn =
∞∑
n=0

fnx
n
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Se ne ricava da (3.4):

ayn+2(n+ 1)(n+ 2) + byn+1(n+ 1) + cyn = fn ∀n (3.17)

Notiamo inoltre che
y(0) = y0, y′(0) = y1

e quindi la successione (yn) deve verificare la condizione ricorsiva (3.17) unitamente alle
condizioni y0 = A, y1 = B. È facile convincersi che queste condizioni individuano una e
una sola successione (yn). Si può inoltre dimostrare, con un po’ di pazienza che la serie
di potenze risultante da tale successione ha raggio di convergenza maggiore o eguale al
numero R in cui converge la serie relativa a f e dunque, ragionando a rovescio, la y cos̀ı
costruita risolve effettivamente l’equazione (3.15) nell’intervallo ]−R,R[.

Una caratteristica interessante di questo metodo è che è assai facile calcolare i coeffi-
cienti yn usando la formula ricorsiva (ammesso naturalmente che.si conoscano gli fn).

Abbiamo considerato sopra un esempio abbastanza elementare, in cui in realtà, a causa
dei coefficienti costanti si può dire molto di più con la teoria “elementare”. In realtà si
potrebbe dimostrare un teorema più generale

3.7.1 Teorema. Consideriamo l’equazione differenziale (3.15) con a, b, c ed f funzioni di
x sviluppabili in serie di potenze in un intervallo simmetrico centrato in zero:

a(x) =
∞∑
n=0

anx
n, b(x) =

∞∑
n=0

bnx
n, c(x) =

∞∑
n=0

cnx
n, f(x) =

∞∑
n=0

fnx
n, per |x| < R

e supponiamo che a(x) 6= 0 per |x| < R. Allora la soluzione y è sviluppabile in potenze
nell’intervallo ]−R,R[.

Il teorema precedente ci permette di studiare le proprietà delle soluzione di equazioni
per cui non è possibile trovare esplicitamente la soluzione.

3.7.2 Esempio (Equazione di Legendre). Consideriamo il problema{
(1− x2)y′′ − 2xy′ + p(p+ 1)y = 0

y(0) = A, y′(0) = B
(3.18)

dove p è un parametro assegnato (e A, B sono assegnati in R). In virtù del teorema
precedente possiamo scrivere

y(x) =
∞∑
n=0

ynx
n per − 1 < x < 1 (3.19)

Ripetendo i calcoli fatti nel primo esempio possiamo ricavare y′ e y′′ – moltiplicando y′′

per 1− x2 otteniamo

(1− x2)y′′ = (1− x2)
∞∑
n=2

ynn(n− 1)xn−2 =
∞∑
n=2

ynn(n− 1)xn−2 −
∞∑
n=2

ynn(n− 1)xn =

∞∑
n=0

yn+2(n+ 2)(n+ 1)xn −
∞∑
n=0

ynn(n− 1)xn

(nella prima serie abbiamo “scalato” di due l’indice, nella seconda aggiunto i primi due
termini che comunque fanno zero). Analogamente

2xy′ = 2x
∞∑
n=1

ynnx
n−1 =

∞∑
n=1

2ynnx
n =

∞∑
n=0

2ynnx
n.
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Mettendo tutto nell’equazione:

0 =
∞∑
n=0

(yn+2(n+ 2)(n+ 1)− ynn(n− 1)− 2ynn+ p(p+ 1)yn)xn =

∞∑
n=0

(
yn+2(n+ 2)(n+ 1)− yn

(
n2 + n− p2 − p

)
)
)
xn =

∞∑
n=0

(yn+2(n+ 2)(n+ 1)− yn(n− p)(n+ p+ 1)))xn

da cui ricaviamo la relazione ricorsiva

yn+2 =
(n− p)(n+ p+ 1)

(n+ 2)(n+ 1)
yn y0 = A, y1 = B (3.20)

Notiamo che nella formula sopra manca yn+1 quindi, se per esempio n è pari il valore di
yn dipende solo dal valore di yn−2 che è il termine pari precedente e la stessa cosa vale per
i termini dispari.
Possiamo esprimere matematicamente questo fatto ponendo un := y2n, vn := y2n+1. Allora

un+1 = y2n+2 =
(2n− p)(2n+ p+ 1)

(2n+ 2)(2n+ 1)
y2n =

(2n− p)(2n+ p+ 1)

(2n+ 2)(2n+ 1)
un

e quindi (un) verifica

un+1 =
(2n− p)(2n+ 1 + p)

(2n+ 2)(2n+ 1)
un, u0 = A (3.21)

e analogamente

vn+1 = y2n+3 =
(2n+ 1− p)(2n+ 1 + p+ 1)

(2n+ 1 + 2)(2n+ 1 + 1)
y2n+1 =

(2n+ 1− p)(2n+ p+ 2)

(2n+ 3)(2n+ 2)
vn

da cui

vn+1 =
(2n+ 1− p)(2n+ 2 + p)

(2n+ 3)(2n+ 2)
vn, v0 = B. (3.22)

Se indichiamo con (ūn)n la successione prodotta da (3.21) con A = 1 e condizione (v̄n)n
la successione prodotta da (3.22) con B = 1, allora la soluzione generale y risulta definita
da y(x) = Aū(x) +Bv̄(x) dove

ū(x) =
∞∑
n=0

ūnx
2n, v̄(x) =

∞∑
n=0

v̄nx
2n+1, per |x| < 1.

La funzione ū (pari) e la funzione v̄ (dispari) sono le soluzioni dell’equazione (3.18) con
condizioni iniziali ū(0) = 1, ū′(0) = 0 e v̄(0) = 0, v̄′(0) = 1, rispettivamente.

3.7.3 Osservazione. Ci siamo “fidati” del teorema (3.7.1) per dire che i coefficienti (un)n e
i (vn)n definiscono delle serie di potenze con raggio di convergenza 1. Potremmo in realtà
vedere facilmente questa proprietà usando il criterio del rapporto. Per esempio nel caso
degli un (che sono evidentememte positivi se A > 0), dalla (3.21) si ha:

lim
n→+∞

ūn+1

un
= lim

n→+∞

(2n− p)(2n+ 1 + p)

(2n+ 2)(2n+ 1)
= 1.
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Supponiamo ora che p sia un intero positivo pari, diciamo p = 2k. Allora guardando
la (3.21) si vede che il lato destro dell’eguaglianza diventa zero per n = k. Ne segue che
gli un fanno zero per n ≥ k + 1. In altre parole u è un polinomio di grado 2k = p.
Analogamente se p = 2k + 1 è un intero dispari si vede dalla (3.22) che tutti i vn sono
nulli per n ≥ k + 1 e quindi v è un polinomio di grado 2k + 1 = p.

3.7.4 Definizione. Dato p intero si chiama polinomio di Legendre di ordine p il polinomio
Lp(x) definito da:

Lp(x) = Ak

k∑
n=0

ūnx
2n se p = 2k, Lp(x) = Bk

k∑
n=0

v̄nx
2n+1 se p = 2k + 1,

dove Ak e Bk sono dei fattori di normalizzazione scelti in modo che Lp(1) = 1.

I polinomi di Legendre sono utilizzati nella risoluzioni di equazioni differenziali alle
derivate parziali che descrivono il campo gravitazionale (o il campo elettrostatico) in con-
dizioni di simmetria sferica. Una loro importante proprietà è la seguente “ortogonalità”.

3.7.5 Osservazione. Siano n ed m interi. Allora∫ 1

−1

Ln(x)Lm(x) dx = 0 se n 6= m. (3.23)

Per vederlo notiamo che l’equazione di Legendre si può scrivere:

((1− x2)y′)′ + n(n+ 1)y = 0

Mettendo Ln al posto di y, moltiplicando per Lm e integrando tra −1 e 1

0 =

∫ 1

−1

((1− x2)L′n(x))′Lm(x) dx+ n(n+ 1)

∫ 1

−1

Ln(x)Lm(x) dx =

[
(1− x2)L′n(x)Lm(x)

]x=1

x=−1︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ 1

−1

(1− x2)L′n(x)L′m(x) dx+ n(n+ 1)

∫ 1

−1

Ln(x)Lm(x) dx

(abbiamo integrato per parti il primo termine). Ne segue:∫ 1

−1

Ln(x)Lm(x) dx =
1

n(n+ 1)

∫ 1

−1

(1− x2)L′n(x)L′m(x) dx.

Scambiando n con m otteniamo anche∫ 1

−1

Ln(x)Lm(x) dx =
1

m(m+ 1)

∫ 1

−1

(1− x2)L′n(x)L′m(x) dx.

e siccome n 6= m l’unica possibilità è che∫ 1

−1

Ln(x)Lm(x) dx =

∫ 1

−1

(1− x2)L′n(x)L′m(x) dx = 0
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3.8 Funzioni di Bessel

Cerchiamo le soluzioni dell’equazione lineare

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0 (3.24)

dove n è un intero assegnato. Notiamo che l’equazione non è in forma normale (e se la
mettiamo in forma normale diventa singolare in zero). In particolare non vale il teorema
(3.7.1). Proviamo comunque a cercare la soluzione come somma di una serie di potenze
centrate nell’origine (anche se l’origine è un punto “cattivo” per l’equazione). Poniamo

cioè y(x) =
∞∑
k=0

akx
k. Derivando:

y(x) =
∞∑
k=0

akx
k, y′(x) =

∞∑
k=1

akkx
k−1, y′′(x) =

∞∑
k=2

akk(k − 1)xk−2,

da cui:

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y =
∞∑
k=2

akk(k − 1)xk +
∞∑
k=1

akkx
k +

∞∑
k=0

akx
k+2 − n2

∞∑
k=0

akx
k =

∞∑
k=2

ak(k
2 − k)xk +

∞∑
k=1

akkx
k +

∞∑
k=2

ak−2x
k − n2

∞∑
k=0

akx
k =

∞∑
k=2

[
ak(k

2 − n2) + ak−2

]
xk − n2a0 + (1− n2)a1x

da cui
n2a0 = 0, (1− n2)a1 = 0, ak(k

2 − n2) + ak−2 = 0 ∀k ≥ 2.

Consideriamo il caso n ≥ 2 (per semplicità - però tutto quanto segue si estende facilmente
anche ai casi n = 0, n = 1). Allora le due prime eguaglianze danno a0 = a1 = 0. La terza
fornisce la relazione ricorsiva, valida da 2 in poi:

ak(k
2 − n2) = −ak−2 (3.25)

che, come abbiamo già notato nel caso dei polinomi di Legendre, permette di ricavare
indipendentemente i termini con k pari e i termini con k dispari. In effetti se si pone
uk = a2k e kk := a2k+1 la (3.25) equivale alle due relazioni ricorsive

uk+1((2k + 2)2 − n2) = −uk (3.26)

vk+1((2k + 3)2 − n2) = −vk (3.27)

Supponiamo per esempio che n sia pari, diciamo n = 2m, allora si vede che tutti i vk
sono nulli. Infatti la (3.27) si può scrivere

vk+1 = − vk
(2k + 3)2 − 4m2

v0 = a1 = 0

in cui il denominatore non si annulla per nessun k. Per i termini pari si può fare una
considerazione analoga ricavando che tutti gli uk = 0 con k per k < m − 1. Infatti la
proprietà ricorsiva:

uk+1 = − uk
(2k + 2)2 − 4m2

u0 = a0 = 0 (3.28)



3.8. FUNZIONI DI BESSEL 87

funziona fino a k = m − 2. Al passo k = m − 1 la formula originaria (3.26) dice solo
che um · 0 = um−1(= 0), che è vera qualunqe sia um. Dunque il termine um = a2n = an
può essere scelto ad arbitrio. Da k = m in poi la (3.28) torna ad essere efficace, dato che
il denominatore non si annulla più, e quindi i termini uk per k ≥ m sono univocamente
determinati da um, mediante la relazione ricorsiva.

In modo analogo si vede che, se n = 2m+ 1 è dispari, allora uk = 0 per ogni k mentre
vk = 0 per k ≤ m− 1, mentre “rimane libero” il termine vm = a2m+1 = an. Da k = m in
poi i vk sono univocamente determinati da vm.

Volendo esprimere tutto in termini di n vediamo allora che:

• ak = 0, se k < n o se k > e k ha parità diversa da n;

• α := an si può fissare ad arbitrio;

• gli ak con k > n e con la stessa parità di n sono univocamente determinati da α
mediante la (3.25) (e dipendono linermente da α).

Non è difficile verificare che:

an+2h = α
(−1)h

4h[1 · 2 · · ·h][(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ h)]
= α

(−1)hn!

4hh!(n+ h)!

(una volta intuita la formula la si dimostra per induzione!). Dunque:

y(x) = αn!
∞∑
h=0

(−1)h

4hh!(n+ h)!
xn+2h = αn!xn

∞∑
h=0

(−1)h

h!(n+ h)!

(x
2

)2h

Applicando il criterio del rapporto è immediato verificare che tale serie converge per ogni x
reale e quindi risolve l’equazione (3.24). Convenzionalmente si chiama funzione di Bessel
di prima specie di ordine n la funzione sopra con α = 2−n/n! cioè:

Jn(x) :=
(x

2

)n ∞∑
h=0

(−1)h

h!(n+ h)!

(x
2

)2h

Queste funzioni si annullano tutte in x = 0 tranne quella di ordine n = 0, anzi dalla
definizione si vede che Jn(x) ∼ xn

2nn!
per x→ 0. Inoltre Jn è una funzione pari se n è pari

ed è dispari se n è dispari. Con un’analisi più approfondita (che non possiamo fare qui)
si potrebbe dimostrare che per x→ +∞

Jn(x) ∼
√

2

πx
cos

(
x− 2n− 1

4
π

)
.

Dunque ognuna di queste funzioni ammette una successione di zeri (z
(n)
k ) (numerati con

k = 0, 1, . . . ) che per k grande tendono a disporsi come z
(n)
k ∼

2n+ 1

4
π+2kπ. Riportiamo

nella figura 3.12 i grafici delle prime Jn.
Notiamo che, nonostante l’equazione sia del secondo ordine, abbiamo trovato solo una

famiglia a un parametro di soluzioni. Ciò è dovuto al fatto che abbiamo voluto cercare
una serie di potenze centrata in zero, punto in cui l’equazione è singolare. In questo
modo abbiamo selezionato le soluzioni che si prolungano con continuità in zero. In realtà
possiamo trovare delle informazioni anche sulle soluzioni che sono singolari in zero. Per
questo supponiamo che y1 e y2 risolvano l’equazione (3.24) per x > 0. Allora:{

x2y′′1 + xy′1 + (x2 − n2)y1 =0

x2y′′2 + xy′2 + (x2 − n2)y2 =0
⇒

{
x2y′′1y2 + xy′1y2 + (x2 − n2)y1y2 =0

x2y′′2y1 + xy′2y1 + (x2 − n2)y2y1 =0
⇒

x(y′′1y2 − y1y
′′
2) + (y′1y2 − y1y

′
2) = 0⇔ d

dx
(x(y′1y2 − y1y

′
2)) = 0⇔ x(y′1y2 − y1y

′
2) = K
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Figura 3.12: Funzioni di Bessel J0, J1, J2, J3, J4

dove K è una costante. Dividendo per xy2
1:

K

xy2
1

=
y′1y2 − y1y

′
2

y2
1

=
d

dx

y2

y1

⇒ y2(x) = y1(x)

(∫ x

1

K

ξy2
1(ξ)

dξ +K1

)
dove K1 è un’altra costante. Non è difficile far vedere che vale il viceversa, cioè se y1

è soluzione di (3.24), allora y2 definita sopra è soluzione su {x > 0} per ogni coppia di
costanti K e K1. Se definiamo la funzione

Yn(x) := − 1

π
Jn(x)

∫ x

1

dξ

ξJ2
n(ξ)

vediamo facilmente che per x → 0 Yn(x) ∼ −2n(n−1)!
π

x−n per n > 0 mentre Y0(x) ∼
ln(x). Allora Jn e Yn sono linearmente indipendenti, per cui αJn + βYn genera tutte le
soluzioni di (3.24) su {x > 0}. In particolare αJn descrive esattamente le soluzioni che
sono prolungabili in x = 0.
La funzione Yn introdotta sopra si dice funzione di Bessel di seconda specie di ordine n.

Fissiamo ora un numero R > 0. Per n ed m interi poniamo yn,m(ρ) := Jn

( ρ
R
z

(n)
m

)
.

Allora la funzione yn,m risolve:{
ρ2y′′n,m(ρ) + ρy′(ρ)n,m + (µn,mρ

2 − n2)yn,m(ρ) = 0 in ]0, R[

yn,m(0) = 0(se n > 0), yn,m(R) = 0

dove µn,m =

(
z

(n)
m

R

)2

, che si può anche scrivere


(
ρy′n,m(ρ)

)′
+

(
µn,mρ−

n2

ρ

)
)yn,m(ρ) = 0 in ]0, R[

yn,m(0) = 0(se n > 0), yn,m(R) = 0
. (3.29)

3.8.1 Proposizione. Se j 6= k si ha:∫ R

0

ρyn,j(ρ)yn,k(ρ) dρ = 0.



3.8. FUNZIONI DI BESSEL 89

Dimostrazione. Moltiplichiamo l’equazione (3.29), con m = j, per yn,k(ρ) e integriamo
tra zero e R. Si ottiene (integrando per parti):

0 =

∫ R

0

(
ρy′n,j(ρ)

)′
yn,k(ρ) dρ+

∫ R

0

(
µn,jρ−

n2

ρ

)
yn,j(ρ)yn,k(ρ) dρ =

[(
ρy′n,j(ρ)

)
yn,k(ρ)

]ρ=R

ρ=0︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ R

0

ρy′n,j(ρ)y′n,k(ρ) dρ+

∫ R

0

(
µn,jρ−

n2

ρ

)
yn,j(ρ)yn,k(ρ) dρ,

(il primo termine sparisce perché yn,k si annulla in 0 e in R); quindi∫ R

0

ρy′n,j(ρ)y′n,k(ρ) dρ =

∫ R

0

(
µn,jρ−

n2

ρ

)
yn,j(ρ)yn,k(ρ) dρ.

Scambiando j e k si ottiene:∫ R

0

ρy′n,j(ρ)y′n,k(ρ) dρ =

∫ R

0

(
µn,kρ−

n2

ρ

)
yn,j(ρ)yn,k(ρ) dρ.

e prendendo la differenza:

(µn,j − µn,k)
∫ R

0

ρyn,j(ρ)yn,k(ρ) dρ = 0.

Dato che µn,j 6= µn,k ne segue la tesi.
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Capitolo 4

Integrazione e norme integrali

4.1 Cenno alla teoria dell’integrale di Lebesgue

Come già accennato avremo bisogno nel seguito di approssimare delle funzioni mediante
delle norme integrali, seguendo l’idea della norma ‖·‖1 considerata nel paragrafo (2.3).
Abbiamo già visto però che successioni di funzioni integrabili secondo Riemann possono
tendere in questa norma a funzioni ovunque discontinue, che per questo motivo non sono
integrabili. Questo è un difetto dell’integrale di Riemann che ci porta a considerare
un’altra nozione di integrale: quello secondo Lebesgue.

Il procedimento (di cui daremo qualche idea ) che si usa per definire tale integrale è
comunque basato sull’idea di “approssimare mediante rettangoli” un insieme arbitrario,
ma a differenza del caso di Riemann si potranno usare anche unioni infinite (purché
numerabili) di tali rettangoli. In questo modo si perviene ad una nozione di integrale che
di fatto coincide con quella solita su tutte le funzioni con cui abbiamo abitualmente a che
fare (per es. continue o discontinue solo su un numero finito di punti), ma che ha senso
su una classe assai più ampia di funzioni ed è qundi “più stabile”.

La situazione è molto simile a qualla in cui ci si trova quando si sceglie di usare i
numeri reali per studiare l’analisi. I numeri razionali (che sono gli unici numeri con cui
si interagisce nella pratica) non sono stabili rispetto al passaggio al limite (successioni di
razionali possono tendere a oggetti che non sono numeri razionali). Si costruiscono allora
i reali come un sopra-insieme dei razionali che è stabile per passaggio al limite, in modo
che la teoria che ne deriva sopra sia più semplice da sviluppare. Questo non esclude che
poi “nella vita” utilizzeremo solo (alcuni tra ) i razionali

Cominciamo questa presentazione ricordando prima di tutto alcune notazioni che
useremo nel seguito. Un intervallo è un sottoinsieme di R del tipo

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} , {x ∈ R : a ≤ x < b} , {x ∈ R : a < x ≤ b} , {x ∈ R : a < x < b}

dove a e b possono essere numeri reali oppure ±∞ e sono detti gli estremi dell’intervallo.
Dato un intervallo I di estremi a e b la lunghezza di I è il numero positivo b − a (che
può essere zero se b = a, cioè se l’intervallo si riduce a un punto o +∞ se l’intervallo è
illimitato). Indicheremo con |I| la lunghezza di I.
Sia data una funzione f : RN → [0,+∞]. Chiamiamo epigrafico di f l’insieme

epi(f) := {(x, y) :x ∈ Rn, y ∈ R, 0 ≤ f(x) ≤ y}

(che è un sottoinsieme di RN+1). Chiamiamo supporto di f l’insieme

spt(f) := chiusura di
{
x ∈ RN : f(x) 6= 0

}
91



92 CAPITOLO 4. INTEGRAZIONE E NORME INTEGRALI

Figura 4.1: Approssimazione mediante plurirettangoli finiti interni ed esterni

Ricordiamo anche che, dato un qualunque numero reale x si introducono x+ detto parte
positiva di x e x− detto parte negativa di x mediante

x+ :=

{
x se x ≥ 0

0 se x ≤ 0
, x− :=

{
0 se x ≥ 0

−x se x ≤ 0

di modo che x+ ≥ 0, x− ≥ 0, x = x+ − x− mentre |x| = x+ + x−.
Il punto di partenza per la nozione di misura (area/volume) e quindi di integrale è la

misura dei rettangoli. Chiameremo rettangolo in RN un insieme R della forma

R = I1 × I2 × · · · × IN I1,I2,. . . ,IN intervalli

e chiameremo misura del rettangolo R il numero (in [0,+∞])

|R| := |I1| · |I2| · · · |IN |.

Quindi se N = 2 la misura è l’area (base×altezza), se N = 3 la misura è il volume. Si
noti che se uno dei lati del rettangolo è illimitato si ha |R| = +∞.

4.1.1 Definizione. Chiamiamo plurirettangolo finito una unione finita di rettangoli limi-

tati, cioè un insieme P di RN esprimibile come P =
k⋃
j=1

Rj dove ogni Rj è un rettangolo

limitato, j = 1, . . . , k. Se gli Rj sono mutamente disgiunti, cioè se Rj′∩Rj′′ = ∅ per j′ 6= j′′,
chiamiamo misura di P la somma delle misure di tutti i rettangoli che lo compongono:

|P | =
k∑
j=1

|Rj|. Si può dimostrare che |P | è indipendente dal modo (che non è chiaramente

unico) in cui P è scomposto in rettangoli disgiunti. Si può anche dimostrare che, preso un
plurirettangolo generico P , lo si può sempre esprimere come unione di rettangoli disgiunti
(scomponendo ogni Rj in rettangoli più piccoli e scartando le sovrapposizioni) e quindi
risulta definita in ogni caso la sua misura |P |.

Per completezza ricordiamo velocemente la definizione di integrale di Riemann in RN .

4.1.2 Definizione (misura e integrale di Riemann). Sia A un insieme limitato di RN .
Poniamo:

m∗R(A) := inf {|P | :A plurirettangolo finito A ⊂ P}
mR∗(A) := sup {|P | :A plurirettangolo finito P ⊂ A}

(vedi la figura 4.1). m∗R(A) e mR∗(A) si dicono rispettivamente la misura esterna e
la misura interna secondo Peano-Riemann dell’insieme A. Si dice che A è misurabile
secondo Peano-Riemann sem∗R(A) = mR∗(A), cioè se approssimando A con plurirettangoli
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inscritti o con plurirettangoli circoscritti si giunge al medesimo risultato. Se A è misurabile
indichiamo con mR(A) il valore comune delle due misure (interna ed esterna). Si vede
facilmente che la misurabilità di A è caratterizzata da:

∀ε > 0 ∃P1, P2 plurirettangoli finiti tali che P1 ⊂ A ⊂ P2 e |P2 \ P1| < ε (4.1)

(si noti che la differenza P2 \ P1 è ancora un plurirettangolo). Sia ora f : RN → R una
funzione limitata e a supporto limitato. Diciamo che f è misurabile secondo Riemann se
gli epigrafici epi(f+) e epi(f−) sono insiemi misurabili secondo Riemann. In questo caso
chiamiamo integrale di Riemann di f il numero∫

RN
f(x) dx := mR(epi(f+))−mR(epi(f−))

Infine se A è un insieme misurabile e f : A → R è una funzione limitata possiamo dire
che f è integrabile su A se la funzione f̃ che è eguale a f su A e vale zero fuori di A è
misurabile e in questo caso si definisce l’integrale di f su A come∫

A

f(x) dx :=

∫
RN
f̃(x) dx.

Si potrebbe ora dimostrare una serie di proprietà per gli integrali; per esempio si può
vedere che se A e A sono due insiemi misurablili disgiunti, allora la loro unione è misurabile
e mR(A ∪ B) = mR(A) + mR(B) (questo non è vero se A e B non sono misurabili).
Oppure si potrebbe vedere che se f e g sono integrabili, allora la loro somma è integrabile
e
∫
RN (f +g) =

∫
RN f +

∫
RN g. Queste proprietà (e le varie altre che si possono dimostrare)

fanno s̀ı che la misura e l’integrale di Riemann siano un’ottimo modello matematico per
l’idea di area o volume in questioni di geometria elementare.

Purtroppo però, come accennato all’inizio, queste nozioni di misura e integrale non
sono stabili per passaggio al limite. Non è per esempio vero (e invece servirebbe) che l’u-
nione di una successione di insiemi misurabili è misurabile. Per superare questo problema
è necessaria una nuova costruzione di integrale basata sui pluritettangoli numerabili.

4.1.3 Definizione. Chiamiamo plurirettangolo numerabile una unione numerabile di ret-

tangoli, cioè un insieme esprimibile come P =
∞⋃
j=1

Rj dove ogni Rj è un rettangolo e j

varia negli interi. Si può definire la misura di P , che indichiamo ancora con |P | come

|P | :=

{
+∞ se per almeno uno degli Rj si ha |Rj| = +∞,
limk→∞

∣∣∣⋃k
j=1Rj

∣∣∣ se tutti gli Rj hanno misura finita,

che, con un po’ di pazienza, si dimostra essere indipendente dalla famiglia (Rj)j∈N scelta
per rappresentare P . Notiamo che |P | può risultare infinita anche nel secondo caso.

4.1.4 Definizione (misura esterna). Sia E un qualunque sottoinsieme di RN . Chiamiamo
misura esterna di E il numero (in [0,+∞])

m∗(E) := inf {|P | : P plurirettangolo numerabile con E ⊂ P} .

Ricordiamo che la differenza simmetrica tra A e B è A∆B := (A \B) ∪ (B \ A).

4.1.5 Definizione (misura secondo Lebesgue). Sia E un sottoinsieme di RN . Diremo
che E è misurabile secondo Lebesgue se

∀ε > 0 ∃P plurirettangolo numerabile tale che m∗(E∆P ) < ε. (4.2)

Indicheremo con M la famiglia di tali insiemi. Se E è misurabile allora la sua misu-
ra esterna viene detta semplicemente misura (secondo Lebesgue) di E, cioè m(E) :=
m∗(E) ∀E ∈M.



94 CAPITOLO 4. INTEGRAZIONE E NORME INTEGRALI

Vediamo ora (senza dimostrarle) le proprietà che si ottengono da questa definizione.

4.1.6 Proposizione (Proprietà della misura di Lebesgue). Si ha

1. l’insieme vuoto e tutto lo spazio RN sono misurabili e m(∅) = 0, m(RN) = +∞;

2. se (En)n è una successione di insiemi misurabili, allora la loro unione E :=
∞⋃
n=1

En

è misurabile; se inoltre gli En sono a due a due disgiunti, allora m(E) =
∞∑
n=1

m(En);

ne segue in particolare

E,F ∈M, E ⊂ F ⇒ m(E) ≤ m(F );

3. se E è misurabile, il suo complementare {E := RN \ E è misurabile; ne segue che

(En)n è una successione di insiemi misurabili, l’intersezione
∞⋂
n=1

En è misurabile;

4. se E è un sottoinsieme di RN con m∗(E) = 0, allora E è misurabile (e m(E) = 0);

5. se A è aperto allora A è misurabile; ne segue che se C è chiuso allora C è misurabile;

6. Se (En)n∈N è una successione di insiemi misurabili crescenti,cioè En ⊂ En+1, allora

m

(⋃
n∈N

En

)
= lim

n→∞
m(En).

7. Se (En)n∈N è una successione di insiemi misurabili descescenti, cioè En+1 ⊂ En, e
se m(E1) < +∞, allora

m

(⋂
n∈N

En

)
= lim

n→∞
m(En).

4.1.7 Osservazione. Notiamo di nuovo che in tutti i punti sopra la misura può essere
infinita. Ciò non pone ambiguità in quanto trattandosi di numeri positivi somme, serie,
limiti e diseguaglianze hanno senso con eventuale valore +∞.

4.1.8 Definizione. Diremo che un insieme E è (Lebesgue-) trascurabile se m(E) = 0.

Ogni insieme fatto da un numero finito di punti è ovviamente trascurabile. Anche N
e Z sono trascurabili in quanto N =

∞⋃
n=0

{n} e Z =
∞⋃
n=0

{n,−n}. Ma anche l’inseme Q

dei numeri razionali è trascurabile. Infatti è noto che anche Q è “numerabile”, cioè è

immagine di una successione (qn), cioè Q =
∞⋃
n=0

{qn}. Quest’ultimo esempio permette di

esibire un insieme misurabile secondo Lebesgue ma non secondo Peano: basta prendere
in R l’insieme E = [0, 1] ∩ Q che non è misurabile secondo Peano (e quindi non si può
definire mR(E)) mentre E è misurabile secondo Lebesgue e m(E) = 0.

4.1.9 Teorema (confronto con la misura di Peano). Se A è un insieme limitato misurabile
secondo Riemann, allora A è misurabile secondo Lebesgue e m(A) = mR(A).

Idea di dimostrazione. Se A è misurabile secondo Peano, per ogni ε > 0 si trovano due
plurirettangoli P ′ e P ′′ tali che P ′ ⊂ A ⊂ P ′′, |P ′′ \ P ′| < ε. Ma allora A∆P ′ ⊂ P ′′ \ P ′ e
quindi per definizione di misura esterna, m∗(A∆P ′) < ε.
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Fatta la misura facciamo l’integrale.

4.1.10 Definizione. Sia f : RN → [0,+∞]. Diciamo che f è misurabile secondo Lebesgue
se epi(f) è un insieme misurabile in RN+1. Per una tale f chiamiamo integrale di f
l’espressione ∫

RN
f(x) dx := m(epi(f))

Tale integrale può benissimo essere +∞. Se invece si considera una funzione f : RN →
[−∞,∞] diremo che essa è misurabile se la parte positiva f+ e parte negativa f− sono
entrambe misurabili.

Diremo che f è integrabile se f è misurabile e se gli integrali di f+ e f− sono entrambi
finiti. In tal caso chiameremo integrale di f l’espressione∫

RN
f(x) dx :=

∫
RN
f+(x) dx−

∫
RN
f−(x) dx

Notiamo dunque che le funzioni misurabili positive hanno sempre integrale (eventualmente
infinito) mentre le funzioni a segno variabile hanno integrale solo quando questo è finito.

Infine se A è un insieme misurabile e f : A→ R è una funzione possiamo dire che f è
misurabile (integrabile) su A se la funzione f̃ che è eguale a f su A e vale zero fuori di A
è misurabile (integrabile). Si definisce inoltre l’integrale di f su A come∫

A

f(x) dx :=

∫
RN
f̃(x) dx.

Notiamo che insiemi misurabili o funzioni integrabili non sono necessariamente limitati.

4.1.11 Definizione. Nel seguito diremo che una proprietà P(x) è vera quasi ovunque
in RN o che P(x) vale per quasi ogni x di RN , se l’insieme delle x di RN per cui P(x)
è falsa è trascurabile. Per esempio diremo che una funzione f è quasi ovunque nulla o
equivalentemente che f(x) = 0 per quasi ogni x, intendendo con questo che l’insieme
{x : f(x) 6= 0} ha misura zero. Analogamente diremo che due funzioni f e g sono eguali
quasi ovunque se la loro differenza è quasi ovunque nulla. Per esempio la funzione f
dell’esempio (2.3.15) è quasi ovunque nulla.

Diremo anche che una successione di funzioni converge puntualmente quasi ovunque
su A a una funzione f , se si ha lim

n→∞
fn(x) = f(x) per tutte le x di A tranne al più un

insieme trascurabile.

4.1.12 Proposizione (proprietà delle funzioni misurabili/integrabili).

1. Se f e g sono misurabili allora f + g e fg sono misurabili 1. Inoltre se f e g sono
integrabili, e c ∈ R, allora f + g e cf sono integrabili e si ha∫

RN
(f(x) + g(x)) dx =

∫
RN
f(x) dx+

∫
RN
g(x) dx,∫

RN
(cf(x)) dx = c

∫
RN
f(x) dx.

2. Se f è misurabile allora |f | è misurabile (il viceversa non è vero).
Se f è misurabile allora f è integrabile se e solo se |f | è integrabile.

1bisognerebbe dire cosa si intende per f(x) + g(x) se f(x) = +∞ e g(x) = −∞, o viceversa; si vede
però che si può decidere di porre tale somma eguale ad un valore arbitrario e i risultati scritti sono veri
- nel caso poi dell’integrabilità si può vedere che tali x costituiscono un insieme trascurabile che non
influenza il valore dell’integrale.
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3. Se f è misurabile, g è integrabile e |f | ≤ g, allora f è integrabile e∣∣∣∣∫
RN
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
RN
|f(x)| dx ≤

∫
RN
g(x) dx.

4. Se f è integrabile ed è positiva allora il suo integrale è positivo; inoltre∫
RN
f(x) dx = 0⇒ f(x) = 0 per quasi ogni x (f = 0 quasi ovunque).

5. f è misurabile se e solo se tutti gli insiemi Ec := {x : f(x) ≤ c} con c ∈ R sono
misurabili.

6. Se f è misurabile e g = f quasi ovunque, allora g è misurabile.
Se f è integrabile e g = f quasi ovunque, allora g è integrabile e gli integrali sono
gli stessi. In particolare se f è misurabile e A è trascurabile, allora f è integrabile
su A e

∫
A
f = 0.

7. Se (fn)n è una successione di funzioni misurabili che tendono puntualmente ad una
funzione f : fn(x) → f(x) per ogni x, allora f è misurabile. Lo stesso è vero se
fn → f quasi ovunque.

4.1.13 Proposizione (confronto con l’integrale di Riemann). Valgono i fatti seguenti.

• Se f è una funzione limitata con supporto compatto integrabile secondo Riemann,
allora è integrabile e le due definizioni di integrale coincidono.

• Se f è assolutamente integrabile in senso improprio secondo Riemann (su un inter-
vallo di R) allora è integrabile e l’integrale improprio coincide con l’integrale.

In particolare le funzioni continue o continue a tratti sono certamente misurabili e sono
integrabili sugli intervalli chiusi e limitati.
Invece le funzioni integrabili in senso improprio secondo Riemann che non siano assolu-
tamente integrabili non sono integrabili secondo Lebesgue (perché parte positiva e parte

negativa hanno entrambe integrale infinito). Per esempio f(x) =
sin(x)

x
non è integrabile

secondo Lebesgue su R.

Il rapporto tra le varie nozioni di integrale è schematizzato nella figura (4.2).

4.1.14 Teorema (di Lebesgue o della convergenza dominata).
Siano A misurabile e fn : A→ [−∞,+∞] delle funzioni misurabili. Supponiamo che (fn)
converga puntualmente (quasi ovunque) x su A a una funzione f .
Supponiamo inoltre che esista g integrabile in RN con la proprietà |fn(x)| ≤ g(x) per ogni
n in N e per (quasi) ogni x in A. Allora la funzione f è integrabile e∫

A

f(x) dx = lim
n→∞

∫
A

fn(x) fx.

4.1.15 Esempio. Abbiamo già visto che la convergenza puntuale in generale non implica
la convergenza degli integrali. Mostriamo ora un altro controesempio di questo fatto,
confrontandolo con il teorema precedente. Possiamo considerare la la seguente successione
di funzioni su R:

fn(x) :=

{
n se 0 < x ≤ 1

n

0 se x ≤ 0 oppure x > 1
n
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Figura 4.2: Confronto tra varie nozioni di integrale

Si vede facilmente che
∫
R fnx) dx =

∫ 1/n

0
n dx = 1

n
n = 1 ma che per ogni x fissato fn(x) = 0

se x ≤ 0 o se x > 0 e n > 1/x; ne segue che fn(x) → 0 e dunque l’integrale non
passa al limite. In effetti il teorema di convegenza dominata non può valere dato che
“l’inviluppo”delle fn è la funzione 1/x che non è integrabile.

Dal teorema di Lebesgue si deducono i seguenti teoremi di passaggio al limite sotto
il segno di integrale. Notiamo che, tra le ipotesi scritte sotto, quella di misurabilità (che
pure dobbiamo mettere) è verificata praticamente sempre - lo è per esempio non appena
la funzione è continua (o continua a tratti). L’ipotesi cruciale è il fatto che gli integrandi
siano dominati uniformemente rispetto al parametro.

4.1.16 Teorema. Sia A un aperto di RN e sia F : A× RM → R una funzione tale che

· per ogni y fissato in RM la funzione x 7→ F (x, y) è continua in A;

· per ogni x fissato in A la funzione y 7→ F (x, y) è misurabile;

· esiste g : RM → R integrabile tale che |F (x, y)| ≤ g(y) ∀x, ∀y.

(la terza proprietà si può interpretare dicendo che la funzione y 7→ F (x, y) è integrabile
in y “uniformemente rispetto a x in A”).
Allora la funzione f : A→ R definita da

f(x) :=

∫
RM

F (x, y) dy

è continua, cioè per ogni x0 in I:

lim
x→x0

∫
RM

F (x, y) dy =

∫
RM

F (x0, y) dy

Supponiamo ora che k sia tra 1 ed N e che, oltre alle precedenti, si abbia:

· per ogni y fissato in RM x 7→ F (x, y) ha derivata parziale k-esima continua;

· per ogni x fissato in A la funzione y 7→ ∂

∂xk
F (x, y) è misurabile;

· esiste g1 : RM → R integrabile tale che

∣∣∣∣ ∂∂xkF (x, y)

∣∣∣∣ ≤ g1(y) ∀x, ∀y.
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Allora la funzione f è derivabile rispetto a xk e si può derivare sotto il segno di integrale:

∂

∂xk
f(x) =

∫
RM

∂

∂xk
F (x, y) dy.

4.1.17 Esempio. Consideriamo

f(x) :=

∫ +∞

0

e−xy
2

dy.

La funzione scritta sopra ha senso se e solo se x > 0 (altrimenti l’integrale è infinito).
Ci possiamo chiedere allora se f sia continua o derivabile in ]0,+∞[. Per provare la
continuità, cercando di applicare la prima parte del teorema precedente, si è indotti a
cercare una funzione integrabile g tale che

e−xy
2 ≤ g(y) ∀x > 0,∀y ≥ 0.

Si capisce facilmente che una tale g non si può trovare, perché in tal caso la f(x) verrebbe
finita anche in zero. Possiamo però fissare un numero a > 0 e ragionare su [a,+∞[. È
immediato che

e−xy
2 ≤ e−ay

2 ∀x ≥ a,∀y ≥ 0

da cui si deduce la continuità di f in ]a,+∞[ (essendo g(y) := e−ay
2

integrabile su [0,+∞[).
Dato però che a > 0 è arbitrario se ne deduce che f è continua su tutto ]0,+∞[.
Per studiare la derivabilità conviene fissare 0 < a < b < +∞ e notare che∣∣∣∣ ∂∂ye−xy2

∣∣∣∣ = 2xye−xy
2 ≤ 2bye−ay

2 ∀x ∈ [a, b], ∀y ≥ 0.

Allora f è derivabile in ]a, b[ e per ogni x in ]a, b[ si ha

f ′(x) = −2x

∫ +∞

0

ye−xy
2

dy.

Per l’arbitrarietà di a e b tale risultato è valido per ogni x > 0.
Osserviamo che in realtà le proprietà della funzione sopra si possono trovare più

facilmente mediante il cambio di variabile s =
√
xy nell’integrale, da cui:

f(x) =
1√
x

∫ +∞

0

e−s
2

ds.

Un altro teorema di passaggio al limite, questa volta sotto il segno di serie, si ottiene dal
teorema di Lebesgue ricordando che una serie

∑
n∈N

an si può sempre vedere come l’integrale

su [0,+∞[ della funzione costante a tratti f(x) := a[x]. Si ha allora:

4.1.18 Teorema (Teorema di Lebesgue per le serie). Sia (an,m) una successione a due
indici. Supponiamo che

• per ogni n esiste an := lim
m→∞

an,m;

• esista una successione (bn) tale che bn ≥ 0 e∑
n∈N

bn < +∞, |an,m| ≤ bn ∀n,m.
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Allora (an) è sommabile e

lim
m→∞

∑
n∈N

an,m =
∑
n∈N

an.

I seguenti teoremi stabiliscono che gli integrali in RN sono degli “integrali multipli”.
È importante il fatto che il primo teorema (che riguarda funzioni positive) vale anche se
gli integrali sono infiniti e può essere allora usato come criterio di integrabilità.

4.1.19 Teorema (di Tonelli). Supponiamo che la funzione f : RN+M → [0,+∞] sia
misurabile. Per ogni y in RM poniamo fy(x) := f(x, y): Allora:

• per quasi ogni y in RM fy è misurabile su RN ;

• se poniamo F (y) :=
∫
RM fy (definendola a piacere dove fy non è misurabile),allora

F è misurabile su RM ;

• si ha ∫
RN+M

f(x, y) dx dy =

∫
RM

F (y) dy =

∫
RM

 ∫
RN

f(x, y) dx

 dy.

Notiamo che, in particolare, scambiando x e y, si vede che gli integrali fatti nell’ordine
inverso portano allo stesso risultato.

4.1.20 Osservazione (principio di Cavalieri). Sia A un insieme misurabile di RN+M e per
ogni y0 in RM indichiamo con Ay0 l’insieme A∩ {(x, y) : y = y0} cioè la sezione di A fatta
tramite l’iperpiano di equazione y = y0. Allora (come si vede facilmente applicando il
teorema di Tonelli alla funzione che vale 1 su A e zero fuori di A):

• per quasi ogni y in RM si ha che Ay è un sottoinsieme misurabile di RN ;

• la funzione y 7→ m(Ay), definita a piacere dove non ha senso, è misurabile su RM ;

• si ha

m(A) =

∫
RM

m(Ay) dy.

4.1.21 Osservazione. Si deduce dal teorema di Tonelli che tratti rettilinei sono trascurabili
nel piano: per esempio l’asse x è trascurabile in quanto la misura della sua sezione con
una qualunque parallela all’asse y è trascurabile (essendo fatta da un singolo punto).

4.1.22 Osservazione. Il teorema di Tonelli può essere usato come criterio di integrabilità:
per verificare se una f(x, y) è integrabile su RN+M basta controllare se∫

RM

(∫
RN
|f(x, y)| dx

)
dy < +∞

dato che f è integrabile se e solo se |f | è integrabile.

Nel prossimo teorema, a differenza di quanto fatto nel precedente, si suppone che f
sia integrabile. Come prima fy(x) = f(x, y).

4.1.23 Teorema (di Fubini). Sia f : RN+M → R una funzione integrabile. Allora:

• per quasi ogni y in RM fy è integrabile su RN ;

• se poniamo F (y) :=
∫
RM fy (definendola a piacere dove fy non è integrabile),allora

F è integrabile su RM ;
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• si ha ∫
RN+M

f(x, y) dx dy =

∫
RM

F (y) dy =

∫
RM

 ∫
RN

f(x, y) dx

 dy.

Anche in questo caso (se vale l’ipotesi che ora è l’integrabilità di f) gli integrali iterati
non dipendono dall’ordine in cui sono svolti.

4.1.24 Teorema (di cambio di variabile). Supponiamo che A sia un aperto di RN e che
Φ : A→ RN sia una applicazione iniettiva e C1(A).
Allora ogni sottoinsieme misurabile E di A di ha che Φ(E) è misurabile, Inoltre se f :
Φ(E)→ [−∞,+∞] è integrabile si ha∫

Φ(E)

f(x) dx =

∫
E

f(Φ(y)) |det (JΦ(y))| dy

dove JΦ indica la matrice Jacobiana di Φ: (JΦ)i,j(y) =
∂

∂yi
Φj(y).

4.1.25 Esempio (coordinate polari). Consideriamo Φ : R2 → R2 definita da Φ(ρ, θ) =
(ρ cos(θ), ρ sin(θ)). È immediato verificare che:

JΦ(ρ, θ) =

(
cos(θ) sin θ

−ρ sin(θ) ρ cos(θ)

)
⇒ detJΦ = ρ.

Peraltro Φ non è iniettiva come si vede subito, sia perché Φ(0, θ) = (0, 0) per qualunque
θ, sia perché Φ(ρ, θ+2πk) = Φ(ρ, θ) per k intero. Se prendiamo A := {ρ > 0, 0 < θ < 2π}
si vede facilmente che A è un aperto e che Φ è iniettiva su A; peraltro l’immagine di
A è B := R2 \ {0} × [0,+∞[ che non esaurisce tutto R2. Se invece prendiamo A1 :=
{ρ ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π} (A1 = Ā) allora immagine di A1 è tutto R2 (ma A1 non è aperto e
Φ non è iniettiva su A1). Notiamo però che A1 \ A è trascurabile in quanto formato da
tratti rettilinei (anche se alcuni illimitati) e per lo stesso motivo è trascurabile R2 \ B =
{0} × [0,+∞[.

A questo punto prendiamo un insieme misurabile F in R2 e una funzione f : F →
[−∞,+∞] integrabile.
Definiamo E := {(ρ, θ) ∈ A1 : Φ(ρ, θ) ∈ F} = Φ−1(F )∩A1; poniamo anche F ∗ := F \{0}×
[0,+∞[= F ∩B ed E∗ := {(ρ, θ) ∈ A : Φ(ρ, θ) ∈ F ∗} = Φ−1(F )∩A. Dunque Φ(E) = F e
Φ(E∗) = F ∗ e si ha:∫

F

f(x, y) dx dy =

∫
F ∗
f(x, y) dx dy =

∫
Φ(E∗)

f(x, y) dx dy =∫
E∗
f(Φ(ρ, θ))ρ dρ dθ =

∫
E

f(Φ(ρ, θ))ρ dρ dθ

(nel primo e nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato la trascurabilità di F \ F ∗ ⊂ R2 \B
e di E \ E∗ ⊂ A1 \ A mentre nel passaggio tra la prima riga e la seconda abbiamo usato
il teorema di cambio di variabile).

4.1.26 Esempio. Consideriamo la funzione f(x, y) = e−(x2+y2). Passando in coordinate
polari (A1 è quello di prima) e poi applicando Fubini-Tonelli:∫

R2

e−(x2+y2) dx dy =

∫
A1

ρe−ρ
2

dρ dθ =

∫ 2π

0

(∫ +∞

0

ρe−ρ
2

)
dθ =

2π
1

2

∫ +∞

0

e−t dt = π
[
−e−t

]+∞
0

= π
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Notiamo peraltro che (sempre per Fubini-Tonelli):∫
R2

e−(x2+y2) dx dy =

∫
R2

e−x
2

e−y
2

dx dy =

∫
R

e−x
2

dx

∫
R

e−y
2

dy

 =

(∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

)2

da cui ∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π.

4.2 Spazi di funzioni con norme integrali

4.2.1 Definizione. Dato un insieme misurabile A di RN consideriamo:

L 1(A) := {funzioni integrabili su A} ,
L 2(A) := {funzioni f misurabili su A tali che |f |2 sia integrabile} ,
L∞(A) := {funzioni f misurabili su A tali che ∃M per cui |f | ≤M quasi ovunque} .

Gli elementi di L 2(A) sono dette funzioni a quadrato sommabile o a energia finita (dove
l’energia di f è l’integrale di f 2). Le funzioni di L∞ sono dette essenzialmente limitate.

4.2.2 Definizione (norme integrali). Data f misurabile poniamo:

‖f‖1 :=

∫
A

|f(x)| dx,

‖f‖2 :=

√∫
A

|f(x)|2 dx,

‖f‖∞ := inf {M ∈ R : |f(x)| ≤M per quasi ogni x} .

Questi numeri possone essere infiniti; è chiaro peraltro che:

L 1(A) = {f : ‖f‖1 < +∞} , L 2(A) = {f : ‖f‖2 < +∞} , L∞(A) = {f : ‖f‖∞ < +∞} .

4.2.3 Osservazione. Tutte le nozioni di integrale sono state date, fino ad ora, per funzioni
a valori reali (estesi). Si può ripetere tutto per funzioni a valori complessi dicendo sem-
plicemente che una funzione f : RN → C è misurabile/integrabile se e solo se <ef e =mf
(che sono a valori reali) sono entrambe misurabili/integrabili. Con questa definizione ri-
sulta immediatamente che se f è misurabile allora f integrabile se e solo se |f | integrabile
(n.b. il modulo di f è una funzione reale). Si possono definire quindi gli L 1, L 2 ed L∞

anche per funzioni a valori complessi pur di sostituire il valore assoluto con il modulo.

4.2.4 Proposizione. Valgono le seguenti proprietà, di facile dimostrazione:

• L 1(A), L 2(A), L∞(A) sono spazi lineari;

• ‖·‖1, ‖·‖2 e‖·‖∞ verificano le proprietà (2) e (3) della norma (vedi la definizione
2.3.6). Non vale invece la (1) dato che – se ‖f‖ è una tra ‖f‖1, ‖f‖2 e ‖f‖∞:

‖f‖ = 0⇔ f(x) = 0 per quasi ogni x.
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• se f ∈ L 1(A) e se g ∈ L∞(A), allora fg ∈ L 1(A); inoltre ‖fg‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖∞.

• se f, g ∈ L 2(A), allora fg ∈ L 1(A); inoltre ‖fg‖1 ≤
1
2
‖f‖2

2 + 1
2
‖g‖2

2.

Per fare in modo di avere degli spazi normati con le norme integrali sopra introdotte
dobbiamo introdurre un’altra definizione.

4.2.5 Definizione. Sia A un insieme misurabile di RN . Date due funzioni misurabili f
e g diciamo che sono equivalenti e scriviamo f ∼ g se f e g sono eguali quasi ovunque.
Considereremo 2

L1(A) = L 1(A) in cui funzioni equivalenti sono considerate eguali,

L2(A) = L 2(A) in cui funzioni equivalenti sono considerate eguali,

L∞(A) = L∞(A) in cui funzioni equivalenti sono considerate eguali.

Con queste definizioni le due funzioni

f(x) = 0 per ogni x, g(x) =

{
1 se x ∈ Q ,

0 se x /∈ Q ,

“sono lo stesso oggetto” in L1/L2/L∞ (sono due rappresentanti della stessa classe di
equivalenza) dato che l’insieme Q è trascurabile. Per lo stesso motivo anche la funzione
f dell’esempio (2.3.15) è (un rappresentante dello) lo zero in L1([0, 1]).
Possiamo infine considerare ‖f‖1/ ‖f‖2/ ‖f‖∞ per f in L1(A)/L2(A)/L∞(A). 3.

Si vede allora che vale il seguente risultato.

4.2.6 Proposizione.

• ‖·‖1 è una norma in L1(A);

• ‖·‖2 è una norma in L2(A);

• ‖·‖∞ è una norma in L∞(A).

È vero anche il seguente importante risultato.

4.2.7 Teorema. Gli spazi L1(A), L2(A) ed L∞(A) sono completi.

L’importanza dello spazio L2 sta nel fatto che in L2 si può introdurre un prodotto sca-
lare e si può di conseguenza parlare di ortogonalità e di proiezioni. Dato che ci interesserà
anche il caso complesso, diamo la definizione direttamente in questo caso.

4.2.8 Definizione (prodotto scalare in L2). Date due funzioni f, g in L2(A) (a valori
complessi) definiamo il prodotto scalare 〈f, g〉 tra f e g ponendo

〈f, g〉 :=

∫
A

f(x)g(x) dx

(l’integrale ha senso perchè se f e g sono in L2(A) allora fg è integrabile).
Si diremo che f è ortogonale a g se 〈f, g〉 = 0.

2Per definire rigorosamente questi insiemi bisognerebbe parlare di classi di equivalenza rispetto alla
relazione introdotta sopra: data f misurabile si definisce [f ] := {g misurabile : g ∼ f}; allora [f ] si dice
la classe di equivalenza di f rispetto a ∼, mentre f si dice un rappresentante [f ] - inoltre [f ] = [g]
se e solo se f ∼ g. Con queste definizioni L1(A) =

{
[f ] : f ∈ L 1(A)

}
, L2(A) =

{
[f ] : f ∈ L 2(A)

}
e

L∞(A) = {[f ] : f ∈ L ∞(A)}.
3In realtà dovremmo dire che ‖f‖1 =

∥∥∥f̃∥∥∥
1

dove f̃ è un qualunque rappresentante di f , notando che

tale definizione sta in piedi perché funzioni equivalenti hanno lo stesso integrale.
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Il prodotto scalare ha le seguenti proprietà: date f, g in L2(A) e z in C:

• 〈f, g〉 = 〈g, f〉, 〈f, f〉 = ‖f‖2;

• 〈f1 + f2, g〉 = 〈f1, g〉+ 〈f2, g〉, 〈f, g1 + g2〉 = 〈f, g1〉+ 〈f, g2〉;

• 〈zf, g〉 = z 〈f, g〉, 〈f, zg〉 = z̄ 〈f, g〉

La seguente diseguaglianza ha una notevole importanza ed è sostanzialmente indipendente
da come è stato definito il prodotto scalare, dipendendo solo dalle proprietà elencate sopra.

4.2.9 Teorema (disuguaglianza di Schwartz). Siano f e g in L2. Allora

| 〈f, g〉 | ≤ ‖f‖ ‖g‖ .

In altri termini, per ogni f e g in L2(A) (L 2(A)) vale:∣∣∣∣∫
A

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ ≤
√∫

A

|f(x)|2 dx

√∫
A

|g(x)|2 dx.

Dimostrazione. Per z ∈ C si ha:

0 ≤‖f − zg‖ = 〈f − zg, f − zg〉 = 〈f, f〉 − 〈f, zg〉 − 〈zg, f〉+ 〈zg, zg〉 =

‖f‖2 − 2<e (z̄ 〈f, g〉) + |z|2 ‖g‖2 .

Se prendiamo z del tipo x 〈f, g〉 con x reale, otteniamo:

0 ≤ p(x) := ‖f‖2 − 2x| 〈f, g〉 |2 + x2| 〈f, g〉 |2 ‖g‖2 ∀x ∈ R.

Allora polinomio di secondo grado p(x) deve avere discriminante negativo, cioè

| 〈f, g〉 |4 − ‖f‖2 | 〈f, g〉 |2 ‖g‖2 ≤ 0⇔ | 〈f, g〉 |2 ≤ ‖f‖2 ‖g‖2 .

Trattandosi di numeri positivi si può passare alla radice e ottenere la tesi.

4.2.10 Osservazione. Se (fn)n è una successione di funzioni di L1(A) ed f ∈ L1(A) allora

fn
L1

−→ f ⇒
∫
A

fn →
∫
A

f. (4.3)

Infatti l’operatore lineare I(f) :=
∫
A
f è lineare su L1(A) è continuo in quanto

|I(f)| =
∣∣∣∣∫
A

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
A

|f | = ‖f‖1

(e dunque ‖I‖ ≤ 1 – si può vedere che ‖I‖ = 1).
Analogamente se (fn)n e (gn)n sono due successioni di funzioni di L2(A) ed f, g ∈ L2(A):

fn
L2

−→ f, gn
L2

−→ g ⇒
∫
A

fngn →
∫
A

fg. (4.4)

4.2.11 Osservazione. Se l’insieme A ha misura finita allora, per ogni f misurabile

‖f‖1 ≤
√
m(A) ‖f‖2 ‖f‖2 ≤

√
m(A) ‖f‖∞ , (4.5)
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da cui si deducono le inclusioni L∞(A) ⊂ L2(A) ⊂ L1(A).
La prima disuguaglianza segue dalla disuguaglianza di Schwartz con g = 1:∫

A

|f(x)| dx =

∫
A

|f(x)| · 1 dx ≤

√∫
A

|f(x)|2 dx

√∫
A

12 dx

(la seconda è immediata). Da (4.5) segue anche (sempre se A è limitato):

fn
L∞−→ f ⇒ fn

L2

−→ f ⇒ fn
L1

−→ f.

Se invece m(A) = +∞, allora i due spazi L1(A) e L2(A) sono inconfrontabili. Per esempio

se A = R la funzione f1(x) =
x

1 + x2
non è in L1(R) perché all’infinito è dell’ordine di

1

x
che non è integrabile, ma è in L2(R) perchè il suo quadrato è dell’ordine di

1

x2
che

è integrabile all’infinito. D’altra parte la funzione f2(x) =
1√

|x|(1 + x2)
è in L1(R) ma

non in L2(R) – all’infinito non ci sono problemi né per f2 né per f 2
2 , mentre in zero f2 è

dell’ordine di
1√
|x|

che è integrabile e f 2
2 è dell’ordine di

1

|x|
che non è integrabile.

4.2.12 Osservazione. Se A è un compatto di RN allora le funzioni continue su A sono

elementi di L∞(A) ( dunque di L2(A) ⊂ L1(A)) 4 e dire fn
unif−→ f equivale a fn

L∞−→ f . In
effetti la norma ‖·‖∞ è la vecchia norma uniforme per le funzioni limitate (con la differenza
del senso quasi ovunque per le funzioni). Possiamo quindi pensare che lo spazio C(A) sia
un sottospazio chiuso di L∞(A).

4.2.13 Esempio. Consideriamo α > 0 e la successione di funzioni (fn) definite da

fn(x) =

{
nα se 0 ≤ x ≤ 1

n
;

0 < altrimenti.

Allora:

‖fn‖1 =

∫ +∞

−∞
|fn(x)| dx =

∫ 1
n

0

nα dx =
nα

n
= nα−1.

e quindi fn
L1

−→ 0 se e solo se α < 1. Invece

‖fn‖2 =

(∫ +∞

−∞
|fn(x)|2 dx

) 1
2

=

(∫ 1
n

0

n2α dx

) 1
2

=

(
n2α

n

) 1
2

= nα−
1
2 ,

e in questo caso fn
L2

−→ 0 se e solo se α < 1
2
. Dunque le due convergenze non coincidono

in generale (si potrebbe anche vedere che (fn) non ha limite in L2(R) quando α ≥ 1
2

e non
ha limite in L1(R) quando α ≥ 1).

Concludiamo con un confronto (senza dimostrazione) tra convergenza in L1 o L2 e la
convergenza puntuale. Diciamo subito che in generale

non è detto che fn
L1

−→ f ⇒ fn(x)→ f(x) per (quasi) ogni x

Vale però il seguente risultato

4a patto, sempre, di pensare alle classi di equivalenza; in questo senso dire che una f di L1(A) è
continua significa dire che c’è una funzione continua quasi ovunque eguale a f .



4.3. APPROSSIMAZIONI IN NORMA INTEGRALE 105

4.2.14 Proposizione. Se fn
L1

−→ f oppure se fn
L2

−→ f , allora esiste una sottosuccessione
(fnk) tale che fnk(x)→ f(x) per quasi ogni x.

In particolare se ne ricava che:

fn
L1

−→ f (fn
L2

−→ f) e fn → g quasi ovunque ⇒ f = g

cioè la convergenza quasi ovunque individua il limite (se esiste) in L1/L2.

4.3 Approssimazioni in norma integrale

4.3.1 Proposizione. Sia E misurabile. Allora esiste una successione (Pn)n di pluriret-
tangoli numerabili tali che

lim
n→+∞

m(E∆Pn) = 0.

Se inoltre m(E) < +∞ è anche limitato, allora i Pn si possono trovare finiti.

Idea di dimostrazione. L’esistenza dei Pn segue abbastanza facilmente dalla definizione
di misurabilità. Nel caso in cui m(E) < +∞ ogni Pn ha misura finita. Ma allora,

se Pn =
∞⋃
j=1

Rj si vede che, passando a un’unione finita P ′n :=
k⋃
j=1

Rj, la misura della

differenza |Pn \ P ′n| diventa piccola a piacere pur di prendere k(= kn) abbastanza grande,
e allora vale anche m(E∆P ′n)→ 0.

4.3.2 Definizione. Se A è un insieme misurabile chiamiamo indicatrice di A la funzione
1A definita da 1A(x) = 1 se x ∈ A, 1A(x) = 0 se x /∈ A. L’indicatrice di A è misurabile,
positiva e m(A) =

∫
RN 1A.

Diremo che una g è costante a tratti se si può scrivere g =
∑n

k=1 1Rk dove R1, . . . , Rk

sono rettangoli. Notiamo che una tale g è integrabile se e solo se tali rettangoli sono tutti
limitati.
Se A è un insieme aperto chiamiamo C∞c (A) l’insieme delle funzioni f : RN → R infini-
tamente derivabili e tali che il supporto di f è limitato ed è contenuto in A (tale f deve
fare zero fuori da un chiuso limitato che non tocca il bordo di A).

4.3.3 Proposizione. Sia A un insieme misurabile e sia f in L1(A) (oppure in L2(A)).
Consideriamo la funzione f̃ definita su tutto RN ponendo f̃(x) = f(x), se x ∈ A, f̃(x) = 0,
se x /∈ A Allora

• esiste una successione (fn) di funzioni costanti a tratti tali che fn
L1

−→ f̃ (rispettiva-

mente fn
L2

−→ f̃ ; inoltre si può anche ottenere che fn(x) → f̃(x) per quasi ogni x,
cioè fn → f̃ quasi ovunque 5 ;

• se f è anche limitata, allora le fn si possono trovare tutte equilimitate: fn(x) ≤ C
∀n, ∀x per una opportuna costante (fissa) C;

• Se A è aperto allora le fn, invece di costanti a tratti, si possono trovare in C∞c (A).

Idea di dimostrazione. La dimostrazione di queste proprietà discende dall’approssimabi-
lità in misura di un insiemi misurabile mediante plurirettangoli finiti stabilita nella propo-
sizione 4.3.1, dato che (a meno di qualche precisazione) approssimare l’epigrafico di una
funzione integrabile mediante dei plurirettangoli finiti in RN+1 equivale ad approssimare
f con funzioni costanti a tratti. La convergenza puntuale quasi ovunque si può dedurre

5notiamo che le fn (f2n) sono integrabili e dunque fn(x) = 0 fuori da un disco (che dipende da n)
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dalla 4.2.14.
Nel caso dell’aperto infine è abbastanza intuitivo (anche se lungo da dimostrare) che le
funzioni costanti a tratti si possono “arrotondare”vicino ai punti di salto senza far variare
troppo l’integrale. In questo modo si riesce a dimostrare l’approssimabilità (in integrale)
mediante funzioni regolari.

Vediamo ora alcune conseguenze delle approssimazioni sopra indicate.

4.3.4 Proposizione (principio di eguaglianza debole). Sia A un aperto f una funzione
di f ∈ L 1(A). Se si ha ∫

A

f(x)φ(x) dx = 0 ∀φ in C∞c (A)

allora f è quasi ovunque nulla (quindi f = 0 se la pensiamo in L1(A) ). Ne segue che, se
f, g ∈ L 1(A) e se ∫

A

f(x)φ(x) dx =

∫
A

g(x)φ(x) dx ∀φ in C∞c (A) (4.6)

allora f = g quasi ovunque (quindi f e g sono la stessa funzione in L1(A) ). Lo stesso
discorso vale in L 2(A).

Dimostrazione. Supponiamo per semplicità che A sia limitato (si può fare lo stesso senza,
ma è più complicato). Allora se A+ := {x : f(x) > 0}, A− := {x : f(x) < 0}, A+ e A−

sono misurabili e la funzione g := 1A+ − 1A− è integrabile. Dunque possiamo trovare

una successione φn di funzioni C∞c (A) tali che φn
L1

−→ g e φn → g quasi ovunque; dato
che |g| ≤ 1 possiamo anche supporre che |φn(x)| ≤ C per ogni x e per ogni n, dove C è
un’opportuna costante. Allora si ha che fφn → fg = |f | e anche |f(x)φn(x)| ≤ C|f(x)| e
quest’ultima è una funzione integrabile che non dipende da n. Applicando il teorema di
Lebesgue

0 =

∫
A

f(x)φn(x) dx→
∫
A

|f(x)| dx⇒
∫
A

|f(x)| dx = 0

e dunque f = 0.

4.3.5 Osservazione. Data f in L1(A) possiamo considerare l’operatore Lf che ad ogni φ
in C∞c (A) fa corrispondere il numero Lfφ :=

∫
A
fφ. Tale operatore è lineare e per la (4.6)

la conoscenza di Lf su tutte le φ in C∞c (A) individua la f a meno di quasi ovunque (cioè
individua la f come elemento di L1(A).

Conviene pensare che ognuna di queste funzioni φ rappresenti una “misurazione”che
si può effettuare per cercare di trovare i valori di f , misurazione il cui risultato è Lfφ.
Con questa classe di misurazioni non potrò mai trovare l’esatto valore f(x0) in un punto
assegnato x0 dato che il risultato Lfφ coinvolge tutti i punti del supporto di φ; potrò però
andarci arbitrariamente vicino pur di prendere il supporto sempre più concentrato vicino
al punto x0.
Un altro modo di interpretare il risultato detto sopra è dire che, se due fenomeni f e g
sono diversi (nel senso che f differisce da g su un insieme non trascurabile), allora si trova
una misurazione φ che li distingue, tale cioè che Lfφ 6= Lgφ.
Il fatto di utilizzare gli integrali per fare le misurazioni (è abbastanza intuitivo supporre
che non si possa fare altro che delle “medie”) porta inevitabilmente al fatto che (anche
ammettendo di avere a disposizione misurazioni arbitrariamente accurate) si può conoscere
f solo quasi ovunque, da cui la necessità della relazione di equivalenza introdotta all’inizio.

Un altro risultato che ci servirà più avanti è il seguente.
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4.3.6 Lemma (di Riemann). Sia f una funzione integrabile su R. Allora

lim
n→+∞

∫
R
f(x) sin(nx) dx = 0.

Dimostrazione. Supponiamo prima che f = 1[a,b] con a < b reali. Allora∫
R
f(x) sin(nx) dx =

∫ b

a

sin(nx) dx =

[
− cos(nx)

n

]b
a

=
cos(a)− cos(b)

n
→ 0.

Per linearità la stessa proprietà vale se f è costante a tratti. Passiamo al caso generale
f ∈ L1(R). Per (4.3.3) possiamo trovare una successione (fk)k di funzioni costanti a

tratti tali che fk
L1

−→ f per k → +∞. Sia ε > 0. Prima di tutto si trova un k tale che
‖f − fk‖1 < ε/2. Dato che fk è costante a tratti, per il punto (2), esiste n̄ tale che∣∣∣∣∫

R
fk(x) sin(nx) dx

∣∣∣∣ < ε/2 ∀n ≥ n̄.

Ne segue che, per n ≥ n̄:∣∣∣∣∫
R
f(x) sin(nx) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
R
(f(x)− fk(x)) sin(nx) dx+

∫
R
fk(x) sin(nx) dx

∣∣∣∣ ≤∫
R
|(f(x)− fk(x))| | sin(nx)| dx+

∣∣∣∣∫
R
fk(x) sin(nx) dx

∣∣∣∣ ≤
‖f − fk‖+

∣∣∣∣∫
R
fk(x) sin(nx) dx

∣∣∣∣ ≤ ε/2 + ε/2 = ε.

cioè la tesi.

4.3.7 Osservazione. Naturalmente nel lemma precedente possiamo considerare l’integrale
su un intervallo invece che su tutto R. Basta per questo utilizzare una funzione nulla fuori
dall’intervallo considerato.

4.4 Derivate generalizzate

4.4.1 Definizione. Sia I un intervallo aperto (limitato o illimitato) di R e sia f in L1(I).
Diciamo che f è derivabile nel senso di L1 o più semplicemente che f ha derivata in L1 se
esiste una successione di funzioni (fn) ed esiste una funzione g tali che

∀n fn ∈ L1(I), fn ∈ C1(I), fn
L1

−→ f, f ′n
L1

−→ g

(C1(I) = funzioni con derivata continua in I). In tal caso diremo che g è una derivata (in
senso di L1) di f .
Vedremo tra un momento che se g1 e g2 sono due derivate nel senso di L1 allora g1 = g2

quasi ovunque e dunque tale derivata, se esiste è univocamente definita (in L1) e la
possiamo indicare con f ′. Questo simbolo è coerente con il fatto che, se f è già una
funzione C1 allora si può prendere fn costantemente eguale a f : in questo caso la derivata
nel senso di L1 coincide con quella tradizionale, definita punto per punto (tramite il limite
del rapporto incrementale).

4.4.2 Proposizione. Se f e g sono in L1(I) e se g è (una) derivata di f nel senso di L1

allora ∫
I

g(t)φ(t) dt = −
∫
I

f(t)φ′(t) dt ∀φ ∈ C∞c (I.) (4.7)
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Dimostrazione. Per la definizione esiste una successione (fn) di funzioni in C1(I) tali che

fn
L1

−→ f e f ′n
L1

−→ g. Prendiamo una φ in C∞c ; integrando per parti:∫
I

f ′n(t)φ(t) dt = −
∫
I

fn(t)φ′(t) dt+ [fn(x)φ(x)]ba = −
∫
I

fn(t)φ′(t) dt

(dove a e b sono gli estremi di I e si è sfruttato il fatto che φ(a) = φ(b) = 0). Facendo
tendere n all’infinito si trova la tesi (usando (4.3).

4.4.3 Osservazione. La definizione di derivata generalizzata è univoca: se g1 e g2 sono due
derivate di f nel senso indicato sopra allora g1 = g2 in L1 (cioè g1(x) = g2(x) per quasi
ogni x). Infatti se g1 e g2 sono due derivate generalizzate per f si deduce dalla (4.7) che∫

I

(g1(t)− g2(t))φ(t) = 0 ∀φ ∈ C∞c (A).

Usando il principio di eguaglianza debole (vedi proposizione 4.3.4) si ottiene g1 = g2 quasi
ovunque.

4.4.4 Proposizione. Se f ∈ L1(I) ha una derivata g nel senso di L1 allora f è continua
e vale la formula:

f(t) = f(t0) +

∫ t

t0

g(t) dt ∀t0 ∈ I. (4.8)

Dimostrazione. Sia (fn) una successione in L1(I) ∩ C1 tale che fn
L1

−→ f e f ′n
L1

−→ g.
Fissiamo un punto t0 in I e definiamo

Fn(t) :=

∫ t

t0

f ′n(τ) dτ, F (t) :=

∫ t

t0

g(τ) dτ.

Allora, per qualunque t in I

|Fn(t)− F (t)| ≤
∫ t

t0

|f ′n − g| dτ ≤
∫
I

|f ′n − g| dτ = ‖f ′n − g‖1

da cui ‖Fn − F‖∞ ≤ ‖f ′n − f ′‖1 → 0 e quindi Fn
unif−→ F . In particolare F è una funzione

continua in I (questo si poteva anche dimostrare direttamente, usando il teorema di
Lebesgue). Fissiamo ora un qualunque intervallo [a, b] contenuto in I; si ha∫ b

a

fn(t) dt =

∫ b

a

(fn(t0) + Fn(t)) dt = (b− a)fn(t0) +

∫ b

a

Fn(t) dt

e quindi, facendo tendere n all’infinito

fn(t0) =
1

b− a

(∫ b

a

fn(t) dt−
∫ b

a

Fn(t)

)
→ 1

b− a

(∫ b

a

f(t) dt−
∫ b

a

F (t)

)
Chiamiamo C il valore trovato a destra nella ultima relazione; quindi fn(t0) → C per

n→∞. Mettendo insieme quanto visto fino ad ora si ha che fn = fn(t0) +Fn
unif−→ C+F ,

ma dato che fn
L1

−→ f se ne deduce che f = C + F . Dunque f è continua e calcolando
l’espressione precedente in t0 si ha C = f(t0), da cui la tesi.

Analogamente al caso di L1 si può dare la definizione che segue.
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4.4.5 Definizione. Sia I un intervallo aperto (limitato o illimitato) di R e sia f in L2(I).
Diciamo che f è derivabile nel senso di L2 o più semplicemente che f ha derivata in L2 se
esiste una successione di funzioni (fn) ed esiste una funzione g tali che

∀n fn ∈ L2(I), fn ∈ C1(I), fn
L2

−→ f, f ′n
L2

−→ g

In tal caso diremo che g è la derivata (in senso di L2) di f e la indicheremo con f ′. Anche
in questo caso la definizione è ben posta in quanto, se f ha derivata in L2 la derivata è
unica.

Si vede anche in questo caso che se f ha derivata in L2 essa è continua e vale la stessa
formula di prima

f(t) = f(t0) +

∫ t

t0

f ′(t) dt ∀t0 ∈ I. (4.9)

4.4.6 Esempio. La funzione f(x) := |x| ha come derivata in L2/L1 la funzione g(t) :=
sgn(t) definita da g(t) = −1 se t < 0, g(t) = 1 se t > 0 (e non c’è bisogno di definirla in
zero, perché {0} è trascurabile). In effetti se si considerano le fn definite da

fn(x) =


|x| se |x| > 1

n
,

nx2

2
+

1

2n
se |x| ≤ 1

n
,

si può vedere che fn
L2

−→ f e f ′n
L2

−→ g.
Viceversa la funzione H(x) di Heavyside definita da H(x) = 0 per x < 0 e H(x) = 1 per
t > 0, non ha derivata in L1 per ché non è continua. Quindi non c’è modo di approssimare
f in L1 con delle fn tali che le f ′n convergano a qualcosa in L1.
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Capitolo 5

Serie di Fourier

5.1 La serie di Fourier in L2

Sia T > 0 assegnato e per il resto di questo paragrafo poniamo ω0 :=
2π

T
(T è un periodo

assegnato e ω0 è la corrispondente frequenza angolare).
In quanto segue considereremo funzioni T -periodiche a valori complessi; poniamo:

L2
per(T ) =

{
f : R→ C : f(t+ T ) = f(t) ∀t, |f |2 integrabile su [0, T ]

}
.

Utilizzeremo in L2
per(T ) il prodotto scalare 〈f, g〉 :=

∫ T
0
f(t)ḡ(t) dt.

Dato n intero relativo indicheremo con en : [0, T ]→ C la funzione di L2
per(T ) definita da:

en(t) := einω0t

5.1.1 Proposizione. Si ha

〈en, em〉 =

{
0 se n 6= m,

T se n = m.

Dimostrazione. Se n 6= m si ha:

〈en, em〉 =

∫ T

0

einω0teimω0t dt =

∫ T

0

ei(n−m)ω0t dt =

[
ei(n−m)ω0t

i(n−m)ω0

]T
0

= 0

(perché t 7→ ei(n−m)ω0t è periodica di periodo T ). Se n = m:

〈en, em〉 =

∫ T

0

ei(n−n)ω0t dt =

∫ T

0

dt = T.

5.1.2 Definizione. Per n in N poniamo

En :=

{
n∑

k=−n

λkek :λk ∈ C, k = −n, . . . , n

}
;

En è il sottospazio di dimensione finita (pari a 2n+ 1 ) generato da e−n, . . . , eo, . . . , en.
Inoltre data una funzione f in L2

per(T ) poniamo:

fn(t) :=
n∑

k=−n

ckek(t) dove ck :=
1

T
〈f, ek〉 =

1

T

∫ T

0

f(t)e−inω0t dt.

Chiameremo fn l’approssimante di Fourier di f di ordine n e chiameremo coefficienti di
Fourier complessi in numeri ck.

111
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5.1.3 Osservazione. I coefficienti di Fourier cn sono definiti non appena la funzione f è
integrabile. Inoltre essi formano una successione che tende a zero per n tendente all’infinito
o a meno infinito. Quest’ultima proprietà segue dal Lemma di Riemann, dato che

cn =
1

T

∫ T

0

f(t) cos(nω0t) dt−
i

T

∫ T

0

f(t) sin(nω0t) dt.

In particolare i cn sono limitati, cosa che peraltro si vede direttamente dalla definizione:

|cn| ≤
1

T

∫ T

0

|f(t)| dt =
1

T
‖f‖1 . (5.1)

A questo punto ci possiamo chiedere se per n → ∞ le fn tendano a f in qualche
senso. La prima cosa che può venire in mente è che fn(t) → f(t) t per ogni t, cioè che
le fn convergano puntualmente a f . Notiamo per inciso che per avere la convergenza
uniforme ci vorrà come minimo la continuità di f , dato che le approssimanti fn sono
funzioni contunue, anzi infinitamente derivabili. Vediamo un lemma preliminare.

5.1.4 Lemma. Si ha

fn(t) =

∫ T

0

f(τ)Dn(t− τ) dτ ∀t ∈ [0, T ] (5.2)

dove Dn è il nucleo di Dirichelet definito da

Dn(x) :=
1

T

n∑
k=−n

eikω0x ∀x ∈ R.

Inoltre Dn ha le seguenti proprietà:

1. Dn(x+ T ) = Dn(x) per ogni x in R;

2.
∫ T

0
Dn(x) dx =

∫ T
0
Dn(t− x) dx = 1 per ogni t in R;

3.

Dn(x) =


1

T

sin
((
n+ 1

2

)
ω0x
)

sin
(
ω0x

2

) =
1

T

[
sin (nω0x)

tan
(
ω0x

2

) + cos (nω0x)

]
se x 6= 0

2n+ 1

T
se x = 0.

Dimostrazione. Per dimostrare la (5.2) basta scrivere la definizione di fn, sostituire ai ck
al loro espressione e scambiare sommatoria con l’integrale. È anche immediato constatare
che Dn è T -periodico. Per vedere che

∫ T
0
Dn = 1 basta notare che

∫ T
0

ek = 0 se k 6= 0

mentre
∫ T

0
e0 = T . Essendo Dn T -periodico la seconda proprietà è immediata. Ricaviamo

l’espressione di Dn(x) per x 6= 0 (usando la formula per la progressione geometrica):

n∑
k=−n

eiω0kx =
n∑

k=−n

(eiω0x)k = e−iω0nx

2n∑
k=0

(eiω0x)k = e−iω0nx
(eiω0x)2n+1 − 1

eiω0x − 1
=

e
iω0x

2

(
e
iω0(n+1/2)x

2 − e−
iω0(n+1/2)x

2

)
e
iω0x

2

(
e
iω0x

2 − e
−iω0x

2

) =
sin
((
n+ 1

2

)
ω0x
)

sin
(
ω0x

2

)
.
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5.1.5 Teorema. Sia f T -periodica e derivabile. Allora fn converge puntualmente a f .

Dimostrazione. Fissiamo t. Se f è derivabile, allora la funzione:

ht(τ) :=


f(t)− f(τ)

sin(ω0(t− τ)/2)
se τ 6= t,

f ′(t)

ω0/2
se τ = t.

è continua (basta usare De l’Hôpital). Dato che
∫ T

0
Dn(t − τ) dτ = 1 possiamo scrivere

f(t) =
∫ T

0
Dnf(t)(t− τ) dτ e allora, usando l’espressione di Dn(x):

f(t)− fn(t) =

∫ T

0

(f(t)− f(τ))Dn(t− τ) dτ =

∫ T

0

ht(τ) sin

((
n+

1

2

)
ω0(t− τ)

)
dτ.

Per il Lemma di Riemann l’ultimi integrale tende a zero se n→∞.

Quindi per avere la convergenza puntuale abbiamo dovuto chiedere f derivabile. Tale
ipotesi si potrebbe migliorare, ma non si può arrivare a chiedere la sola continuità: si
potrebbe infatti vedere che esistono funzioni continue per cui serie di Fourier non converge
in nessun punto !!! D’altra parte si potrebbe dimostrare il seguente teorema in cui si
rinuncia alla continuità, ma solo in un numero finito di punti.

5.1.6 Teorema. Supponiamo che 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T siano dei punti in [0, T ] tali
che f è continua e derivabile in ogni ]ti, ti+1[ e f ′(t) ammette finiti i limiti da destra e da
sinistra in ogni ti (potendo anche essere discontinua in ti). Allora per ogni t esistono il
limiti da destra e da sinistra di f e vale

lim
n→+∞

fn(t) =
1

2

(
lim
t→t−

f(t) + lim
t→t+

f(t)

)
.

Per trovare la convergenza uniforme basta richiedere la continuità di f ′.

5.1.7 Teorema. Supponiamo che f abbia derivata prima continua. Allora fn → f
uniformemente su [0, T ].

Dimostrazione. Questo risultato segue dalla proposizione (5.1.22) che dimostreremo più
avanti. Vediamo però una dimostrazione nel caso in cui f abbia derivata seconda continua.
In questo caso i coefficienti di Fourier verificano:

cn =
1

T

∫ T

0

f(τ)e−iω0nτ dτ =

[
f(τ)e−iω0nτ

−iω0nT

]τ=T

τ=0︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

iω0nT

∫ T

0

f ′(τ)e−iω0nτ dτ =

[
f ′(τ)e−iω0nτ

ω2
0n

2T

]τ=T

τ=0︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

ω2
0n

2T

∫ T

0

f ′′(τ)e−iω0nτ dτ = − 1

ω2
0n

2
dn

(si è integrato per parti due volte – i pezzi agli estremi si semplificano tra loro per la
periodicità). I dn nella formula sopra sono i coefficienti di Fourier della derivata seconda
f ′′, che è integrabile essendo continua. Applicando (5.1) ai dn:

|cn| ≤
1

ω2
0n

2
‖f ′′‖1 ⇒

∑
n∈Z

|cn| < +∞.
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Osserviamo ora che essendo le funzioni en costantemente di modulo uno si ha∑
n∈Z

‖cnen‖∞ =
∑
n∈Z

|cn| =
∑
n∈Z

|dn|
ω2

0n
2
≤
∑
n∈Z

‖f ′′‖1

ω2
0n

2
< +∞

dove nel penultimo passaggio si è usata la (5.1) per i dn. Abbiamo quindi verificato la
convergenza totale della serie di Fourier, da cui la tesi.

Dai teoremi scritti sopra si ricava il seguente risultato, che dice che se due funzioni
hanno gli stessi coefficienti di Fourier allora devono coincidere. È interessante notare che
non serve per questo che le funzioni siano somma delle loro serie di Fourier (cosa che, per
quanto detto prima, richiede ipotesi ben più forti).

5.1.8 Proposizione. Siano f e g in L1([0, T ]. Se∫ T

0

f(t)e−inω0t dt =

∫ T

0

g(t)e−inω0t dt ∀n ∈ Z,

allora f = g in L1(0, T ), cioè f(t) = g(t) per q.o. t. Se poi f e g sono continue allora
coincidono ovunque.

Dimostrazione. Prendiamo una funzione φ di classe C∞ e siano una φn =
∑n

k=−n ϕkek le
sue approssimanti di Fourier. Per il teorema (5.1.7) si ha che φn → φ uniformemente (per
quanto abbiamo dimostrato basterebbe che esista φ′′ continua). Ne segue:

0 =
n∑

k=−n

ϕ̄k

∫ T

0

(f − g)e−ikω0t dt =

∫ T

0

(f(t)− g(t))φn(t) dt→
∫ T

0

(f(t)− g(t))φ(t) dt.

Dunque: ∫ T

0

(f(t)− g(t))φ(t) dt = 0 ∀φ ∈ C∞c (]0, T [)

che è sufficiente (vedi la 4.3.4) per avere f = g quasi ovunque e cioè la tesi.

I teoremi precedenti, per quanto utili e interessanti, non gettano piena luce sulla con-
vergenza delle fn a f . In realtà, le fn sono le “proiezioni” in L2 di f su En, come vediamo
ora (vedi la figura (5.1)), per cui la convergenza “giusta” da cercare è (in generale) sarà
quella in L2

per(T ).

5.1.9 Proposizione. Sia n ∈ N. La funzione fn sopra introdotta ha le seguenti proprietà:

• fn ∈ En;

• per ogni g in En si ha 〈f − fn, g〉 = 0;

• per ogni g in En si ha:

‖f − g‖2
2 = ‖f − fn‖2

2 + ‖fn − g‖2
2 (5.3)

e quindi fn è l’elemento in En che ha minima distanza (L2) da f ;

• si ha inoltre

‖f‖2
2 = ‖fn‖2

2 + ‖f − fn‖2
2
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Dimostrazione. La prima affermazione è ovvia. Per dimostrare la seconda basta notare
che per ogni j tra −n ed n:

〈fn, ej〉 =
n∑

k=−n

〈ckek, ej〉 = cj 〈ej, ej〉 = Tcj = 〈f, ej〉 .

Dunque 〈f − fn, ej〉 = 0; ne segue che se g =
n∑

j=−n
λjej si ha 〈f − fn, g〉 = 0.

Dimostriamo (5.3); presa una g in En:

‖f − g‖2
2 = ‖(f − fn) + (fn − g)‖2

2 = 〈(f − fn) + (fn − g), (f − fn) + (fn − g)〉 =

‖f − fn‖2
2 + 2<e 〈f − fn, fn − g〉+ ‖fn − g‖2

2 = ‖f − fn‖2
2 + ‖fn − g‖2

2

perché (fn− g) ∈ En e quindi è ortogonale a (f − fn). Ne segue che ‖f − g‖2
2 ≥ ‖f − fn‖

2
2

e l’eguaglianza vale esattamente quando g = fn; dunque fn è il punto in En di minima
distanza da f . Per dimostrare l’ultima relazione basta prendere g = 0 in (5.3).

Figura 5.1: La proiezione di f su En

5.1.10 Osservazione. Si ha T
∞∑

n=−∞
|cn|2 ≤ ‖f‖2

2; inoltre

fn
L2

−→ f ⇔ ‖f‖2
2 = T

+∞∑
n=−∞

|cn|2.

Dimostrazione. Notiamo che, per la 5.1.1 si ha

‖fn‖2
2 =

∥∥∥∥∥
n∑

k=−n

ckek

∥∥∥∥∥
2

2

=
n∑

k,h=−n

ckch 〈ek, eh〉 =
n∑

k=−n

|ck|2T

Usando l’ultima delle 5.1.9 si ricava

n∑
k=−n

|ck|2T + ‖f − fn‖2
2 = ‖f‖2

2

da cui seguono entrambe le tesi.

Vediamo ora che le fn “a qualcosa convergono”.
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5.1.11 Proposizione. Sia assegnata una successione (ck)k∈Z di numeri complessi tali che
+∞∑

n=−∞
|cn|2 < +∞. Allora esiste una funzione g di L2

per(T ) tale che gn :=
n∑

k=−n
ckek

L2

−→ g

per n→∞. Inoltre:

ck =
1

T
〈g, ek〉 per ogni k ∈ Z, ‖g‖2

2 = T

+∞∑
n=−∞

|cn|2.

Dimostrazione. Dimostriamo che (gn) è una successione di Cauchy in L2
per(T ). Siano

n > m interi, allora, per l’ortonormalità degli ej:

‖gn − gm‖2
2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
|k|≤n

ckek −
∑
|k|≤m

ckek

∥∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥∥
∑

m+1≤|k|≤n

ckek

∥∥∥∥∥∥
2

2

=
∑

m+1≤|k|≤n

|ck|2.

Dire che
+∞∑

n=−∞
|cn|2 < +∞ significa che

+∞∑
n=0

|cn|2 < +∞ e
+∞∑

n=−∞
|cn|2 =

+∞∑
n=0

|c−n|2 < +∞ e

dunque, fissato ε > 0 possiamo trovare un n̄ intero tale che, se m > geqn̄:

n∑
m+1≤|k|

|ck|2 < ε2 ⇒
n∑

m+1≤|k|≤n

|ck|2 < ε2 ∀n > m.

Dunque per n > m ≥ n̄ ‖gn − gm‖2 < ε, cioè (gn) è di Cauchy. Per la completezza di
L2([0, T ]) (gn)n ammette limite g in L2

per(T ). Ora che abbiamo g fissiamo j intero; si ha

〈gn, ej〉 =
n∑

k=−n

ck 〈ek, ej〉 = Tcj ∀n ≥ j

da cui al limite 〈g, ej〉 = Tcj. Per l’altra proprietà si ragiona allo stesso modo.

5.1.12 Osservazione. D’ora in poi scriveremo g =
L2

+∞∑
n=−∞

cnen per indicare g è somma della

serie in L2
per(T ) cioè che

n∑
k=−n

ckek
L2

−→ g, per n → +∞. In maniera analoga scriveremo

g =
unif.

+∞∑
n=−∞

cnen per indicare g è somma della serie uniformemente su un qualunque

intervallo [a, b] di R, cioè che
n∑

k=−n
ckek

unif−→ g (su [a, b]), per n→ +∞.

5.1.13 Teorema (completezza dei polinomi trigonometrici). Se f è in L2
per(T ) allora la

successione fn converge in L2 a f :

f =
L2

+∞∑
k=−∞

ckek, dove cn =
1

T
〈f, en〉 =

1

T

∫ T

0

f(τ)e−iω0nτ dτ.

Inoltre vale l’uguaglianza di Parseval∫ T

0

|f(τ)|2 dτ = T

+∞∑
n=−∞

|cn|2

Dimostrazione. Per la proposizione 5.1.11 esiste una g tale che fn
L2

−→ g e tale g ha
la proprietà 〈g, ek〉 = Tck. Dato che vale anche 〈f, ek〉 = Tck (per definizione di ck)
applicando il “principio di identità” (5.1.8) si ha f = g quasi ovunque, da cui la tesi.
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Il teorema sopra dice che l’insieme delle funzioni ek con k in Z è una “base ortogona-
le”per L2

per(T ) che genera ogni elemento di L2
per(T ). I numeri ck si possono quindi pensare

come le “componenti”di f rispetto a tale base.
Cè quindi una perfetta corrispondenza tra le funzioni f di L2 (funzioni di energia

finita) e le successioni (cn)n∈Z con
+∞∑

n=−∞
|cn|2 < +∞.

Vediamo ora la versione in R dei risultati precedenti. Supponiamo che f sia in L2
per(T )

e sia a valori reali. Siano ck i coefficienti di Fourier di f . Allora

c−k = 〈f, e−k〉 = 〈f, ek〉 =
〈
ek, f̄

〉
= 〈ek, f〉 = 〈f, ek〉 = ck

(come vedremo poi vale anche il viceversa). Quindi

+∞∑
n=−∞

ckek = c0e0 +
+∞∑
n=1

(ckek + c−ke−k) = c0e0 +
+∞∑
n=1

(ckek + ckek) =

c0e0 + 2
+∞∑
n=1

<e(ckek) = c0 + 2
+∞∑
n=1

<e(ck) cos(ω0kt)− 2
+∞∑
n=1

=m(ck) sin(ω0kt) =

a0 +
+∞∑
n=1

ak cos(ω0kt) +
+∞∑
n=1

bk sin(ω0kt)

dove:

ao = c0 =
1

T

∫ T

0

f(t) dt e per k ≥ 1:

ak = 2<e(ck) =
2

T

∫ T

0

f(t) cos(ω0kt) dt

bk = −2=m(ck) =
2

T

∫ T

0

f(t) sin(ω0kt) dt

(5.4)

Si possono allora ritrovare gli stessi risultati di convergenza trovati nel caso complesso.

5.1.14 Proposizione. Sia f una funzione in L2
per(T ) con f a valori reali e siano (ak)k≥0

e (bk)k≥1 definiti in (5.4). Poniamo

fn(t) :=
n∑
k=0

ak cos(ω0kt) +
n∑
k=1

bk sin(ω0kt). (5.5)

Allora fn converge a f in L2
per(T ) (in energia) e si ha

‖f‖2
2 = Ta2

0 +
T

2

n∑
k=1

a2
k +

T

2

∞∑
k=1

b2
k. (5.6)

Viceversa supponiamo che (ak)k≥0 e (bk)k≥1 siano due successioni di numeri reali tali che

∞∑
k=0

a2
k < +∞,

∞∑
k=1

b2
k < +∞.

Allora, definendo fn come in (5.5), esiste una funzione f in L2
per(T ) tale che fn

L2

−→ f .
Inoltre sviluppando tale f in serie di Fourier si ha che i coefficienti dati da (5.4) coincidono
con gli (ak)k≥0 e (bk)k≥1 di partenza e vale (5.6).
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5.1.15 Osservazione. Scriveremo di nuovo f =
L2

∞∑
k=0

ak cos(kω0t) +
∞∑
k=1

bk sin(kω0t) per in-

dicare che le due serie scritte a destra convergono in L2 e che f è la loro somma e am-

metteremo anche la scrittura f =
unif.

∞∑
k=0

ak cos(kω0t) +
∞∑
k=1

bk sin(kω0t) per indicare che la

convergenza di entrambe le serie è uniforme su ogni intervallo [a, b] di R.

5.1.16 Osservazione. Un altro modo di vedere le cose nel caso di f a valori reali, è il
seguente. Sia k 6= 0 e scriviamo ck = ρke

iθk . Per le (5.4) si ha ak = 2ρk cos(θk) e
bk = −2ρk sin(θk) e dunque

ak cos(ω0kt) + bk sin(ω0kt) = 2ρk cos(ω0kt+ θk).

In sostanza il modulo del coefficiente ck è legato all’ampiezza della componente (sinu-
soidale) ak cos(ω0kt) + bk sin(ω0kt) mentre l’argomento di ck è legato alla fase di tale
componente.

5.1.17 Osservazione. Dato che le funzioni che consideriamo sono T -periodiche è facile
vedere che i coefficienti di Fourier di f si possono ottenere come

cn =
1

T

∫ t0+T

t0

f(t)e−iω0nt dt

qualunque sia t0 in R (e lo stesso discorso vale per gli an/bn).

5.1.18 Proposizione. Sia f in L2
per(T ). Allora

1. f è reale se e solo se c−k = ck per ogni k;

2. f è pari se e solo se c−k = ck per ogni k;

3. f è dispari se e solo se c−k = −ck per ogni k;

4. f è reale pari se e solo se c−k = ck ∈ R per ogni k; questo è equivalente a dire che
bk = 0 per ogni k;

5. f è reale dispari se e solo se c−k = −ck ∈ iR per ogni k (cioè i ck sono immaginari
puri); questo è equivalente a dire che ak = 0 per ogni k;

Dimostrazione. Vediamo prima le implicazioni “⇒”. La prima è già stata vista prima.
Dimostriamo la seconda supponendo f pari. Usando il cambio di variabile s = −t∫ T

2

−T
2

f(t)e−iω0kt dt =

∫ T
2

−T
2

f(−t)e−iω0kt dt =

∫ T
2

−T
2

f(s)eiω0ks ds

da cui ck = c−k. In modo analogo si ragiona se f è dispari. Le altre proprietà seguono
combinando quelle trovate e utilizzando l’espressione degli ak, bk.

Per quanto riguarda le “⇐”, dimostriamo per esempio la prima. Se c−k = ck per ogni
k si ha

f =
L2

+∞∑
n=−∞

cnen = c0 +
∑
n=1∞

(cnen + cnen) = c0 + 2
∑
n=1∞

<e(cnen).

e quindi f è una funzione a valori reali. Le altre si fanno in modo simile.

5.1.19 Definizione. Se f è una funzione e t0 ∈ R indichiamo con ft0 la funzione translata
di t0, cioè ft0(t) := f(t− t0).
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5.1.20 Proposizione. Siano f in L2
per(T ) e t0 in [0, T ], e chiamiamo c∗k i coefficienti di

Fourier di ft0. Allora c∗k = e−iω0t0kck.

Dimostrazione. Con un semplice cambio di variabile nell’integrale

c∗k =
1

T

∫ T

0

f(t− t0)e−iω0kt dt =
1

T

∫ T−t0

−t0
f(τ)e−iω0k(τ+t0) dt =

e−iω0kt0

T

∫ T

0

f(τ)e−iω0kτ dt = e−iω0t0kck.

5.1.21 Proposizione. Sia (cn)n∈Z una successione di numeri complessi tale che

+∞∑
n=−∞

|cn|2 < +∞

e sia f in L2
per(T ) la somma della serie di Fourier associata ai cn: f =

L2

+∞∑
n=−∞

cnen.

• Se si ha
+∞∑

n=−∞
|cn| < +∞, allora f è continua, T -periodica e f =

unif.

+∞∑
n=−∞

cnen.

• Se
+∞∑

n=−∞
n|cn| < +∞, allora f è C1, f ed f ′ sono T -periodiche, f =

unif.

+∞∑
n=−∞

cnen e

f ′ =
unif.

+∞∑
n=−∞

cne
′
n =

+∞∑
n=−∞

cniω0nen.

• In generale, se h ∈ N e
+∞∑

n=−∞
nh|cn| < +∞, allora f è di classe Ch, f (j) è T -periodica

e f (j) =
unif.

+∞∑
n=−∞

cne
(j)
n =

+∞∑
n=−∞

cn(iω0n)jen, per tutti i j = 0, . . . , h.

Dimostrazione. Supponiamo che
+∞∑

n=−∞
|cn| < +∞. Allora, dato che le funzioni en hanno

modulo costantemente eguale a 1, si ha:

+∞∑
n=−∞

‖cnen‖∞ =
+∞∑

n=−∞

|cn| < +∞.

(la norma uniforme essendo fatta su un qualunque intervallo [a, b]) e quindi la tesi segue
dal teorema (2.2.3).

Supponiamo ora che
+∞∑

n=−∞
n|cn| < +∞; notiamo che e′n = iω0nen e allora:

+∞∑
n=−∞

‖cne′n‖∞ = ω0

+∞∑
n=−∞

n|cn| < +∞.

e quindi la tesi segue dal corollario (2.2.4) (seconda affermazione). Il caso generale si fa
in modo analogo.
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Nella proposizione precedente non è mai possibile dimostrare il viceversa. Non è detto
per esempio, come abbiamo già visto, che se una funzione è continua la serie dei |cn|
è convergente. Se ci mettiamo invece nella prospettiva di L2 otteniamo una perfetta
caratterizzazione della derivabilità (sempre nel senso di L2). Il risulato sotto riguarda
la derivata prima, ma si può facilmente generalizzare a derivate successive (iterando il
ragionamento).

5.1.22 Proposizione. Sia f una funzione in L2
per(T ) e siano (cn)n∈Z i suoi coefficienti di

Fourier. Allora f è derivabile nel senso di L2 se e solo se
+∞∑

n=−∞
n2|cn|2 < +∞. Se questo

avviene, la derivata generalizzata di f è

f ′ =
L2

+∞∑
n=−∞

iω0ncnen

che esiste in L2 per l’ipotesi fatta. Inoltre la funzione f è continua, T -periodica e

f =
unif.

+∞∑
n=−∞

cnen

Dimostrazione. Se fn :=
n∑

k=−n
ckek allora fn

L2

−→ f . Inoltre fn è di classe C1 e f ′n =

n∑
k=−n

iω0kckek. Se
+∞∑

n=−∞
n2|cn|2 < +∞, a causa di (5.1.11), esiste una g tale che g =

L2

+∞∑
n=−∞

iω0ncnen. Per definizione di derivata nel senso di L2 tale g è la derivata in L2 di f .

Viceversa supponiamo che esista f ′ derivata di f nel senso di L2. Per definizione esiste

una successione (fn)n (non necessariamente quelle di prima) con fn di classe C1, fn
L2

−→ f

e f ′n
L2

−→ f ′. Fissato k in Z si ha:∫ T

0

fn(t)e−ikω0t dt =

[
fn(t)e−iω0kt

−ikω0

]t=T
t=0︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

iω0k

∫ T

0

f ′n(t)e−iω0kt dt

(abbiamo integrato per parti e sfruttato la periodicità). Facendo tendere n→ +∞:

iω0k

∫ T

0

f(t)e−ikω0t dt =

∫ T

0

f ′(t)e−iω0kt dt

(la convergenza L2 implica la convergenza degli integrali). Dunque i coefficienti di Fourier
di f ′ sono iω0kck.

Per vedere l’ultima proprietà notiamo che

+∞∑
n=−∞

|cn| =
+∞∑

n=−∞

n|cn|
n
≤

+∞∑
n=−∞

1

2

(
n2|cn|2 +

1

n2

)
< +∞

(abbiamo usato la disuguaglianza ab ≤ (a2 + b2)/2). Possiamo allora usare il primo punto
della proposizione precedente (5.1.21) e concludere che f è continua, T -periodica e la sua
serie di Fourier converge uniformemente.
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Notiamo che quanto appena dimostrato ci dà un criterio più debole di quello visto in
(5.1.7) per avere la convergenza uniforme della serie di Fourier.

Concludiamo con un risultato che permette di trovare la somma di una serie di Fourier,
utilizzando i metodi di analisi complessa visti in precedenza.

5.1.23 Proposizione. Siano P e Q due polinomi con grado(P ) ≤ grado(Q) − 1. Indi-
chiamo con z1, . . . , zh le radici di Q. Allora se

f =
L2

∑
n∈Z,Q(n) 6=0

P (n)

Q(n)
en

si ha

f(t) = −2πi
h∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)

eiω0tz

e2πiz − 1
, zj

)
per 0 < t < T (5.7)

(in effetti poter prendere o meno t = 0 o t = T non ha nessuna importanza poiché f è
definita a meno di un quasi ovunque). Notiamo anche che la f è ben definita in quanto,
a causa dell’ipotesi sui gradi, ∑

n∈Z,Q(n)6=0

∣∣∣∣P (n)

Q(n)

∣∣∣∣2 < +∞

Se poi grado(P ) ≤ grado(Q)− 2 è chiaro che∑
n∈Z,Q(n)6=0

∣∣∣∣P (n)

Q(n)

∣∣∣∣ < +∞

e dunque f deve risultare continua e deve aversi f(0+) = f(T−), in modo che f estesa
per periodicità risulti continua.

Dimostrazione. Per quanto visto, posto

fn(t) :=
∑

k∈Z,|k|≤n,Q(k)6=0

P (k)

Q(k)
eikω0t

si ha fn
L2

−→ f . Peraltro da 3.6.23 (usando a = ω0t ∈]0, 2π[), si ricava

lim
n→∞

fn(t) = −2πi
h∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)

eiω0tz

e2πiz − 1
, zj

)
∀t ∈]0, T [.

Dato che la convergenza puntuale quasi ovunque individua il limite L2, ne segue la tesi.

5.2 Alcuni esempi

5.2.1 Esempio (onda quadra). Sia

f(t) :=

{
1 se 0 ≤ t ≤ T

2

−1 se T
2
< t < T

ed eventualmente estesa per periodicità (con periodo T ) a tutto R. Calcoliamo lo sviluppo
in serie di Fourier di f . Applicando le formule si ha:

c0 =
1

T

∫ T
2

0

dt = 0;
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e per k 6= 0:

ck =
1

T

∫ T
2

0

e−iω0kt dt− 1

T

∫ T

T
2

e−iω0kt dt =
1

T

[
e−iω0kt

−iω0k

]T/2
0

− 1

T

[
e−iω0kt

−iω0k

]T
T/2

=

i

2πk
(e−ikπ − 1)− i

2πk
(1− e−ikπ) =

i

πk
((−1)k − 1)

Passando alla forma reale di ha:

ak = 0, bk = 2
1− (−1)k

πk

e quindi

f(t) =
L2

2
∞∑
k=1

1− (−1)k

πk
sin(ω0kt) =

4

π

∞∑
k=0

1

2k + 1
sin((2k + 1)ω0t)

Nelle figure 5.2, 5.3, 5.4 sono riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini
n. Si noti come l’approssimazione (che come abbiamo visto è in energia) diventi cattiva
vicino ai punti di salto anche per n grande.
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Figura 5.2: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 10

5.2.2 Esempio (dente di sega). Sia

f(t) :=

{
t se 0 ≤ t ≤ T

2

t− T se T
2
< t < T
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Figura 5.3: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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Figura 5.4: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 200
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Figura 5.5: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 10

estesa per periodicità (con periodo T ) a tutto R. Per calcolare i coefficienti di Fourier
possiamo usare l’intervallo [−T/2, T/2] invece di [0, T ], notando che f(t) = t in tale
intervallo. Si ha allora:

c0 =
1

T

∫ T
2

−T
2

t dt = 0;

e per k 6= 0 (integrando per parti):

ck =
1

T

∫ T
2

−T
2

te−iω0kt dt =
1

T

[
te−iω0kt

−iω0k

]T
2

−T
2

+
1

T

1

iω0k

∫ T
2

−T
2

e−iω0kt dt =

i

2π

T
2
e−iω0k

T
2 + T

2
eiω0k

T
2

k
+ 0 =

iT

4πk
(e−πki + eπki) = (−1)k

iT

2πk
= (−1)k

i

ω0k
.

Passando alla forma reale di ha:

ak = 0, bk = −(−1)k
T

πk
= −(−1)k

2

ω0k
.

e quindi

f(t) =
L2

−T
π

∞∑
k=1

(−1)k

k
sin(kω0t).

Nelle figure 5.5, 5.6, 5.7 sono riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini n.
Anche in questo caso l’approssimazione non è molto buona vicino al punto di salto.
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Figura 5.6: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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Figura 5.7: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 200

5.2.3 Esempio (onda triangolare). Sia f(t) := |t| − T

4
se −T

2
≤ t ≤ T

2
, estesa per

periodicità (con periodo T ) a tutto R. Si ha:

c0 =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(t) dt =
2

T

∫ T
2

0

(
t− T

4

)
dt =

2

T

[
t2

2
− Tt

4

]T
2

0

= 0;

e per k 6= 0 (si usa l’integrazione per parti):

ck =
1

T

∫ T
2

−T
2

(
|t| − T

4

)
e−iω0kt dt =

1

T

[(
|t| − T

4

)
e−iω0kt

−iω0k

]T/2
−T/2

+

− 1

T

1

−iω0k

∫ 0

−T
2

(−1)e−iω0kt dt− 1

T

1

−iω0k

∫ T
2

0

(+1)e−iω0kt dt = 0+

i

2πk

{∫ 0

−T
2

e−iω0kt dt−
∫ T

2

0

e−iω0kt dt

}
=

i

2πk

{[
e−iω0kt

−iω0k

]0

−T
2

−
[
e−iω0kt

−iω0k

]−T
2

0

}
=

1

2πω0k2

(
−1 + eikπ + e−ikπ − 1

)
=

1

πω0k2
((−1)k − 1) =

T

2π2k2
((−1)k − 1)

Passando alla forma reale di ha:

ak = 0, e per k > 0 ak =
T

π2k2
((−1)k − 1), bk = 0

e quindi

f(t) =
L2

T

π2

∞∑
k=1

(−1)k − 1

k2
cos(kω0t) = −2T

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
cos((2k + 1)ω0t).
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Figura 5.8: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 5
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Figura 5.9: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 10

Dato però che la serie dei moduli dei coefficienti
2T

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
è convergente si può

dire che

f(t) =
unif.
−2T

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
cos((2k + 1)ω0t)

e in particolare la serie sopra converge a f(t) in ogni t. Nelle figure 5.8, 5.9, 5.10 sono
riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini n. Stavolta l’approssimazione
è nettamente migliore (per ordini n anche più bassi dei precedenti). A cercare il pelo
nell’uovo c’è qualche problema nell’approssimare gli spigoli, che sono sempre un po’ tondi
nelle approssimanti. Si può anche notare che la serie delle derivate è

−2T

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
[−(2k + 1)ω0 sin((2k + 1)ω0t)] =

4

π

∞∑
k=0

1

2k + 1
sin((2k + 1)ω0t),

che è la serie di Fourier dell’onda quadra esaminata nel primo esempio. Dunque l’onda
quadra è la derivata in senso di L2 dell’onda triangolare. Osserviamo che quest’ultima
non è C1 dato che non è derivabile in zero.

5.2.4 Esempio. Sia f(t) = t2 per −T
2
≤ t ≤ T

2
(estesa per periodicità su tutto R). Si ha:

c0 =
1

T

∫ T
2

−T
2

t2 dt =
1

T

[
t3

3

]T
2

−T
2

=
T 2

12
;
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Figura 5.10: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 50

e per k 6= 0 (integrando due volte per parti):

ck =
1

T

∫ T
2

−T
2

t2e−iω0kt dt =
1

T

[
t2e−iω0kt

−iω0k

]T
2

−T
2

+
1

T

1

iω0k

∫ T
2

−T
2

2te−iω0kt dt =

0 +
1

T

[
2te−iω0kt

ω2
0k

2

]T
2

−T
2

− 1

T

∫ T
2

−T
2

2e−iω0kt

ω2
0k

2
dt =

1

Tω2
0k

2

(
2
T

2
e−ikπ + 2

T

2
eikπ
)

+ 0 =

2

ω2
0k

2
(−1)k =

T 2

2π2k2
(−1)k.

Passando alla forma reale di ha:

a0 =
T 2

12
, e per k > 0 ak =

T 2

π2

(−1)k

k2
, bk = 0

e quindi

f(t) =
L2

T 2

12
+
T 2

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kω0t)

Dato che
∑ 1

k2
< +∞ si deduce

f(t) =
unif.

T 2

12
+
T 2

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kω0t)

(e in particolare la serie converge puntualmente a f). Se T = 2π si ha allora:

t2 =
unif.

π2

3
+ 4

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kt) su [−π, π]

Calcolando il tutto in t = 0 e rispettivamente in t = π si ritrovano le formule:

∞∑
k=1

(−1)k

k2
= −π

2

12
,

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6

Riportiamo anche per questo esempio (vedi figure 5.11, 5.12, 5.13) i grafici di alcuni
polinomi di Fourier approssimanti - la situazione è simile a quella dell’onda triangolare.
In effetti la funzione f che stiamo esaminado non è C1 (anche se la formula f(t) = t2

potrebbe suggeriere che lo sia). Per capirlo dobbiamo ricordare che la f è definita su
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Figura 5.11: f(t) = t2 − π2/3: polinomio di Fourier di ordine n = 5
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Figura 5.12: f(t) = t2 − π2/3: polinomio di Fourier di ordine n = 10

tutto R e vale t2 solo in [−T/2, T/2], mentre fuori da questo intervallo è estesa in modo
da risultare periodica di periodo T (come è chiaro dai grafici delle approssimanti). Vista
cos̀ı è chiaro che f non è derivabile nei punti ±T/2. In effetti se calcoliamo la serie delle
derivate troviamo

T 2

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
[−kω0 sin(kω0t)] = −2T

π

∞∑
k=1

(−1)k

k
sin(kω0t).

I coefficienti di quest’ultima serie sono solo a quadrato sommabile (mentre non sono
sommabili) e quindi la derivata c’è solo nel senso di L2.

Concludiamo il paragrafo osservando che, negli esempi 3.6.24, 3.6.25 e 3.6.26 si sono
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Figura 5.13: f(t) = t2 − π2/3: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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in pratica trovato che

f(t) =
∑
n∈Z

1

n2 + 1
eiω0nt ⇒ f(t) = π

cosh(ω0t− π)

sinh(π)
in [0, T ],

f(t) =
∑

n∈Z,n 6=0

1

n2
eiω0nt ⇒ f(t) =

ω2
0t

2

2
− πωt+

π2

3
in [0, T ],

f(t) =
∑

n∈Z,n 6=0

1

n
eiω0nt ⇒ f(t) = i(π − ω0t) in [0, T ].

(usando a = ω0t e la proposizione 5.1.23). Il primo degli esempi sopra si può generalizzare
cercando l’espressione di

f(t) :=
∑
n∈Z

eiω0nt

n2 + b2

per b > 0. Ragionando come nel caso b = 1 si ha (per 0 ≤ t ≤ T ):

f(t) = −2πi

(
Res

(
1

z2 + b2

eiω0tz

e2πiz − 1
, bi

)
+ Res

(
1

z2 + b2

eiω0tz

e2πiz − 1
,−bi

))
=

− 2πi

([
1

2z

eiω0tz

e2πiz − 1

]
z=bi

+

[
1

2z

eiω0tz

e2πiz − 1

]
z=−bi

)
= −π

b

(
e−bω0t

e−2bπ − 1
− ebω0t

e2bπ − 1

)
=

π

b

(
ebω0t

e2bπ − 1
+

e−bω0t

1− e−2bπ

)
=
π

b

(
eb(ω0t−π)

ebπ − e−bπ
+
e−b(ω0t−π)

ebπ − e−bπ

)
=

π

b

cosh(b(ω0t− π))

sinh(bπ)
.

Possiamo anche passare alla derivata e trovare

f ′(t) :=
∑
n∈Z

iω0ne
iω0nt

n2 + b2
.

da cui ∑
n∈Z

n

n2 + b2
eiω0t =

1

iω0

π

b

bω0 sinh(b(ω0t− π))

sinh(bπ)
= −iπ sinh(b(ω0t− π))

sinh(bπ)
.

Un altro caso trattabile in questo modo è il calcolo di

f(t) =
L2

+∞∑
n=−∞

eiω0nt

n− b
, per b /∈ Z.

Usando sempre la stessa formula, per 0 < t < T , su ha:

f(t) = −2πiRes

(
1

z − b
eiω0tz

e2πiz − 1
, b

)
= −2πi

eiω0tz

e2πiz − 1

∣∣∣∣
z=b

= −2πi
eiω0bt

e2πbi − 1
=

− 2πi
eiω0bt−πbi

eπbi − e−πbi
= −πe

ib(ω0t−π)

sin(πb)
.

5.3 Serie di Fourier con soli seni o soli coseni.

Funzioni nulle agli estremi

In questo paragrafo fissiamo T > 0 e poniamo ω̃ :=
π

T
(cioè la metà della frequenza

angolare considerata nel paragrafo precedente).
Dato k intero positivo indicheremo anche con sk : [0, T ]→ R le funzioni sk(t) := sin(ω̃kt);
notiamo che le funzioni sk sono nulle in zero e in T , qualunque sia k.
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5.3.1 Teorema. Sia f una funzione in L2([0, T ]) a valori reali. Poniamo, per k ≥ 1

uk :=
2

T

∫ T

0

f(t)sk(t) dt =
2

T

∫ T

0

f(t) sin(kω̃t) dt (5.8)

Allora

f =
L2

∞∑
n=1

unsn

(cioè, come al solito,
n∑
k=1

uksk
L2

−→ f per n→∞). Inoltre

T

2

∞∑
n=1

u2
n = ‖f‖2

2 =

∫ T

0

f(t)2 dt

Viceversa supponiamo che (un)n≥1 sia una successione di numeri reali tali che
∞∑
n=1

u2
n <

+∞. Allora esiste un’ unica f in L2([0, T ]) tale che f =
L2

∞∑
n=1

unsn e vale la relazione (5.8).

Dimostrazione. Estendiamo f a [−T, T ] in modo che sia dispari, ponendo

f̃(t) =

{
f(t) se t ∈ [0, T ]

−f(−t) se t ∈ [−T, 0]

Per i risultati del paragrafo precedente

f̃(t) =
L2

n∑
k=0

ak cos(ω̃kt) +
n∑
k=1

bk sin(ω̃kt)

ma essendo f̃ dispari tutti gli ak sono eguali a zero, mentre

bk =
2

2T

∫ T

−T
f̃(t) sin(ω̃kt) dt =

2

T

∫ T

0

f̃(t) sin(ω̃kt) dt = uk

Allora, per quanto detto nel paragrafo precedente, f̃ =
L2

n∑
k=1

unsn in [−T, T ]. In particolare,

restringendo tutto a [0, T ] si ha che f =
L2

n∑
k=1

unsn in [0, T ]. Inoltre

T

∞∑
n=1

u2
n =

2T

2

∞∑
n=1

b2
n =

∫ T

−T
f̃ 2(t) dt = 2

∫ T

0

f 2(t) dt

da cui la formula con l’energia per gli uk. Per il viceversa basta applicare il viceversa di
5.1.14 sull’intervallo [−T, T ] e restringersi a [0, T ].

Nello stesso modo si può sviluppare rispetto ai coseni. Per t ∈ [0, T ] indichiamo con
ck(t) := cos(ω̃kt) (notiamo che c′k(0) = c′k(T ) = 0); allora vale anche il teorema seguente.

5.3.2 Teorema. Sia f una funzione in L2([0, T ]) a valori reali. Poniamo, per k intero

vk :=
2

T

∫ T

0

f(t) cos(kω̃t) dt se k 6= 0, v0 :=
1

T

∫ T

0

f(t) dt. (5.9)
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Allora

f =
L2

∞∑
n=0

vncn.

Inoltre
T

2

∞∑
n=1

v2
n + Tv2

0 = ‖f‖2
2 =

∫ T

0

f(t)2 dt

Viceversa supponiamo che (vn)n≥1 sia una successione in R con
∞∑
n=1

v2
n < +∞. Allora

esiste una funzione in L2([0, T ]) tale che f =
L2

∞∑
n=0

vncn e vale la relazione (5.9).

Dimostrazione. Basta prolungare f a f̃ definita su [−T, T ] in modo che f̃ sia pari e imitare
la dimostrazione precedente.

Analogamente a quanto fatto nel paragrafo precedente si hanno delle proprietà di rego-
larità della funzione f a seconda della sommabilità degli un. Non diamo la dimostrazione
dei seguenti risultati che è simile a quelle fatte nel paragrafo precedente.

5.3.3 Proposizione. Sia (un)n≥1 una successione di numeri reali tale che
∞∑
n=1

u2
n < +∞

e sia f :=
L2

∞∑
n=1

unsn.

• Se
∞∑
n=1

|un| < +∞, allora f è continua, f =
unif.

∞∑
n=1

unsn e f(0) = f(T ) = 0.

• Se
∞∑
n=1

n|un| < +∞, allora f è C1, f =
unif.

∞∑
n=1

unsn, f(0) = f(T ) = 0 e f ′ =
unif.

∞∑
n=1

uns
′
n =

∞∑
n=1

nω̃uncn.

• In generale, dato un intero h, se
∞∑
n=1

nh|un| < +∞, allora f è derivabile h volte e

tutte le derivate di ordine minore o eguale ad h sono continue. Di tali derivate quelle
ordine pari (compresa la funzione) sono nulle agli estremi dell’intervallo. Infine

f
(j)
n =

unif.

∞∑
n=1

uns
(h)
n (che è una serie di seni o di coseni a seconda che h sia pari o

dispari..

5.3.4 Proposizione. Sia (vn)n≥0 una successione di numeri reali tale che
∞∑
n=0

v2
n < +∞

e sia f :=
L2

∞∑
n=0

vncn.

• Se
∞∑
n=0

|vn| < +∞, allora f è continua e f =
unif.

∞∑
n=0

vncn.

• Se
∞∑
n=0

n|vn| < +∞, allora f è C1, f =
unif.

∞∑
n=0

vncn, f ′ =
unif.

∞∑
n=1

vnc
′
n = −

∞∑
n=1

nω̃vnsn

e f ′(0) = f ′(T ) = 0.

• In generale, dato un intero h, se
∞∑
n=1

nh|vn| < +∞, allora f è derivabile h volte,

tutte le derivate di ordine minore o eguale a h sono continue. Di tali derivate quelle
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di ordine dispari sono nulle agli estremi dell’intervallo. Infine f
(j)
n =

unif.

∞∑
n=1

vnc
(h)
n

(che è una serie di coseni o di seni a seconda che h sia pari o dispari).

Le proposizioni seguente sono analoghe alla (5.1.22)

5.3.5 Proposizione. Sia f una funzione in L2([0, T ]) e siano (un)n≥1 i coefficienti definiti

come sopra. Se
+∞∑
n=1

n2u2
n < +∞ allora f ha derivata in L2 e f ′ =

L2

∞∑
n=1

uns
′
n =

∞∑
n=1

nω̃uncn.

Inoltre f è continua, f =
unif.

∞∑
n=1

unsn e f(0) = f(T ) = 0.

Più in generale se h è un intero positivo tale che
+∞∑
n=1

(nhun)2 < +∞ allora f ha derivata

di ordine h nel senso L2 e f (h) =
L2

∞∑
n=1

uns
(h)
n (che è una serie si seni o di coseni a seconda

se h è pari o dispari).

Inoltre f (j) =
unif.

∞∑
n=1

uns
(j)
n per j = 0, . . . , h− 1 e f (j)(0) = f (j)(T ) = 0 se j = 0, . . . , h− 1,

j è pari.

5.3.6 Proposizione. Sia f una funzione in L2([0, T ]) e siano (vn)n≥0 i coefficienti definiti

come sopra. Se
+∞∑
n=0

n2v2
n < +∞ allora f ha derivata in L2 e f ′ =

L2

∞∑
n=1

vnc
′
n =

∞∑
n=1

nω̃vnsn.

Inoltre f è continua e f =
unif.

∞∑
n=1

vncn.

Più in generale se h è un intero positivo tale che
+∞∑
n=0

(nhvn)2 < +∞ allora f ha derivata

di ordine h nel senso L2 e f (h) =
L2

∞∑
n=1

vnc
(h)
n (che è una serie si coseni o di seni a seconda

se h è pari o dispari).

Inoltre f (j) =
unif.

∞∑
n=1

unc
(j)
n per j = 0, . . . , h− 1 e f (j)(0) = f (j)(T ) = 0 se j = 0, . . . , h− 1,

j è dispari. Quindi nel caso j = 2 la derivata prima è continua e nulla agli estremi.

5.4 Esempi di applicazioni a problemi differenziali ai

limiti

Sia T > 0 e poniamo ω0 :=
2π

T
. Consideriamo il seguente problema differenziale, dove a,

b e c sono numeri complessi con a 6= 0.{
ay′′ + by′ + cy = f in [0, T ],

y(0) = y(T ), y′(0) = y′(T ).
(Pf )

dove f : [0, T ] → C è una funzione assegnata e l’incognita è la funzione y. Mostreremo
ora come, utilizzando le nozioni fin qui introdotte, si possa risolvere il problema sopra, in
un senso generalizzato, per dei dati f molto generali. Si può poi indagare se, mettendo
delle ipotesi più speciali su f , la soluzione y risolva il problema nel senso usuale.

5.4.1 Definizione. Sia T > 0 e sia f in L2([0, T ]). Diciamo che y è una soluzione del
problema (Pf ) nel senso dell’energia, se y è in L2([0, T ]), y ha derivate prima e seconda
nel senso di L2, y, y′ e y′′ verificano la relazione scritta nella prima riga di (Pf ) e vale
la condizione al bordo espressa nella seconda riga di (Pf ). Notiamo che la condizione al
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bordo ha senso in quanto se y è derivabile due volte nel senso di L2 essa e la sua derivata
devono essere continue e dunque se ne possono prendere i valori in 0 e T .
Quindi,se y è una soluzione nel senso dell’energia, essa può non essere derivabile due
volte in senso usuale ma è sicuramente di classe C1.

Per quanto segue conviene introdurre il polinomio caratteristico associato all’equazione
differenziale scritta sopra: P (z) := az2 + bz + c

5.4.2 Proposizione. Supponiamo che non ci sia nessun k ∈ Z tale che P (iω0k) = 0.
Allora si hanno i fatti seguenti.

1. Il problema (Pf ) ha soluzione per ogni f in L2([0, T ]).

2. Se f =
L2

+∞∑
n=−∞

cnen allora la soluzione y è data da

y =
L2

+∞∑
n=−∞

cn
P (iω0n)

en

e quindi la soluzione è unica.

3. Se f =
L2

+∞∑
n=−∞

cnen con
+∞∑

n=−∞
|cn| < +∞, allora y ha derivata seconda continua (cioè

la soluzione è C2) e periodica e verifica l’equazione in (Pf ) nel senso usuale. Più in

generale se
+∞∑

n=−∞
nh|cn| < +∞ per h ≥ 0, allora y ∈ Ch+2.

5.4.3 Proposizione. Supponiamo che ci sia un solo intero relativo k0 per cui P (iω0k0) =

0. Sia f in L2([0, T ]) e supponiamo che f =
L2

+∞∑
n=−∞

cnen. Allora si hanno i fatti seguenti.

1. Il problema (Pf ) ha soluzione se e solo se ck0 = 0.

2. Se ck0 = 0 allora le soluzioni y hanno la forma

y =
L2

∑
n∈Z,n 6=k0

cn
P (iω0n)

en + c ek0

per un arbitrario numero c (dunque non c’è unicità).

3. Se ck0 = 0 e se
+∞∑

n=−∞
|cn| < +∞, allora ogni soluzione y è C2 e verifica l’equazione

in (Pf ) nel senso usuale. Più in generale se
+∞∑

n=−∞
nh|cn| < +∞ per h ≥ 0, allora

y ∈ Ch+2.

Notiamo che, se definiamo Xk0 :=

{
+∞∑

n=−∞
cnen : ck0 = 0

}
, allora possiamo dire che per

ogni f in Xk0 esiste unica una soluzione y in Xk0.

Dimostrazione delle due proposizioni. Supponiamo che ci sia una soluzione y ed estendia-
mo tale y a tutto R in modo che sia periodica di periodo T . Non è difficile vedere (ma lo
omettiamo) che a causa della condizione al bordo la y cos̀ı estesa è ancora derivabile due
volte in senso di L2

per(T ). Allora possiamo scrivere

y =
L2

∑
n∈Z

γnen dove γn =
1

T
〈y, en〉 .
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Dato che esiste la derivata seconda nel senso di L2
per(T ) si ha:

y′ =
L2

∑
n∈Z

iω0nγnen, y′′ =
L2

∑
n∈Z

−ω2
0n

2γnen e
∑
n∈Z

|n2γn|2 < +∞

Dato che vale l’equazione, cioè che ay′′ + by′ + cy ed f sono la stessa funzione in L2
per(T ),

allora hanno gli stessi coefficienti di Fourier, quindi per ogni n intero relativo:

cn = −ω2n2aγn + iω0nbγn + cγn = P (iω0n)γn. (5.10)

Se tutti i numeri P (iω0n) sono diversi da zero, allora γn è individuato univocamente da

γn =
cn

P (iω0n)
(5.11)

Se invece c’è un k0 per cui P (iω0k0) = 0 allora per la (5.10) si deduce che ck0 = 0 ( e
quindi questa condizione è necessaria per la risolubilità). Se ck0 = 0 allora qualunque γ
verifica la relazione (5.10) con n = k0, mentre per n 6= k0 γn è univocamente determinato
da (5.11).
Viceversa supponiamo che f verifichi (l’eventuale) condizione di compatibilità, che i coef-
ficienti γn siano dati da (5.11) (con eventualmente γk0 indeterminato, se P (iω0k0) = 0).

Allora è chiaro che si può trovare una costante K tale che

∣∣∣∣ n2

P (iω0n)

∣∣∣∣ ≤ K e dunque:

∑
n∈Z,n 6=k0

|n2γn|2 =
∑

n∈Z,n6=k0

∣∣∣∣ n2cn
P (iω0n)

∣∣∣∣2 ≤ K2
∑

n∈Z,n 6=k0

|cn|2 < +∞

Questo significa che y =
L2

∑
n∈Z

γnen è ben definita il L2
per(T ) e che ha derivata seconda in

L2
per(T ). Dato che i suoi coefficienti verificano (5.10), allora y risolve l’equazione e dato che

per la 5.1.21 y e y′ sono continue e T -periodiche è anche verificata la condizione al bordo.

Per quanto riguarda l’ultimo punto della tesi basta notare che, se
+∞∑

n=−∞
nh|cn| < +∞

allora
+∞∑

n=−∞
nh+2

∣∣∣∣ cn
P (iω0)

∣∣∣∣ < +∞ e applicare la 5.1.21.

Nello stesso modo si tratta l’ultimo caso rimasto.

5.4.4 Proposizione. Supponiamo che ci siano k1, k2 ∈ Z con P (iω0k1) = P (iω0k2) = 0.

Sia f in L2([0, T ]) e supponiamo che f =
L2

+∞∑
n=−∞

cnen. Allora si hanno i fatti seguenti.

1. Il problema (Pf ) ha soluzione se e solo se ck1 = ck2 = 0.

2. Se ck1 = ck2 = 0 allora le soluzioni y hanno la forma

y =
L2

∑
n∈Z,n 6=k1,n6=k2

cn
P (iω0n)

en + c ek1 + dek2

per arbitrari c e d.

3. Se ck1 = ck2 = 0 e se
+∞∑

n=−∞
|cn| < +∞, allora ogni soluzione y è C2 e verifica

l’equazione in (Pf ) nel senso usuale. Più in generale se
+∞∑

n=−∞
nh|cn| < +∞ per

h ≥ 0, allora y ∈ Ch+2.
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Anche in questo caso, se definiamo X :=

{
+∞∑

n=−∞
cnen : ck1 = ck1 = 0

}
, possiamo dire che

per ogni f in X esiste unica una soluzione y in X.

5.4.5 Esempio. Fissiamo per semplicità T = 2π. Consideriamo λ reale e f a valori reali.
Allora il problema {

y′′ + λy = f in [0, 2π],

y(0) = y(2π), y′(0) = y′(2π).

ha soluzione (nel senso di L2 ) unica per ogni f in L2([0, 2π]) se e solo se λ 6= k2 per ogni
k intero (basta controllare i k positivi dato che c’è il quadrato).
Per esempio se λ < 0 c’è soluzione per ogni dato f in L2([0, 2π]).
Se invece λ = k2

0 per un intero k0 6= 0 allora esiste soluzione se e solo se i coefficienti ck0 e
c−k0 relativi a f sono zero; cioè equivale a∫ 2π

0

f(t) cos(k0t) dt = 0,

∫ 2π

0

f(t) sin(k0t) dt = 0.

Se infine λ = 0 c’è soluzione se e solo se c0 = 0 cioè se∫ 2π

0

f(t) dt = 0.

In questi casi la soluzione y non è unica, ma lo diventa se si impone che verifichi∫ 2π

0

y(t) cos(k0t) dt = 0,

∫ 2π

0

y(t) sin(k0t) dt = 0.

nel caso k0 6= 0 oppure ∫ 2π

0

y(t) dt = 0.

nel caso λ = 0.
In tutti casi la soluzione y è continua, derivabile, periodica con derivata periodica, mentre
per avere che esiste la derivata seconda in senso usuale bisogna avere qualche proprietà in
più su f , per esempio che i coefficienti di f diano una serie sommabile.

Consideriamo ora un problema con condizione zero agli estremi. Non facciamo la
dimostrazione che è analoga a quella della 5.4.2.

5.4.6 Proposizione. Sia T > 0 e poniamo ω̃ :=
π

T
; ricordiamo che sn(t) = sin(ω̃nt).

Siano λ reale e f in L2([0, T ]) a valori reali. Diremo che y è soluzione del problema{
y′′ + λy = f in [0, T ],

y(0) = y(T ) = 0
(P 0

f )

se y ∈ L2([0, π]), y è derivabile due volte nel senso di L2, y vale zero agli estremi e vale
l’equazione scritta in (P 0

f ). Notiamo che dire y(0) = y(T ) = 0 ha senso in quanto (avendo
derivata seconda in L2) y è continua.

Allora il problema (P 0
f ) ha soluzione unica per ogni f in L2([0, T ]) se e solo se λ 6= ω̃2k2

per ogni k > 0 intero (nota che il risultato è diverso da quello dell’esempio precedente,
dato che l’intervallo è cambiato). Tale soluzione è data da

y =
L2

∞∑
n=1

un
λ− ω̃2n2

sn, dove f =
L2

∞∑
n=1

unsn
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Se invece λ = ω̃2k2
0 per un intero k0 > 0 allora esiste soluzione se e solo se il coefficiente

k0-esimo relativo a f è zero, cioè se e solo se∫ T

0

f(t) sin(k0ω̃t) dt = 0.

In questo caso la soluzione y non è unica, ma lo diventa se si impone che verifichi∫ π

0

y(t) sin(k0ω̃t) dt = 0.

(potendosi in generale aggiungere a tale soluzione usk0 con u in R).
In tutti casi la soluzione y è continua, derivabile e nulla in 0 e in T dunque effettivamente
verifica la condizione agli estremi. Come nel caso precedente per avere che esiste la deri-
vata seconda in senso usuale bisogna avere qualche proprietà in più su f , per esempio che
∞∑
n=1

|un| < +∞.

In maniera analoga si tratta un problema con condizione di derivata nulla al bordo.

5.4.7 Proposizione. Sia T > 0 e poniamo ω̃ :=
π

T
; ricordiamo che cn(t) = cos(ω̃nt).

Siano λ reale e f in L2([0, T ]) a valori reali. Diremo che y è soluzione del problema{
y′′ + λy = f in [0, T ],

y′(0) = y′(T ) = 0
(P 1

f )

se y ∈ L2([0, π]), y è derivabile due volte nel senso di L2, y, y′ vale zero agli estremi e
vale l’equazione scritta in (P 0

f ). Notiamo che dire y′(0) = y′(T ) = 0 ha senso in quanto
(avendo derivata seconda in L2) y′ è continua.

Allora il problema (P 1
f ) ha soluzione unica per ogni f in L2([0, T ]) se e solo se λ 6= ω̃2k2

per ogni k ≥ 0 intero. Tale soluzione è data da

y =
L2

∞∑
n=0

vn
λ− ω̃2n2

cn, dove f =
L2

∞∑
n=0

vncn

Se invece λ = ω̃2k2
0 per un intero k0 ≥ 0 allora esiste soluzione se e solo se il coefficiente

k0-esimo relativo a f è zero, cioè se e solo se∫ T

0

f(t) cos(k0ω̃t) dt = 0.

In questo caso la soluzione y non è unica, ma lo diventa se si impone che verifichi∫ π

0

y(t) cos(k0ω̃t) dt = 0.

(potendosi in generale aggiungere a tale soluzione vck0 con v in R). Anche in questo caso
la regolarità di y aumenta se si hanno informazioni aggiuntive sulla sommabilità dei (vn).
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Capitolo 6

Trasformate di Fourier e Laplace

6.1 La trasformata di Fourier in L1 e in L2

In questo paragrafo introdurremo la trasformata di Fourier per funzione definite su tutta la
retta, senza ipotesi di periodicità. Per intuire un collegamento con le serie di Fourier (fatta
per funzioni periodiche) facciamo un ragionamento “formale”. Prendiamo f : R → C e,
fissato T > 0, consideriamo i coefficienti di Fourier relativi all’intervallo [−T/2, T/2];
ciò equivale a dire che consideriamo la funzione T -periodica fT che coincide con la f di
partenza tra −T/2 e T/2, e sviluppiamo fT in serie di Fourier. Come abbiamo visto i
coefficienti sono

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
f(t)e−inω0t dt =

ω0

2π

∫ T/2

−T/2
f(t)e−inω0t dt =

ω0

2π
ĉn

dove ĉn :=
∫ T/2
−T/2 f(t)e−inω0t dt, e si ha:

fT (t) =
L2

+∞∑
n=−∞

cne
inω0t =

1

2π

+∞∑
n=−∞

ĉne
inω0tω0.

La serie scritta sopra si può interpretare come un integrale di una funzione a scalini:

fT (t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ĉ[ ω

ω0

]eiω0

[
ω
ω0

]
t
dω

dato che [
ω

ω0

]
= n se nω0 ≤ ω < (n+ 1)ω0,

e che il fattore ω0, essendo pari alla lunghezza dell’intervallino [nω0, (n + 1)ω0] “diventa

dω”nell’integrale. Mandando T all’infinito ω0 tende a zero ed essendo ω−ω0 ≤ ω0

[
ω

ω0

]
≤

ω si ha ω0

[
ω

ω0

]
→ ω. Allora (formalmente)

ĉ[ ω
ω0

] =

∫ T/2

−T/2
f(t)e

−iω0

[
ω
ω0

]
t
dt→

∫ ∞
−∞

f(t)e−iωt dt =: f̂(ω)

e (sempre formalmente) fT (t)→ f(t), da cui:

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωt dω.

137
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Se queste formule hanno un fondamento (come vedremo di dimostrare ora) esse dicono
che un segnale non periodico si esprime come un integrale di segnali periodici al variare di
tutte le frequenze possibili (non più sui multipli della frequnza del segnale di partenza).

6.1.1 Definizione. Sia f in L1(R) (a valori complessi). Chiameremo trasformata di
Fourier di f la funzione definita da

f̂(ω) :=

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt ∀ω ∈ R.

6.1.2 Proposizione. Se f ∈ L1(R) allora f̂ è continua e si ha anche

lim
|ω|→∞

f̂(ω) = 0.

Dimostrazione. La continuità è conseguenza del teorema 4.1.16, dato che la funzione di
due variabili F (ω, t) := f(t)e−iωt è continua in (ω, t), in particolare è misurabile in t ed è
continua in ω, e vale la relazione (uniforme in ω)

|F (ω, t)| = |f(t)||e−iωt| = |f(t)| ∈ L1 ∀t, ∀ω.

Notiamo che se ne ricava |f̂(ω)| ≤
∫ +∞
∞ |f(t)| dt per ogni t, da cui

‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1. (6.1)

Per il comportamento all’infinito consideriamo prima il caso f = 1[a,b]. Allora

f̂(ω) =

∫ b

a

e−iωt dt =

[
e−iωt

−iω

]t=b
t=a

= i
e−ibω − e−iaω

ω

che tende a zero per ω → ±∞. Per linearità la proprietà è vera se f è costante a tratti.
Nel caso generale possiamo trovate una successione (fn)n di funzioni costanti a tratti tali
che fn → f in L1. Allora f̂n → f̂ uniformemente su R a causa della (6.1), e dunque per
il teorema di scambio dei limiti 2.1.8 si ha

lim
ω→±∞

f̂(ω) = lim
ω→±∞

lim
n→∞

f̂n(ω) = lim
n→∞

lim
ω→±∞

f̂n(ω) = 0.

6.1.3 Definizione. Indichiamo con C0
0(R) lo spazio delle funzioni continue da R in C che

tendono a zero a ±∞. In tale spazio consideriamo la convergenza ottenuta mediante la
norma uniforme (si può vedere abbastanza facilmente che la norma uniforme è una buona
norma in C0

0(R)).

6.1.4 Osservazione. È chiaro che, date f e g in L1(R), α, β ∈ C, si ha ̂(αf + βg) = αf̂+βĝ.
Inoltre per quanto visto nella dimostrazione appena fatta si ha ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1. Dunque
l’operatore F : L1(R) → C0

0(R) definito da F(f) := f̂ è lineare e continuo (di norma
minore o eguale a uno – si potrebbe anche vedere che tale norma fa uno).

6.1.5 Proposizione. Sia f in L1(R). Allora valgono i fatti seguenti.

1. Se tnf(t) è in L1(R), allora f̂ ha derivata n-esima, f̂ (n) ∈ C0
0(R) e

f̂ (n)(ω) = F(f)(n)(ω) = (−i)nF(tnf(t))(ω).
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2. Se f ha derivata n-esima nel senso di L1 allora

F(f (n))(ω) = inωnF(f)(ω) = inωnf̂(ω).

3. Se t0 ∈ R allora (ft0(t) := f(t− t0))

F(ft0)(ω) = e−it0ωF(f)(ω) = e−it0ωf̂(ω).

4. Se ω0 ∈ R allora

(f̂)ω0(ω) = F(f)ω0(ω) = F(eiω0tf(t))(ω).

5. Se a 6= 0 allora

F(f(at))(ω) =
1

|a|
F(f)

(ω
a

)
.

6. Si ha

F(f)(ω) = F(f)(−ω).

Dimostrazione. 1. Se poniamo F (ω, t) := f(t)e−iωt si ha

∂

∂ω
F (ω, t) = −itf(f)e−iωt, e allora

∣∣∣∣ ∂∂ωF (ω, t)

∣∣∣∣ = t|f(t)| ∈ L1(R)

per cui si può applicare la seconda tesi del teorema 4.1.16 e derivare sotto il segno
si integrale ottenendo

f̂ ′(ω) =
d

dω

∫ +∞

−∞
F (ω, t) dt =

∫ +∞

−∞

∂

∂ω
F (ω, t) dt =∫ +∞

−∞
(−it)f(t)e−iωt dt = F(−itf(t))(ω).

Dato che f̂ ′ è trasformata di una funzione L1 essa appartiene a C0
0(R). Abbiamo

dimostrato il caso n = 1, il caso generale si ottiene iterando il procedimento.

2. Supponiamo che f ed f ′ siano continue e in L1(R). Allora integrando per parti

f̂ ′(ω) =

∫ +∞

−∞
f ′(t)e−iωt dt =

[
f(t)e−iωt

]+∞
−∞+

iω

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt = 0 + iωf̂(ω) = iωf̂(ω).

Si è sfruttato il fatto (che accettiamo senza dimostrazione) che se f, f ′ ∈ L1 allora
f(t)→ 0 per t→ ±∞ da cui segue che il primo dei due termini dopo l’integrazione
per parti fa zero.
Nel caso generale, per definizione di derivata in L1, possiamo trovare una successione
(fn)n di funzioni in L1 con derivata continua f ′n in L1 e tali che fn → f in L1 e

f ′n → f ′ in L1. Applicando la formula sopra alle fn troviamo f̂ ′n(ω) = iωf̂n(ω);

peraltro a causa delle convergenze L1 si ha f̂ ′n → f̂ ′ uniformemente e f̂n → f̂
uniformemente. Ne segue la tesi per n =; per n generale si itera il procedimento.
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3. Si ha, usando la sostituzione s = t− t0:

f̂t0(ω) =

∫ +∞

−∞
ft0(t)e

−iωt dt =

∫ +∞

−∞
f(t− t0)e−iωt dt =∫ +∞

−∞
f(s)e−iω(s+t0) ds = e−it0ω

∫ +∞

−∞
f(s)e−iωs ds = e−it0ωf̂(ω).

4. Si ha

̂eiω0tf(t)(ω) =

∫ +∞

−∞
eiω0tft0(t)e

−iωt dt =∫ +∞

−∞
ft0(t)e

−i(ω−ω0)t dt = f̂(ω − ω0) = f̂ω0(ω).

5. Usando la sostituzione s = at e tenendo conto del fatto che gli estremi si scambiano
se a < 0, si ha:

f̂(at)(ω) =

∫ +∞

−∞
f(at)e−iωt dt =

1

a

∫ +a∞

−a∞
f(s)e−iωs/a dt =

1

|a|
f̂
(ω
a

)
.

6. Si ha

f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt =

∫ +∞

−∞
f(t)eiωt dt = f̂(−ω)

6.1.6 Definizione. Data una funzione f indicheremo con f ∗ la funzione “riflessa”, cioè
f ∗(t) = f(−t). Notiamo allora che, per le (5) e (6) della 6.1.5, si ha

F(f ∗) = F(f)∗, F(f) = F(f)∗ = F(f ∗)

o anche (̂f ∗) = f̂ ∗ e f̂ = f̂ ∗ = f̂ ∗.

6.1.7 Osservazione. Sia f in L1(R), allora si ha che

• f è pari se e solo se f̂ è pari;

• f è dispari se e solo se f̂ è dispari;

• f è reale se e solo se f̂(−ω) = f̂(ω);

• f è reale pari se e solo se f̂ è reale pari;

• f è reale dispari se e solo se f̂ è immaginaria pura dispari.

Per esempio si ha

f pari⇒ f = f ∗ ⇒ f̂ = f̂ ∗ ⇒ f̂ = f̂∗ ⇒ f̂ pari,

e analogamente si ragiona per le altre proprietà. Per i viceversa si ragiona al contrario

usando il fatto che vedremo tra breve che (in qualche senso) f =
ˆ̂
f ∗.
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6.1.8 Definizione. Sia f in L1(R). Per ogni numero reale M > 0 definiamo

fM(t) :=
1

2π

∫ M

−M
f̂(ω)eiωt dω.

Notiamo che fM = 1
2π
F(f̂ · 1[−M,M ])

∗ = 1
2π
F(f̂ ∗ · 1[−M,M ]) e quindi fM ∈ C0

0(R); anzi fM è
di classe C∞, a causa di (1) della 6.1.5.

6.1.9 Teorema. Se f è C1 e se f ed f ′ sono in in L1(R), allora

f(t) = lim
M→∞

fM(t) = lim
M→∞

1

2π

∫ M

−M
f̂(ω)eiωt dω. (6.2)

Dimostrazione. La dimostrazione è simile a quella di 5.1.5; si ha

fM(t) =
1

2π

∫ M

−M

(∫ +∞

−∞
f(τ)eiω(t−τ) dτ

)
dω =

1

2π

∫ +∞

−∞
f(τ)

(∫ M

−M

∫ +∞

−∞
eiω(t−τ) dτ

)
dω =

∫ +∞

−∞
f(τ)

sin(M(t− τ))

π(t− τ)
dτ

(si è usato Fubini); dato che per ogni M si ha
∫ +∞
−∞

sin(M(t−τ))
π(t−τ)

dτ = 1 possiamo scrivere

(nel secondo integrale, si usa il cambio di variabile s = M(t− τ)):

f(t)− fM(t) =

∫ +∞

−∞

f(t)− f(τ)

π(t− τ)
sin(M(t− τ)) dτ =∫ +∞

−∞

f(t)1[t−1,t+1] − f(τ)

π(t− τ)
sin(M(t− τ)) dτ +

∫ t+1

t−1

f(t)

π(t− τ)
sin(M(t− τ)) dτ =∫ +∞

−∞

f(t)1[t−1,t+1] − f(τ)

π(t− τ)
sin(M(t− τ)) dτ +

f(t)

π

∫ M

−M

sin(s)

s
ds→ 0

per M → +∞; tale limite è conseguenza del Lemma di Riemann per quanto riguarda il

primo integrale, dato che
f(t)1[t−1,t+1] − f(τ)

π(t− τ)
è integrablie in τ ( a causa della derivabilità

di f in t), mentre il secondo integrale tende a zero perché
sin(s)

s
ha integrale improprio

finito.

6.1.10 Osservazione. In generale non si può scrivere 1
2π

∫∞
−∞ f̂(ω)eiωt dω, dato che non è

vero in generale che f̂ è in L1(R). Lo si può fare se f è di classe C2 e f , f ′, f ′′ sono
in L1(R), perchè in tal caso ω2f̂(ω) → 0 all’infinito (da (2) della 6.1.5), e quindi f̂ è in

L1(R). Quindi in questo caso si puó scrivere f(t) = 1
2π

ˆ̂
f(−t).

Viceversa per l’esistenza del limite puntuale (6.2), può bastare di meno della derivabilità
di f . In effetti vale il risultato seguente.

6.1.11 Teorema. Supponiamo che f ∈ L1(R), t0 ∈ R, f abbia derivata in ]t0 − δ, t0 +
δ[\ {t0} per un opportuno δ > 0 ed esistano finiti i limiti f ′(t+0 ) e f ′(t−0 ). Allora (devono
esistere i limiti f(t+0 ) e f(t−0 ) e)

f(t+0 ) + f(t−0 )

2
= lim

M→∞
fM(t) = lim

M→∞

1

2π

∫ M

−M
f̂(ω)eiωt dω. (6.3)
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6.1.12 Proposizione. Se f e g sono in L1(R), allora∫ +∞

−∞
f(t)ĝ(t) dt =

∫ +∞

−∞
f̂(t)g(t) dt. (6.4)

Notiamo che gli integrali hanno senso perché gli integrandi sono prodotti di una funzione
integrabile per una limitata.

Dimostrazione. Si ha∫ ∞
−∞

f(t)ĝ(t) dt =

∫ ∞
−∞

f(t)

(∫ +∞

−∞
g(τ)e−iτt dτ

)
dt = (∗)∫ ∞

−∞
g(τ)

(∫ +∞

−∞
f(t)e−iτt dt

)
dτ =

∫ +∞

−∞
f̂(τ)g(τ) dτ.

Per poter fare il passaggio (∗) si usa il teorema di Fubini, notando che la funzione
f(t)g(τ)e−iτt è integrabile su R2 dato che (per Tonelli) risulta finito l’integrale del modulo:∫

R2

|f(t)g(τ)e−iτt| dtdτ =

∫
R2

|f(t)g(τ)| dtdτ =

∫
R
|f(t) dt

∫
R
g(τ) dτ < +∞.

6.1.13 Proposizione. Supponiamo che f e g siano in C∞c (R) (infinitamente derivabili e
nulle fuori da un intervallo). Allora f̂ e ĝ sono in L2(R) e si ha∫ +∞

−∞
f̂(ω)ĝ(ω) dω = 2π

∫ +∞

−∞
f ∗(t)g(t) dt = 2π

∫ +∞

−∞
f(t)g∗(t) dt. (6.5)

Dimostrazione. Dato che f e g sono nulle fuori da un intervallo si ha, per la (1) di 6.1.5,
che f̂ e ĝ sono infinitamente derivabili. Dato che f e g sono infinitamente derivabili si ha,
per la (2) di 6.1.5, che per qualunque k ωkf̂(ω) → 0 e ωkĝ(ω) → 0; in particolare f̂ e ĝ
sono in L2. Allora per la (6.4) si ha∫ +∞

−∞
f̂(ω)ĝ(ω) dω =

∫ +∞

−∞

ˆ̂
f(t)g(t) dt = 2π

∫ +∞

−∞
f(−t)g(t) dt.

dove si è usato che
ˆ̂
f(t) = 2πf(−t), a causa della regolarità di f , come già osservato in

6.1.10. È chiaro poi che il −t può passare su g con un cambio di variabile nell’integrale.

6.1.14 Osservazione. La proposizione precedente si può interpretare come segue: se f e g
sono in C∞c (R) si ha: 〈

f̂ , ĝ
〉

= 2π 〈f, g〉 .

Infatti〈
f̂ , ĝ
〉

=

∫ +∞

−∞
f̂(ω)ĝ(ω) dω =

∫ +∞

−∞
f̂(ω) ̂̄g∗(ω) dω =

2π

∫ +∞

−∞
f(t)(ḡ∗)∗(t) dt = 2π

∫ +∞

−∞
f(t)ḡ(t) dt = 2π 〈f, g〉 .

In particolare, prendendo f = g (sempre in C∞c (R))

‖f̂‖2
2 =

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2 dω = 2π

∫ +∞

−∞
|f(t)|2 dt = 2π‖f‖2

2.
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6.1.15 Teorema. Si può estendere la trasformata di Fourier F su tutto L2(R) in modo
che (indicando sempre F(f) con f̂)

〈
f̂ , ĝ
〉

=

∫ +∞

−∞
f̂(ω)ĝ(ω) dω = 2π

∫ +∞

−∞
f(t)ḡ(t) dt = 2π 〈f, g〉

per ogni f e g in L2(R). In particolare, prendendo f = g si ha ‖f̂‖2 =
√

2π‖f‖ e quindi
F è un’applicazione lineare e continua da L2(R) in L2(R) di norma

√
2π. Inoltre per ogni

f in L2(R) risulta

f =
1

2π
F(F(f))∗

e quindi F è biunivoca e ha come inversa F−1 = 1
2π
F∗.

Dimostrazione. Data f in L2(R) si può trovare una successione di funzioni (fn)nin C∞c (R)
che tendono a f in L2. Dato che ‖f̂n − f̂m‖2 =

√
2π‖fn − fm‖2 si vede che (f̂n)n è

una successione di Cauchy in L2(R) e dunque essa converge a una funzione di L2(R) che
chiamiamo f̂ . Tale funzione è univocamente determinata da f poiché se ĝ è limite di
un’altra successione (ĝn)n dove (gn)n sono funzioni in C∞c (R) che tendono a f , si ha

‖f̂ − ĝ‖= lim
n→+∞

‖f̂n − ĝn‖2 =
√

2π lim
n→+∞

‖f̂n − ĝn‖2 = ‖f − f‖2 = 0

e dunque ĝ = f̂ . Possiamo quindi chiamare f̂ la trasformata di Fourier di f . È abbastanza
semplice a questo punto ricavare le altre proprietà affermate sopra mediante dei passaggi
al limite. Per esempio, indicando sempre con (fn)n una successione in C∞c (R) che tende a
f in L2, si ha (per la definizione di trasformata appena introdotta) che f̂n → f̂ in L2, da

cui
ˆ̂
fn → ˆ̂

f in L2 e infine
ˆ̂
f ∗n →

ˆ̂
f∗ in L2. Dato che fn = 1

2π

ˆ̂
f ∗n (per la regolarità di fn) si

deduce che f = 1
2π

ˆ̂
f ∗.

6.1.16 Osservazione. La trasformata di una funzione L2(R) non è un integrale (a priori
neanche un integrale improprio). Però

f̂ = (L2)− lim
R→+∞

∫ +R

−R
f(t)e−iωt dt

(
cioè

∫ +R

−R
f(t)e−iωt dt

L2

−→ f̂

)
.

Infatti è chiaro che f ·1[−R,R]
L2

−→ f e quindi, (essendo F continua) si ha F(f ·1[−R,R])
L2

−→
F(f). Siccome

F(f · 1[−R,R]) =

∫ +R

−R
f(t)e−iωt dt

si deduce la tesi. La stessa proprietà vale per l’antitrasformata, cioè

f = (L2)− lim
R→+∞

1

2π

∫ +R

−R
f̂(ω)eiωt dω

(
cioè

1

2π

∫ +R

−R
f̂(ω)eiωt dω

L2

−→ f

)
.

Esprimeremo allora questi fatti (come facevamo per le serie di Fourier) scrivendo:

f̂(ω) =
L2

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt, f(t) =

L2

1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωt dω.
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6.1.17 Proposizione. Supponiamo che P e Q siano due polinomi con grado(P ) ≤
grado(Q) − 1 e supponiamo che Q non abbia radici reali. Indichiamo con z1, . . . , zk le

radici di Q. Allora f(t) =
P (t)

Q(t)
è in L2(R) e

f̂(ω) = 2πi


−

∑
j=1,...,k
=m(zj)<0

Res

(
P (z)e−iωz

Q(z)
, zj

)
se ω > 0,

∑
j=1,...,k
=m(zj)>0

Res

(
P (z)e−iωz

Q(z)
, zj

)
se ω < 0.

Un’analoga formula vale per l’antitrasformata: se f̂(ω) =
P (ω)

Q(ω)
, dove P e Q sono come

nel primo caso, allora:

f(t) = i



∑
j=1,...,k
=m(zj)>0

Res

(
P (z)e−izt

Q(z)
, zj

)
se t > 0,

−
∑

j=1,...,k
=m(zj)<0

Res

(
P (z)e−izt

Q(z)
, zj

)
se t < 0.

Dimostrazione. Sappiamo per le proprietà della trasformata che∫ +R

−R
f(t)e−iωt dt

L2

−→ f̂

per R → +∞. D’altra parte per i teoremi sui residui si ha che, se si fissa t 6= 0, allora∫ +R

−R f(t)e−iωt dt tende all’espressione scritta sopra. Dato che la convergenza puntuale

individua il limite L2 ne segue la tesi. Stesso discorso per l’antitrasformata.

Per F in L2(R) valgono ancora tutte le proprietà enunciate nella proposizione 6.1.5.
Non facciamo la dimostrazione che sarebbe una serie di passaggi al limite (in L2 ) delle
proprietà dimostrate. Riportiamo solamente le proprietà che legano derivabilità e somma-
bilità all’infinito poichè nel caso di L2 assumono una forma leggermente diversa (le altre
invece restano identiche pur di sostituire L2(R) a L1(R) ).

6.1.18 Proposizione. Sia f in L2(R). Allora valgono i fatti seguenti.

1. Se tnf(t) è in L2(R), allora f̂ ha derivata n-esima nel senso di L2 e si ha

F(f)(n)(ω) = (−i)nF(tnf(t))(ω).

2. Se f è derivabile n volte nel senso di L2 allora

F(f (n))(ω) = inωnF(f)(ω);

in particolare ωnf̂(ω) ∈ L2(R).

Il risultato seguente non avrebbe a priori bisogno delle trasformate, ma la dimostra-
zione è assai semplice tenendo conto di quanto abbiamo trovato fin’ora.

6.1.19 Proposizione. Supponiamo che f ∈ L2(R) e f abbia derivata prima nel senso di
L2. Allora f è continua e f(t)→ 0 se t→ ±∞.
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Dimostrazione. Dalla (2) della proposizione 6.1.18 si deduce che ωf̂(ω) = F(f ′)(ω) ∈ L2.
Ne segue che f̂ ∈ L1, infatti usando la disuguaglianza di Schwartz∫ +∞

−∞
|f̂(ω| dω =

∫
|ω|≤1

|f̂(ω| dω +

∫
|ω|≥1

|ωf̂(ω)| 1

|ω|
dω ≤∫

|ω|≤1

|f̂(ω| dω +

(∫
|ω|≥1

|ωf̂(ω)|2 dω
)1/2(∫

|ω|≥1

1

ω2
dω

)1/2

< +∞.

Dato che f̂ ∈ L1(R) e che f = 1
2π
F(f̂ ∗) si ha f ∈ C0

0(R) che è la tesi.

6.1.20 Esempio. Consideriamo la funzione f(t) := e−at
2
, dove a > 0. Allora

f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
e−iat

2

e−iωt dt =

∫ +∞

−∞
e−a(t+i

ω
2a)

2

e−
ω2

4a dt = e−
ω2

4a

∫
γω

e−az
2

dz

dove, dato ω in R, γω indica la curva illimitata definita da γω(t) = t+ i ω
2a

per t ∈ R. Dato
R > 0 consideriamo la curva γω,R(t) := γω(t) per −R ≤ t ≤ R e le due curve di raccordo
σω,±R(t) := ±R + t per 0 ≤ t ≤ ω

2a
(vedi la figura 6.1). Per il teorema dei residui, dato

che la funzione e−az
2

non ha poli, si ha:∫
−γω,R

e−az
2

dz +

∫
−σω,−R

e−az
2

dz +

∫
γ0,R

e−az
2

dz +

∫
σω,R

e−az
2

dz = 0

e non è difficile verificare che gli integrali sui pezzi di raccordo σω,±R tendono a zero per
R→ +∞. Quindi mandando R all’infinito si ottiene (ricordando l’esempio 4.1.26):∫

γω

e−az
2

dz =

∫
γ0

e−az
2

dz =

∫ +∞

−∞
e−ax

2

dx =
1√
a

∫ +∞

−∞
e−y

2

dy =

√
π

a

e quindi f̂(ω) =

√
π

a
e−

ω2

4a .

Figura 6.1: curve utilizzate nel calcolo della trasformata di e−at
2

6.2 Problemi differenziali su R
Consideriamo in questo paragrafo il problema{

ay′′ + by′ + cy = f in R,
lim
t→±∞

y(t) = lim
t→±∞

y′(t) = 0
(PR

f )
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dove a, b e c sono numeri complessi con a 6= 0 ed f ∈ L2(R;C). Questo problema è
l’equivalente dei problemi sull’intervallo con condizione zero al bordo.

Al solito consideriamo una nozione generalizzata di soluzione: y risolve (PR
f ) se y è in

L2(R;C), ha derivate prime e seconde in L2, verifica l’equazione nel senso di L2. A questo
punto non c’è bisogno di dire altro dato che, essendo y e y′ in L2 esse devono essere
continue e tendere a zero all’infinito a causa della proposizione 6.1.19.

Come in precedenza indichiamo con P (z) = az2 + bz + c il polinomio caratteristico
dell’equazione scritta sopra.

6.2.1 Proposizione. Supponiamo che

• Se P (iω) 6= 0 per ogni ω in R, allora per ogni f in L2(R;C) il problema (PR
f ) ha

una e una sola soluzione y data dalla formula

y(t) = F−1

(
f̂(ω)

P (iω)

)
(t) =

L2

1

2π

∫ +∞

−∞

f̂(ω)

P (iω)
eiωt dω (6.6)

• Se esistono degli ω (al massimo due) per cui P (iω) = 0 allora esiste una soluzione

di (PR
f ) se e solo se la funzione

f̂(ω)

P (iω)
è in L2(R;C); se tale condizione è verificata

la soluzione y è comunque unica ed è data dalla formula (6.6).

• Se f̂ ∈ L1(R;C), allora y è di classe C2 su R e verifica l’equazione in senso
tradizionale.

Dimostrazione. Supponiamo che y sia soluzione di (PR
f ), allora y, y′ e y′′ hanno trasformate

in L2 e si ha:

F(y′) = iωŷ, F(y′′) = (iω)2ŷ = −ω2ŷ,

da cui, trasformando entrambi i membri dell’equazione

−ω2aŷ + iωbŷ + cŷ = f̂ ⇔ P (iω)ŷ(ω) = f̂(ω).

A questo punto se P (iω) 6= 0 per ogni ω ∈ R è chiaro che
f̂(ω)

P (iω)
è in L2 (f̂ ∈ L2

e 1/P (iω) è limitato) e quindi deve valere la formula (6.6) (in particolare c’è un unica
soluzione possibile). Viceversa, sempre se P (iω) non si annulla mai, possiamo prendere y
definita dalla formula (6.6), Dato che∣∣∣∣∣ω2 f̂(ω

P (iω)

∣∣∣∣∣ ≤ C|f̂(ω)| ⇒ ω2 f̂(ω)

P (iω)
∈ L2

(dove C è un’opportuna costante). Ne segue che y ha derivata seconda in L2 e percor-
rendo a ritroso i passaggi di prima si ottiene che y risolve l’equazione. Abbiamo dunque
dimostrato il primo punto.

Anche nel caso in cui P (iω) si annulli in qualche ω (al massimo in due punti), ra-
gionando come sopra si perviene alla relazione ŷ(ω)P (iω) = f̂(ω). Allora se la soluzione

esiste bisogna che la funzione
f̂(ω)

P (iω)
(definita eccetto che nelle radici di P (iω) sia la tra-

sformata di y e quindi sia L2. Viceversa se tale funzione è L2 ha senso definire y mediante
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la formula (6.6); inoltre è ancora vero che ω2 f̂(ω)

P (iω)
è in L2. Infatti, se si sceglie R > tale

che le radici di P (iω) siano contenute in ]−R,R[, si trova una costante C per cui∣∣∣∣ ω2

P (iω)

∣∣∣∣ ≤ C ∀ω con |ω| ≥ R,⇒ ω2f̂(ω)

P (iω)
∈ L2(R \ [−R,R]),

mentre ∣∣∣∣∣ω2f̂(ω)

P (iω)

∣∣∣∣∣ ≤ R2

∣∣∣∣∣ f̂(ω)

P (iω)

∣∣∣∣∣ ∀ω ∈ [−R,R]⇒ ω2f̂(ω)

P (iω)
∈ L2([−R,R]).

Questo implica di nuovo che y ha derivata seconda in L2 e verifica l’equazione.
Per quanto riguarda l’ultimo punto osserviamo che se f̂ ∈ L1 allora

F(y′′)(ω) = −ω2ŷ(ω) =
−ω2

P (iω)
f̂(ω) ∈ L1

(perché, al solito, −ω
2

P (iω)
è limitato all’infinito). Ne segue y′′ ∈ C0

0 .

6.2.2 Osservazione. È chiaro che l’ipotesi
f̂(ω)

P (iω)
in L2 significa che f̂ è “buona”nelle radici

di P (iω); se f̂ è regolare (come di solito succede) allora tale condizione è equivalente a
chiedere che in ogni radice reale di P (iω) f̂ abbia uno zero di ordine almeno pari alla
molteplicità della radice. In pratica se ω̄ è una radice semplice di P (iω) allora bisogna
che f̂(ω̄) = 0, se ω̄ è una radice doppia di P (iω) allora ci vuole (f̂(ω̄) = f̂)′(ω̄) = 0 (e
altro non può capitare dato che P (iω) è un polinomio in ω di grado 2.

6.2.3 Esempio. Studiamo a titolo di esempio il problema{
y′′ + λy = e−|t| in R,
lim
t→±∞

y(t) = lim
t→±∞

y′(t) = 0.

Per prima cosa troviamo la trasformata del termine noto f(t) = e−|t|:

f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt =

∫ 0

−∞
ete−iωt dt+

∫ +∞

0

e−te−iωt dt =∫ 0

−∞
e(1−iω)t dt+

∫ +∞

0

e−(1+iω)t dt =

[
e(1−iω)t

1− iω

]0

−∞
+

[
e−(1+iω)t

−(1 + iω)

]+∞

0

=

1

1− iω
+

1

(1 + iω)
=

2

ω2 + 1
.

A questo punto notiamo che P (iω) = λ− ω2 non ha radici reali se λ < 0 mentre ha come
radici ±

√
λ se λ ≥ 0. Allora per λ ≥ 0 non esistono soluzioni dato che f̂(

√
λ) = 2

1+λ
6= 0.

Vediamo allora di risolvere il caso λ < 0; per semplificare le formule poniamo λ := −b2

con b > 0. Da quanto fatto in generale otteniamo:

y(t) =
L2

1

2π

+∞∫
−∞

−2eiωt

(ω2 + 1)(ω2 + b2)
dω =


i
∑

(w2−1)(w2+b2)=0
=m(w)>0

Res
(

−2eitz

(z2+1)(z2+b2)
, w
)

se t ≥ 0,

−i
∑

(w2−1)(w2+b2)=0
=m(w)<0

Res
(

−2eitz

(z2+1)(z2+b2)
, w
)

se t ≤ 0.
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Per procedere nel calcolo dobbiamo distinguere il caso b 6= 1 in cui i poli da considerare
per il calcolo dei residui sono ±i e ±ib, tutti semplici, dal caso b = 1 i cui ci sono solo i
poli ±i che però sono di ordine 2. Nel caso b 6= 1, ponendo g(z) := −2eiωt

(ω2+1)(ω2+b2)
, abbiamo:

iRes(g, i) =− i 2eizt

2z(z2 + b2) + 2z(z2 + 1)

∣∣∣∣
z=i

= −i 2e−t

2i(−1 + b2) + 0
= − e−t

b2 − 1
;

iRes(g, bi) =− i 2eizt

2z(z2 + b2) + 2z(z2 + 1)

∣∣∣∣
z=bi

= −i 2e−bt

0 + 2bi(−b2 + 1)
= − e−bt

b(1− b2)
;

−iRes(g,−i) =i
2eizt

2z(z2 + b2) + 2z(z2 + 1)

∣∣∣∣
z=−i

= i
2et

−2i(−1 + b2) + 0
= − et

b2 − 1
;

−iRes(g,−bi) =i
2eizt

2z(z2 + b2) + 2z(z2 + 1)

∣∣∣∣
z=−bi

= i
2ebt

0− 2bi(−b2 + 1)
= − ebt

b(1− b2)
;

e quindi

y(t) =

{
e−bt−be−t
b(b2−1)

se t > 0,
ebt−bet
b(b2−1)

se t < 0,
=
e−b|t| − be−|t|

b(b2 − 1)
.

Nel caso b = 1 per calcolare i residui dobbiamo usare la parte analitica di g che vale

h1(z) :=
−2eitz

(z + i)2
= −2eitz(z + i)−2 nel polo i e h2(z) :=

−2eitz

(z − i)2
= −2eitz(z − i)−2 nel

polo −i. Allora:

iRes(g, i) =ih′1(i) = −2i
[
iteitz(z + i)−2 + eitz(−2)(z + i)−3

]
z=i

=

− 2i

(
ite−t

4i2
− 2

e−t

8i3

)
= −te

−t + e−t

2
;

−iRes(g,−i) =− ih′2(−i) = 2i
[
iteitz(z − i)−2 + eitz(−2)(z − i)−3

]
z=−i =

2i

(
itet

4(−i)2
− 2

et

8(−i)3

)
= −−te

t + et

2
.

Quindi se b = 1

y(t) =

{
− te−t+e−t

2
se t > 0,

−−tet+e−t
2

se t < 0,
= −|t|e

−|t| + e−|t|

2
.

A titolo di verifica controlliamo che la soluzione è di classe C1 come previsto dai risultati
generali. Questo è chiaro in tutti i punti diversi da zero – bisogna allora verificare che
y(0+) = y(0−) e y′(0+) = y′(0−). Consideriamo solo il caso b 6= 1. Dato che y(t) si può
scrivere in termini di |t| è evidente che y(0+) = y(0−) = 1−b

b(b2−1)
= − 1

b(b+1)
. Per quanto

riguarda la derivata abbiamo:

t > 0⇒y′(t) =
−be−bt + be−t

b(b2 − 1)
=
−e−bt + e−t

b2 − 1
e dunque y′(0+) = 0;

t < 0⇒y′(t) =
bebt − bet

b(b2 − 1)
=
ebt − et

b2 − 1
e dunque y′(0−) = 0.

Consideriamo lo stesso problema con un altro dato:{
y′′ + λy = sgn(t)e−|t| in R,
lim
t→±∞

y(t) = lim
t→±∞

y′(t) = 0.
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dove la funzione segno è definita da sgn(t) = 1, se t > 0 e sgn(t) = −1, se t < 0
(possiamo anche dire che sgn(0) = 0, ma non è molto importante dato che per definire
un oggetto in L2 basta definirne il valore per quasi ogni t). Troviamo la trasformata di
f1(t) = sgn(t)e−|t|:

f̂1(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt = −

∫ 0

−∞
ete−iωt dt+

∫ +∞

0

e−te−iωt dt =

−
∫ 0

−∞
e(1−iω)t dt+

∫ +∞

0

e−(1+iω)t dt = −
[
e(1−iω)t

1− iω

]0

−∞
+

[
e−(1+iω)t

−(1 + iω)

]+∞

0

=

− 1

1− iω
+

1

(1 + iω)
=
−2ωi

ω2 + 1
.

Come prima il problema è risolubile per λ < 0 (dato che è risolubile per qualunque dato
in L2) mentre per λ ≥ 0 dobbiamo vedere se la funzione

f̂1(ω)

λ− ω2
= − 2iω

(ω2 + 1)(λ− ω2)
=

2iω

(ω2 + 1)(ω −
√
λ)(ω −

√
λ)

=: g(ω)

è in L2(R). Ciò non è mai vero; infatti se λ > 0 la g ha due singolarità in ±
√
λ nei pressi

delle quali g2 non è integrabile ( 1
|x−x0|2 non è integrabile vicino a x0). Se λ = 0 la g(ω)

diventa
2i

ω(ω2 + 1))
che non è a quadrato sommabile vicino a zero. Dal punto di vista

di f̂1 possiamo dire che non esiste soluzione in quanto, se λ > 0 f̂1(
√
λ) 6= 0, mentre se

λ = 0, essendo 0 radice doppia del denominatore, ci vorrebbe f̂1(0) = 0 (e questa è vera)
ma anche (f̂1)′(0) = 0 (e questa non vale).

Per risolvere il problema nel caso 0 > λ = −b2 si rifanno dei calcoli simili a quelli del
caso precedente (invitiamo il lettore a farli effettivamente). Si può anche sfruttare quanto
già trovato notando che la trasformata della soluzione relativa al dato f1 è

ŷ1(ω) = −iω −2

(ω2 + b2)(ω2 + 1)
= −iωŷ(ω)

(dove y è quella calcolata prima). Allora deve essere y1(t) = −y′(t) (almeno nel senso di
L2 ma sappiamo che y è C1). Quindi, facendo le derivate si trova

y1(t) = sgn(t)
e−b|t| − e−|t|

b2 − 1
se b 6= 1; y1(t) = −te

−|t|

2
se b = 1.

6.2.4 Esempio. Consideriamo il problema:{
y′′ + y′ = sgn(t)e−|t| in R,
lim
t→±∞

y(t) = lim
t→±∞

y′(t) = 0.

Il termine noto dell’equazione è la funzione f1 dell’esempio precedente da cui f̂1(ω) =

− 2iω

ω2 + 1
. Allora si trova

ŷ(ω) =
−2iω

(ω2 + 1))(iω − ω2
=

2i

(ω2 + 1)(ω − i)
=

2i

(ω + i)(ω − i)2
.

Allora il problema è risolubile: in effetti. in questo caso, il polinomio P (iω) si annulla in
un punto, cioè in ω = 0, ma in tale punto anche f̂1 fa zero e siccome la molteplicità dello
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zero è la stessa, allora la funzione risultante dal quoziente è L2 (invece non è L1). Allora:

y(t) =
L2

1

2π

+∞∫
−∞

2ieiωt

(ω + i)
dω =

iRes
(

2ieitz

(z+i)(z−i)2 , i
)

se t ≥ 0,

−iRes
(

2ieitz

(z+i)(z−i)2 ,−i
)

se t ≤ 0.

Dato che

iRes

(
2ieitz

(z + i)(z − i)2
, i

)
=− 2

d

dz

eitz

(z + i)

∣∣∣∣
z=i

= −2

[
iteitz

z + i
− eitz

(z + i)2

]
z=i

=

− 2

(
ite−t

2i
− e−t

4i2

)
= −te−t − e−t

2

−iRes

(
2ieitz

(z + i)(z − i)2
,−i
)

=2

[
eitz

(z − i)2

]
z=−i

= 2
et

4(−i)2
= −e

t

2

troviamo (ricordando che la funzione di Heavyside H(t) vale 0 per t < 0 e 1 per t > 0)

y(t) =


−te−t − e−t

2
se t > 0,

−e
t

2
se t < 0,

= −H(t)te−|t| − e−|t|

2
.

Invitiamo il lettore a controllare che y(0+) = y(0−) = −1
2

e y′(0+) = y′(0−) = −1
2
.

6.2.5 Esempio. Consideriamo il problema{
y′′ + b2y = sin(ω0t)sgn(t)e−|t| in R,
lim
t→±∞

y(t) = lim
t→±∞

y′(t) = 0.

Ci chiediamo per quali valori dei parametri b, ω0 > 0 esista una soluzione y. Facciamo la
trasformata del dato h(t) := sin(ω0t)sgn(t)e−|t|. Dato che h(t) = sin(ω0t)f1(t), dove f1 è
quella degli esempi precedenti, si ha:

ĥ(ω) = F
(
eiω0t − e−iω0t

2i
f1(t)

)
(ω) =

f̂1(ω − ω0) + f̂1(ω + ω0)

2i
=

1

2i

[
−2i(ω − ω0)

((ω − ω0)2 + 1)
− −2i(ω + ω0)

((ω + ω0)2 + 1)

]
=

− (ω − ω0)(ω + ω0)2 + (ω − ω0)− (ω + ω0)(ω − ω0)2 − (ω + ω0)

((ω − ω0)2 + 1)((ω + ω0)2 + 1)
=

− (ω − ω0)(ω + ω0) [(ω + ω0)− (ω − ω0)] + (ω − ω0)− (ω + ω0)

((ω − ω0)2 + 1)((ω + ω0)2 + 1)
=

− (ω − ω0)(ω + ω0)2ω0 − 2ω0

((ω − ω0)2 + 1)((ω + ω0)2 + 1)
= −2ω0

ω2 − ω2
0 − 1

((ω − ω0)2 + 1)((ω + ω0)2 + 1)
.

Per quanto visto prima la condizione necessaria e sufficiente perché esista soluzione è che

− 1

ω2 − b2
ĥ(ω) ∈ L2 ⇔ 2ω0

ω2 − ω2
0 − 1

(ω2 − b2)((ω − ω0)2 + 1)((ω + ω0)2 + 1)
∈ L2.

Dato che ±b sono le uniche radici del denominatore, e sono semplici, è chiaro che per far
venire la frazione in L2 occorre e basta che ±b siano anche radici del numeratore, cioè che
b2 − ω2

0 − 1 = 0. Ma, se b < 1 questo non è mai possibile, mentre se b ≥ 1 la condizione

che si ottiene è ω0 =
√
b2 − 1 .
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A titolo di esempio calcoliamo la soluzione y quando b = 2 e ω0 =
√

3. Si ha:

ŷ(ω) =
2
√

3(ω2 − 4)

(ω2 − 4)((ω −
√

3)2 + 1)((ω +
√

3)2 + 1)
=

2
√

3

((ω −
√

3)2 + 1)((ω +
√

3)2 + 1)

che ha some singolarità i quattro poli semplici ±
√

3± i. Se G(z) := 2
√

3eizt

((z−
√

3)2+1)((z+
√

3)2+1)
,

abbiamo

y(t) =

{
iRes

(
G(z),

√
3 + i

)
+ iRes

(
G(z),−

√
3 + i

)
se t > 0,

−iRes
(
G(z),

√
3− i

)
− iRes

(
G(z),−

√
3− i

)
se t < 0.

Dato che

Res(G(z),
√

3 + i) =
2
√

3eizt

2(z −
√

3)((z +
√

3)2 + 1) + ((z −
√

3)2 + 1)2(z +
√

3)

∣∣∣∣∣
z=
√

3+i

=

2
√

3ei(
√

3+i)t

2i((2
√

3 + i)2 + 1)
=

1

i

√
3e(−1+

√
3i)t

12 + 4
√

3i
=

1

i

(12
√

3− 12i)e(−1+
√

3i)t

192
;

Res(G(z),−
√

3 + i) =
2
√

3eizt

2(z −
√

3)((z +
√

3)2 + 1) + ((z −
√

3)2 + 1)2(z +
√

3)

∣∣∣∣∣
z=−

√
3+i

=

2
√

3ei(−
√

3+i)t

2i((−2
√

3 + i)2 + 1)
=

1

i

√
3e(−1−

√
3i)t

12− 4
√

3i
=

1

i

(12
√

3 + 12i)e(−1−
√

3i)t

192
;

Res(G(z),
√

3− i) =
2
√

3eizt

2(z −
√

3)((z +
√

3)2 + 1) + ((z −
√

3)2 + 1)2(z +
√

3)

∣∣∣∣∣
z=
√

3−i

=

2
√

3ei(
√

3−i)t

−2i((2
√

3− i)2 + 1)
=

1

−i

√
3e(1+

√
3i)t

12− 4
√

3i
=

1

−i
(12
√

3 + 12i)e(1+
√

3i)t

192
;

Res(G(z),−
√

3− i) =
2
√

3eizt

2(z −
√

3)((z +
√

3)2 + 1) + ((z −
√

3)2 + 1)2(z +
√

3)

∣∣∣∣∣
z=−

√
3−i

=

2
√

3ei(−
√

3−i)t

−2i((−2
√

3− i)2 + 1)
=

1

−i

√
3e(1−

√
3i)t

12 + 4
√

3i
=

1

−i
(12
√

3− 12i)e(1−
√

3i)t

192
;

otteniamo per t > 0

y(t) =
(12
√

3− 12i)e(−1+
√

3i)t

192
+

(12
√

3 + 12i)e(−1−
√

3i)t

192
=

2<

(
e

(12
√

3− 12i)e(
√

3i)t

192

)
e−t =

√
3 cos(

√
3t) + sin(

√
3t)

8
e−t,

mentre per t < 0

y(t) =
(12
√

3 + 12i)e(1+
√

3i)t

192
+

(12
√

3− 12i)e(1−
√

3i)t

192
=

2<e

(
(12
√

3 + 12i)e(
√

3i)t

192

)
et =

(√
3 cos(

√
3t)− sin(

√
3t)

8

)
et,

che volendo si può riassumere come

y(t) =
e−|t|

8

(√
3 cos(

√
3t) + sgn(t) sin(

√
3t)
)
.
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6.3 La convoluzione

6.4 La trasformata di Laplace

La trasformata di Fourier, per quanto sia un ottimo strumento, ha il difetto di lavorare
in L2(R) e quindi può trasformare solo funzioni che all’infinito vadano a zero (almeno in
un senso integrale, cioè quello di avere energia finita). Questo per la verità può essere
anche un pregio, quando, come negli esempi che abbiamo visto, la condizione zero all’in-
finito sia un requisito del problema; spesso però ci si trova a dover risolvere dei problemi
differenziali in cui tale condizione all’infinito non è per nulla naturale. Vedremo in questo
paragrafo come costruire un’altra trasformata, detta di Laplace, (comunque riconducibile
alla trasformata di Fourier), che può trasformare funzioni che per t → +∞ non hanno
nessun vincolo di crescita. Per fare ciò dobbiamo pagare un prezzo e cioè imporre che
la funzioni trasformabili siano nulle vicino a meno infinito. Quindi la trasformata di La-
place è essenzialmente asimmetrica e si presta ad essere usata in problemi che descrivono
processi con un istante iniziale (tipicamente lo zero) prima del quale tutto è in quiete e
dopo il quale qualcosa comincia a muoversi.

Introduciamo lo spazio delle funzioni localmente integrabili

L1
loc(R) := {f : R→ C : f è misurabile e f è integrabile su ogni intervallo [a, b]}

(sempre identificando le funzioni eguali quasi ovunque). Gli elementi di L1
loc non hanno

alcun vincolo di crescita a più o a meno infinito. Poniamo inoltre

L+(R) :=
{
f ∈ L1

loc(R) : esiste T ∈ R tale che f(x) = 0 per x < T
}
.

Possiamo dire che gli elementi di L+(R) sono funzioni a supporto destro. Indichiamo anche

L+
0 (R) :=

{
f ∈ L1

loc(R) : f(x) = 0 per x < 0
}
.

Dato α reale denotiamo inoltre con Hα il semispazio complesso aperto:

Hα := {z ∈ C :<e(z) > α} .

6.4.1 Definizione. Sia f in L+(R). Definiamo ascissa di convergenza di f il numero
(eventualmente ±∞)

α(f) := inf
{
x ∈ R : e−xtf(t) ∈ L1(R)

}
.

6.4.2 Proposizione. Sia f in L+(R). Allora per ogni numero complesso z con <e(z) >
α(f) si ha che e−ztf(t) è in L1(R).

Dimostrazione. Sia z = x + iy con x = <e(z) > α(f). Per le proprietà dell’estremo
inferiore possiamo trovare x′ con x > x′ > α(f) tale che e−x

′tf(t) ∈ L1(R). Allora, se T è
tale che f(t) = 0 per t < T , si ha:

|e−ztf(t)| = e−xt|f(t)| = e−(x−x′)te−x
′t|f(t)| ≤ e−(x−x′)T |e−x′tf(t)| ∈ L1(R).

6.4.3 Definizione. Per ogni z = x + iy in Hα(z) possiamo definire la funzione f̌(z)
mediante

f̌(z) :=

∫ +∞

−∞
f(z)e−zt dt =

∫ +∞

−∞
f(z)e−xte−iyt dt.

Notiamo che f̌(x + iy) = F(e−xtf(t))(y). Diremo che f̌ è la trasformata di Laplace di f
e la denoteremo anche con L(f).



6.4. LA TRASFORMATA DI LAPLACE 153

6.4.4 Proposizione. Si ha

lim
|y|→+∞

f̌(x+ iy) = 0 ∀x > α(f);

inoltre, se f ∈ L+
0 (R), si ha

lim
|z|→+∞
<ez≥α

f̌(z) = 0 ∀α > α(f).

Dimostrazione. La prima proprietà è conseguenza del fatto che f̌(x+iy) = F(e−xtf(t))(y)
e del comportamento all’infinito delle traformata di Fourier. Per il secondo basta osservare
che in questo caso

f̌(z) =

∫ +∞

0

f(z)e−zt dt =

∫ +∞

0

F (z, t) dt

dove

lim
|z|→+∞
<ez≥α

F (z, t) = 0 ∀t > 0, |F (z, t)| ≤ e−αt|f(t)| ∀t > 0,∀z con <ez ≥ α

per cui si può applicare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale 4.1.16.

6.4.5 Teorema. La funzione f̌ è olomorfa su Hα(f). Inoltre per ogni n intero si ha
α(tnf(t)) = α(t) e

d

zn
f̌(z) = (−1)nL(tn(f(t))(z).

Dimostrazione. Consideriamo il caso n = 1 (gli altri seguono iterando). Dimostriamo
innanzitutto che α(tf(t)) = α(t). Per questo fissiamo un qualunque α > α(f) e prendiamo
α′ con α > α′ > α(f); allora e−α

′tf(t) ∈ L1 da cui:

te−αt|f(t)| = te−(α−α′)te−α
′t|f(t)| ∈ L1

(dato che f è a supporto destro e che te−(α−α′)t → 0 per t→ +∞). Quindi α(tf(t)) ≤ α
e per l’arbitrarietà di α si ha α(tf(t)) ≤ α(f). La disuguaglianza opposta è ovvia dunque
si ha l’eguaglianza.
A questo punto, se F (z, t) = f(t)e−zt si ha f̌(z) =

∫ +∞
−∞ F (z, t) dt per cui, chiaramente,

∂

∂z
F (z, t) = −tf(t)e−zt. Inoltre, fissato α > α(f)∣∣∣∣ ∂∂zF (z, t)

∣∣∣∣ = |tf(t)|e−αt ∀z con <ez ≥ α.

Dato che la funzione scritta a destra è in L1, possiamo derivare sotto il segno di integrale
e ottenere la tesi per ogni z con <ez > α. Per l’arbitrarietà di α la tesi è vera non appena
<ez > α(f).

6.4.6 Proposizione. Sia f in L+(R) e supponiamo che f abbia derivata f ′ nel senso di
L1
loc (automaticamente f ′ ∈ L+(R)). Allora, se α := max(α(f), α(f ′)) 1 si ha

L(f ′)(z) = zL(f)(z) ∀z con <ez > α.

1In effetti non c’è nessun legame tra la trasformabilità di f e quella di f ′; vedremo successivamente
che, ambientando la trasformata nelle distribuzioni (e quindi intendendo sia la trasformata che la derivata
in un senso più generalizzato), si avrà invece α(f ′) ≤ α(f).



154 CAPITOLO 6. TRASFORMATE DI FOURIER E LAPLACE

Cenno di dimostrazione. Se consideriamo il caso f di classe C1, allora la tesi segue inte-
grando per parti: dato z con <ez > α∫ +∞

−∞
f ′(t)e−zt dt =

[
f(t)e−zt

]+∞
−∞ +

∫ +∞

−∞
zf(t)e−xt dt = 0 + zL(f)(z).

Si è usato il fatto che f ′(t)e−zt ∈ L1(R) e f(t)e−zt ∈ L1(R) implicano f(t)e−zt → 0 per
t → +∞ (che si potrebbe dimostrare). Si passa poi al caso f ′ ∈ L1

loc approssimando
mediante funzioni C1 e passando al limite.

Ricordiamo che H : R → R indica la funzione di Heavyside. Nell’enunciato seguente
non chiediamo f/f ′ ∈ L+(R), ma intendiamo considerare le funzioni Hf e Hf ′. Notiamo
che, se f ′ ∈ L1

loc, allora f è continua e dunque ha senso considerare f(0).

6.4.7 Proposizione. Sia f in L1
loc e supponiamo che f abbia derivata f ′ nel senso di

L1
loc. Allora se α := max(α(Hf), α(Hf ′)) si ha

L(Hf ′)(z) = zL(Hf)(z)− f(0) ∀z con <ez > α.

Cenno di dimostrazione. Consideriamo f di classe C1. Allora integrando per parti∫ +∞

−∞
H(t)f ′(t)e−zt dt =

[
f(t)e−zt

]+∞
0

+

∫ +∞

0

zf(t)e−xt dt = −f(0) + zL(Hf)(z)

dove si è considerato z con <ez > α.

Più in generale si possono ricavare i seguenti enunciati.

6.4.8 Proposizione. 1. Sia f in L+(R) e supponiamo che esistano f ′, f ′′, . . . , f (k) nel
senso di L1

loc (che sono automaticamente in L+(R)).

Allora posto α := max(α(f), α(f ′), . . . , α(f (k))) si ha:

L(f (k))(z) = zkL(f)(z) ∀z con <ez > α.

2. Sia f in L1
loc e supponiamo che f abbia derivate f ′, f ′′, . . . , f (k) nel senso di L1

loc.
Notiamo che in tal caso f, f ′, . . . , f (k−1) sono continue.

Allora posto α := max(α(f), α(f ′), . . . , α(f (k))) si ha:

L(Hf (k))(z) = zkL(Hf)(z)−
k−1∑
j=0

zjf (k−1−j)(0) ∀z con <ez > α.

6.4.9 Proposizione. Sia f in L+(R). Allora

• se t0 ∈ R α(ft0) = α(f) e

L(ft0)(z) = e−t0zf̌(z) ∀z con <ez > α(f);

• se z0 ∈ C α(ez0tf(t)) = α(f) + <ez0 e

L(ez0tf(t))(z) = f̌(z − z0) = f̌z0(z) ∀z con <e(z − z0) > α(f).
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Dimostrazione. Vediamo la prima delle due. È chiaro che e−xt|f |(t) è integrabile su R se
e solo se e−xt|f |(t− t0) lo è da cui α(ft0) = α(f). Per quanto riguarda la formula si vede
facilmente che, per <ez > α(f)

L(ft0)(z) =

∫ +∞

−∞
f(t− t0)e−zt dt =

∫ +∞

−∞
f(s)e−z(s+t0) ds = e−t0zf̌(z),

mentre per la seconda affermazione basta osservare che |ez0tf(t)e−xt| = |f(t)|e−(x−<ez0)t

(da cui α(ez0tf(t)) = α(f) + <ez0) e che

L(ez0tft)(z) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−(z−zo)t dt = f̌z0(z) se <e(z − z0) > α(f).

6.4.10 Esempio. Si ha:

α(H(t)) = 0, L(H(t)) =
1

z
∀z con <ez > 0;

α(tkH(t)) = 0, L(tkH(t)) =
k!

zk+1
∀z con <ez > 0;

α(ez0tH(t)) = <ez0, L(ez0tH(t)) =
1

z − z0

∀z con <ez > <ez0;

α(tkez0tH(t)) = <ez0, L(tkez0tH(t)) =
k!

(z − z0)k+1
∀z con <ez > <ez0;

α(sin(ω0t)H(t)) = 0, L(sin(ω0t)H(t)) =
ω0

z2 + ω2
0

∀z con <ez > 0;

α(cos(ω0t)H(t)) = 0, L(cos(ω0t)H(t)) =
z

z2 + ω2
0

∀z con <ez > 0;

6.4.11 Teorema (antitrasformata). Sia α un numero reale e sia g : Hα → C una funzione
olomorfa. Supponiamo che esista una costante M tale che

|g(z)| ≤ M

|z|2 + 1
∀z con <ez > α. (6.7)

Allora

• per ogni t reale e per ogni x > α l’integrale

1

2πi

∫
x+iR

g(z)ezt dz (6.8)

esiste e non dipende da x; dunque possiamo chiamare f(t) tale integrale;

• f(t) è continua in t e f(t) = 0 per t ≤ 0 (quindi f ∈ L+(R));

• α(f) ≤ α;

• f̌(z) = g(z) per ogni z con <ez > α.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che

fx(t) :=
1

2πi

∫
x+iR

g(z)ezt dz =
1

2π
ext
∫ +∞

−∞
g(x+ iy)eiyt dy
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e quindi

fx(t) =
1

2π
extĥx(t) dove hx(y) := g(x− iy).

dunque fx(t) esiste ed è continua in t dato che hx(y) è integrabile in y, a causa della
ipotesi (6.7).
Dimostriamo che fx(t) non dipende da x > α.
Per questo fissiamo x2 > x1 > α e un numero R > 0. Consideriamo il rettangolo
Rx1,x2,R := {x+ iy ∈ C :x1 ≤ x ≤ x2,−R ≤ y ≤ R}. Dato che g è olomorfa su Rx1,x2,R si
ha ∫

∂Rx1,x2,R
g(z)ezt dz = 0.

I contributi dei tratti orizzontali del bordo del rettangolo tendono a zero:∣∣∣∣∫ x2

x1

g(ξ ±Ri)e(ξ±Ri)t dξ

∣∣∣∣ ≤ ∫ x2

x1

M

ξ2 +R2 + 1
ex2|t| dξ → 0 per R→ +∞.

Mandando R a +∞ si ottiene∫ +∞

−∞
g(x1 + iy)e(x1+iy)t dy =

∫ +∞

−∞
g(x2 + iy)e(x2+iy)t dy

per cui fx(t) non dipende da x e la indicheremo semplicemente con f(t).

Figura 6.2: il rettangolo Rx1,x2,R

Mostriamo che f(t) = 0 se t < 0. Si ha infatti, qualunque sia x > α

|f(t)| ≤ 1

2π

∫ +∞

−∞
|g(x+ iy)e(x+iy)t| dy ≤ 1

2π
ext
∫ +∞

−∞

M

x2 + y2 + 1
dy

ed è chiaro che il termine scritto a destra tende a zero per x→ +∞ (dato che t < 0).
Mostriamo che α(f) ≤ α: per questo basta mostrare che e−xtf(t) è integrabile per ogni
x > α. Preso un tale x possiamo trovare un x′ con α < x′ < x e dato che f(t) = fx′(t)
abbiamo

|e−xtf(t)| ≤ 1

2π
e−xt

∫ +∞

−∞

M

(x′)2 + y2 + 1
ex
′t dy = costante · e−(x−x′)t
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e l’ultimo termine scritto è integrabile in t a +∞.
Rimane solo da vedere che f̌ = g. Applicando il teorema 6.1.9 a hx (che è infinitamente
derivabile) si ottiene, per z = x+ iy con x > α

L(f)(z) = F(e−xtf(t))(y) = F
(
e−xt

1

2π
extĥx(t)

)
(y) =

1

2π
F(ĥx(t))(y) = hx(−y) = g(z + iy) = g(z).

Il teorema precedente ammette la seguente generalizzazione, in cui si indebolisce
l’ipotesi di crescita su g e si ottiene un’antitrasformata che non è continua.

6.4.12 Teorema. Sia α un numero reale e sia g : Hα → C una funzione olomorfa tale
che

|g(z)| ≤ M

|z|+ 1
∀z con <ez > α. (6.9)

per una opportuna costante M . Allora

• per ogni x con x > α esiste

1

2π

∫ +∞

−∞
g(x+ iy)eiyt dy := L2(R)− lim

R→∞

1

2π

∫ R

−R
g(x+ iy)eiyt dy

(nel senso che gli integrali tra −R a R, come funzioni di t, convergono in L2 a
una funzione di t che denotiamo come “integrale” tra −∞ e +∞). Ha senso allora
definire:

fx(t) :=
L2

1

2π

∫ +∞

−∞
g(x+ iy)ex+iyt dy =

L2

1

2πi

∫ +∞

−∞
g(z)ezt dz

(che è l’interale precedente moltiplicato per ext). Notiamo che la definizione non è
data t per t ma solo come limite nel senso di L2.

• Dati x1, x2 in ]α,+∞[ si ha fx1(t) = fx2(t) per quasi ogni t; dunque fx individua
una funzione di L1

loc indipendente da x che possiamo indicare semplicemente con f
(notiamo che f è il prodotto di una funzione L2(R) per una funzione esponenziale,
dunque è “localmente” L2).

• f(t) = 0 per t ≤ 0 (quindi f ∈ L+(R));

• α(f) ≤ α e f̌(z) = g(z) per ogni z con <ez > α.

Dimostrazione. Imitiamo la dimostrazione del teorema precedente. Se indichiamo con

hx(y) := g(x− iy) abbiamo |hx(y)|2 ≤ M2

(|y|+ 1)2
, da cui si deduce che hx ∈ L2(R). Per i

teoremi sulla trasformata di Fourier in L2

1

2π

∫ R

−R
g(x+ iy)eiyt dy

L2

−→ ĥx per R→ +∞.

e quindi possiamo definire fx(t) = extĥx(t). Dato che la convergenza L2 implica la con-
vergenza quasi ovunque di una sottosuccessione possiamo trovare una successione (Rk) di
numeri reali con Rk →∞ tale che

1

2πi

∫
x+i[−Rk,Rk]

g(z)ezt dz → fx(t) per quasi ogni t (6.10)
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Siano ora x−1, x2 con α < x1 < x2; possiamo trovare una successione (Rk) di numeri reali
con Rk → ∞ tale che la convergenza di (6.10) valga sia per x = x1 che per x = x2. Se
ragioniamo come nella dimostrazione del teorema precedente, considerando il rettangolo
Rx1,x2,Rk , otteniamo di nuovo che i contributi sui lati orizzontali tendono a zero per k →
∞ (il denominatore dell’integrale continua a essere divergente anche se non c’è più il
quadrato). Ne segue che fx1 = fx2 quasi ovunque e dunque possiamo scrivere f invece di
fx. Mostriamo che f(t) = 0 se t < 0. Dalla ipotesi (6.9) si ottiene

‖hx‖L2 ≤ C ∀x > α

per un’opportuna costante C. Ne segue che

‖ĥx‖L2 ≤ C1 ∀x > α

dove C1 =
√

2πC (per le proprietà della trasformata in L2). Allora se t̄ < 0 si ha:∫ t̄

−∞
f(t)2 dt =

∫ t̄

−∞
e2xtĥx(t)

2 dt ≤ e2xt̄

∫ t̄

−∞
ĥx(t)

2 dt ≤ e2xt̄C2
1 ∀x > α.

e mandando x all’infinito si ottiene∫ t̄

−∞
f(t)2 dt = 0 ∀t̄ < 0

che implica f(t) = 0 per quasi ogni t < 0.
Mostriamo che α(f) ≤ α. Per questo basta far vedere che per ogni x con x > α si

ha e−xtf(t) ∈ L1([0,+∞[). Sia allora x > α e sia x′ con α < x′ < x; si ha e−xtf(t) =
e−xtfx′(t) = e−xtex

′tĥx′(t) = e−(x−x′)tĥx′(t). Applicando la disuguaglianza di Schwartz:∫ +∞

0

e−(x−x′)tĥx′(t) dt ≤
(∫ +∞

0

e−2(x−x′)t dt

)1/2(∫ +∞

0

|ĥx′(t)|2 dt
)1/2

< +∞

quindi e−xtf(t) è integrabile.
Infine ripetendo lo stesso ragionamento del teorema precedente si ottiene che f̌ = g.

In realtà nell’ipotesi di andamento quadratico per g l’antitrasformata si può anche
derivare, come afferma il seguente risultato, che non dimostriamo.

6.4.13 Proposizione. Nell’ipotesi (6.7) del teorema 6.4.11 l’antitrasformata f non è solo
continua ma ammette anche derivata f ′ nel senso di L1. Tale derivata è l’antitraformata
di zg(z) (si noti che zg(z) verifica l’ipotesi (6.9) del teorema 6.4.12).

6.4.14 Osservazione. Se l’ipotesi sull’andamento all’infinito di g viene rafforzata, la re-
golarità di f aumenta. Si potrebbe dimostrare, usando i teoremi di derivabilità sotto il
segno di integrale, che se

|g(z)| ≤ M

|z|m+2 + 1
∀z con <ez > α.

per un m ≥ 1, allora la funzione f (definita nei teoremi precedenti) è di classe Cm.

Nel caso in cui la g sia una funzione razionale abbiamo a disposizione un metodo,
legato ai teoremi dei residui, per calcolarne l’antitrasformata.
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6.4.15 Teorema. Siano P e Q due polinomi con grado(P ) ≤ grado(Q)− 1 e indichiamo
con z1, . . . , zk le radici di Q. Poniamo α := max {<ez1, . . . ,<ezk}. Allora per ogni x > α:

(v.p.)
1

2πi

∫
x+iR

P (z)

Q(z)
ezt dz =

{∑k
j=1 Res

(
P (z)
Q(z)

ezt, zj

)
se t > 0,

0 se t < 0.
(6.11)

Dunque possiamo definire

f(t) := (v.p.)
1

2πi

∫
x+iR

P (z)

Q(z)
ezt dz (6.12)

che risulta essere indipendente da x > α (e verificare la formula sopra). Tale funzione f

è chiaramente in L+(R), inoltre α(f) ≤ α e f̌(z) =
P (z)

Q(z)
.

Dimostrazione. Consideriamo t > 0 e consideriamo la curva γR rappresentata nella figura
6.3 (stiamo pensando ad α > 0, se fosse α < 0 la curva non avrebbe i due tratti rettilinei
orizzontali) . Per R grande le radici di Q sono tutte contenute nella zona racchiusa da
γ : R e dunque

Figura 6.3: la curva γR = γ1,R + γ2,R + γ3,R + γ4,R∫
γR

P (z)

Q(z)
ezt dz =

k∑
j=1

Res

(
P (z)

Q(z)
ezt, zj

)
.

Si ha peraltro: ∣∣∣∣∣
∫
γ2,R

P (z)

Q(z)
ezt dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ x

0

P (ξ + iR)

Q(ξ + iR)
e(ξ+iR)t dξ

∣∣∣∣ ≤ x
M

R
ext

per una opportuna costante M . Ne segue che
∫
γ2,R

P (z)
Q(z)

ezt dz → 0 per R → ∞. Nello

stesso modo si tratta l’integrale su γ4,R. Passiamo a γ3,R:∣∣∣∣∣
∫
γ3,R

P (z)

Q(z)
ezt dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ 3π

2

π
2

P (Reiθ)

Q(Reiθ)
eRte

iθ

Rieiθ dθ

∣∣∣∣∣ ≤
R

∫ 3π
2

π
2

∣∣∣∣P (Reiθ)

Q(Reiθ)

∣∣∣∣ eRt cos(θ) dθ ≤M

∫ 3π
2

π
2

eRt cos(θ) dθ.
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L’ultimo integrale tende anch’esso a zero per R→ +∞ dato che

lim
R→+∞

eRt cos(θ) = 0 ∀θ ∈
]
π

2
,
3π

2

[
,

∣∣eRt cos(θ)
∣∣ ≤ 1 ∀θ ∈

[
π

2
,
3π

2

]
e quindi possiamo applicare il teorema di Lebesgue. Ne segue alla fine la formula (6.11)
nel caso t > 0. Nel caso t < 0 si ripete lo stesso ragionamento usando la curva della
figura 6.4 (nel caso α < 0 ci saranno anche due tratti rettilinei come quelli della curva
precedente). Stavolta non ci sono poli nella regione delimitata da γR per cui

Figura 6.4: la curva γR = γ1,R + γ2,R

∫
γR

P (z)

Q(z)
ezt dz = 0.

Inoltre, come prima
∫
γ2,R

P (z)
Q(z)

ezt dz → 0 (dato che t < 0) e quindi, passando al limite per

R→ +∞ si ottiene il secondo caso della formula (6.11).
Da questo punto in poi la dimostrazione è molto simile a quella dei teoremi precedenti e
omettiamo ulteriori dettagli.

Abbiamo visto nei teoremi precedenti come costruire delle funzioni f(t) che abbiano
un’assegnata trasformata di Laplace g(z). Ci si potrebbe chiedere se la f costruita sia
l’unica possibile – in effetti è cos̀ı, come mostra la seguente osservazione.

6.4.16 Osservazione. Se f ∈ L+(R), α(f) < +∞ e se esiste α ≥ α(f) tale che f̌(z) = 0 per
ogni z ∈ Hα allora f ≡ 0. Per la linearità di L ciò implica che due funzioni trasformabili
che abbiano la stessa trasformata (per <ez sufficientemente grande) debbono essere eguali.

Infatti, fissato x > α, per ogni y ∈ R si ha 0 = f̌(x + iy) = F(e−xtf(t))(y) e dunque
la funzione e−xtf(t) è nulla avendo trasformata di Fourier nulla. Ne segue f(t) = 0 per
ogni t.

6.5 Problemi differenziali con condizioni di supporto

destro

Sia n ≥ 2 intero e siano a0, a1. . . . , an dei numeri complessi con an 6= 0; sia inoltre
f ∈ L1

loc(R,C) tale che f(t) = 0 per t < 0 (cioè f ∈ L+
0 (R;C). Vogliamo studiare il
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problema {
any

(n) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f in R,

y(t) = 0 per t < 0.
(6.13)

Al solito cerchiamo soluzioni in senso generalizzato, vogliamo cioè che y abbia derivate
fino all’ordine n nel senso di L1 e che tali derivate, inserite nell’equazione realizzino l’e-
guaglianza. Per i fatti generali che abbiamo visto altre volte una tale y avrà comunque
derivate continue fino all’ordine n− 1 – per la derivata n-esima bisognerà vedere come è
fatta f . Notiamo anche che in questo caso tutte le derivate sono nulle prima di zero e quin-
di quelle di ordine minore di n devono raccordarsi a zero in modo continuo. Tutto quanto
faremo si potrebbe ripetere sostituendo lo zero con un istante T generico: se partissimo
da una f nulla prima di T potremmo cercare soluzioni nulle prima di T e troveremmo
risultati analoghi a quelli che ora esponiamo.

Come sempre introduciamo il polinomio caratteristico P dell’equazione definito da

P (z) := anz
n + · · ·+ a1z + a0

e chiamiamo z1, . . . , zk le sue radici.
Supponiamo che α(f) < +∞; allora è definita f̌ : Hα(f) → C. Se esiste una soluzione

y e se α(y), α(y′), · · · , α(y(n)) < +∞, allora, trasformando secondo Laplace entrambi i
termini dell’equazione, otteniamo

P (z)y̌(z) = f̌(z) ∀z con <ez > max(α(f), α(y), . . . , α(y(n)))

(utilizzando le formule della proposizione 6.4.6). Quindi y̌(z) =
f̌(z)

P (z)
per <ez > α,

dove α = max
{
α(f), α(y), . . . , α(y(n)),<ez1, . . . ,<ezk

}
; in particolare, per l’osservazione

6.4.16, di tali y ne può esistere al massimo una.
Viceversa facciamo vedere che la formula trovata individua effettivamente una soluzio-

ne y. Supponiamo per questo che la trasformata f̌ sia dell’ordine di
1

z
– più precisamente

supponiamo che:

per ogni a > α(f) esiste una costante Ma tale che |f̌(z)| ≤ Ma

|z|
∀z ∈ Ha. (6.14)

Poniamo α := max {α(f),<ez1, . . . ,<ezk} e fissiamo un qualunque a > α. Se g(z) :=
f̌(z)

P (z)
, troviamo allora

|g(z)| ≤ Ma

|z|n+1
∀z ∈ Ha

e quindi, per il teorema 6.4.11, g è antitrasformabile secondo Laplace e possiamo definire
y mediante la formula (6.8) in modo che α(y) ≤ a e L(y) = g su Ha. Per l’arbitrarietà
di a > α è chiato che alla fine α(y) ≤ α e L(y) = g su Hα. Per la proposizione 6.4.13
(iterata n volte) la y risolve l’equazione. Abbiamo dunque provato che vale l’enunciato
che segue (la seconda parte è conseguenza del teorema 6.4.15).

6.5.1 Proposizione. Se il dato f verifica l’ipotesi 6.14, allora il problema (6.13) ammette
una e una sola soluzione y individuata dalle proprietà α(y) ≤ α := max {α(f), z1, . . . , zk},

y̌(z) =
f̌(z)

P (z)
per <ez > α; inoltre

y(t) =
1

2πi

∫
x+iR

f̌(z)

P (z)
ezt dz
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dove x è un qualunque numero con x > α; tale l’integrale non dipende da x e fa zero per
t < 0. Come già osservato y : R→ C è di classe Cn−1.

Infine se f̌(z) =
R(z)

Q(z)
, dove R e Q sono polinomi e se z′1, . . . , z

′
h sono le radici di Q

(e quindi α(f) = max {<ez′1, . . . ,<ez′h}), allora si ha:

y(t) =

{∑k
j=1 Res

(
R(z)ezt

P (z)Q(z)
, zj

)
+
∑h

j=1 Res
(

R(z)ezt

P (z)Q(z)
, z′j

)
se t > 0,

0 se t ≤ 0,

Vediamo ora come, mediante la trasformata di Laplace, si può risolvere il classico
problema di Cauchy{

any
(n) + · · ·+ a1y

′ + a0y = f in R,
y(0) = y0, y

′(0) = y1, . . . , y
(n−1) = yn−1.

(6.15)

dove y0, y1, . . . , yn−1 sono n dati iniziali assegnati in C e f ∈ L1
loc. Faremo l’ipotesi che

α(Hf) < +∞ e che

L(Hf)(z) =
R(z)

Q(z)
∀z con <ez > α(Hf)

dove R e Q sono polinomi, grado(R) ≤ grado(Q)− 1. Chiameremo z′1, . . . , z
′
h le radici di

Q; evidentemente α(Hf) = max
{
<ez′j, j = 1, . . . , h

}
. Come prima chiamiamo z1, . . . , zk

le radici del polinomio caratteristico P (z) := anz
n + · · ·+ a1z + a0.

Troveremo la soluzione y(t) solo per t ≥ 0; a priori quindi non potremmo dire nulla
su quanto faccia y(t) per t < 0, di solito però l’espressione che si trova per y(t) fornisce
immediatamente la soluzione anche per t < 0 (questo è sicuramente vero se f = 0).

Per trovare y moltiplichiamo entrambi i membri dell’equazione per H(t): a questo
punto possiamo prendere la trasformata di Laplace di entrambi i lati e, applicando la
proposizione 6.4.8 (secondo punto), otteniamo

P (z)L(Hy)(z)−
n∑
k=1

ak

k−1∑
j=0

zjy(k−1−j)(0) =
R(z)

Q(z)
⇔

L(Hy)(z) =
1

P (z)

(
n∑
k=1

ak

k−1∑
j=1

zjyk−1−j +
R(z)

Q(z)

)
⇔ L(Hy)(z) =

1

P (z)

(
S(z) +

R(z)

Q(z)

)
dove

S(z) :=
n∑
k=1

ak

k−1∑
j=1

zjyk−1−j (grado(S) ≤ n− 1).

Usando il teorema 6.4.15 ne deduciamo (tralasciamo qualche dettaglio riguardo all’unicità)

6.5.2 Proposizione. Nelle ipotesi scritte sopra soluzione del problema 6.15 verifica:

y(t) =
k∑
j=1

Res

(
ezt

P (z)

(
n∑

m=1

zmyn−m +
R(z)

Q(z)

)
, zj

)
+

h∑
j=1

Res

(
ezt

P (z)

(
n∑

m=1

zmyn−m +
R(z)

Q(z)

)
, z′j

)
se t > 0.

6.5.3 Osservazione. Se nella proposizione precedente consderiamo il caso y0 = y1 = · · · =
yn−1 = 0 otteniamo una soluzione y del problema precedente (6.13), in un caso in cui
l’ipotesi (6.14) non vale, ma si suppone che la trasformata di f sia una funzione razionale.



Capitolo 7

Cenno alla teoria delle distribuzioni

7.1 Le distribuzioni

7.1.1 Definizione. Indicheremo in questo capitolo

D := {ϕ : R→ C : ϕ è infinitamente derivabile,∃a, b ∈ R per cui ϕ(t) = 0 se t /∈ [a, b]} .

D indica quindi l’insieme delle funzioni a supporto compatto ed è dunque un sinonimo di
C∞c (R;C). Gli elementi di D sono tradizionalmente detti i test.

Diremo che una successione (ϕn) di elementi di D converge a una ϕ in D, se esistono
a, b (indipendenti da n) tali che tutte le ϕn sono nulle fuori da [a, b] e se per ogni k intero

ϕ
(k)
n → ϕ(k) uniformemente su [a, b]. Per indicare tale convergenza scriveremo ϕn

D−→ ϕ

7.1.2 Definizione. Chiameremo distribuzione una qualunque funzione u : D → C che
sia lineare e continua, cioè tale che

u(λ1ϕ1 + λ2ϕ2) = λ1u(ϕ1) + λ2u(ϕ2) ∀λ1, λ2 ∈ C ∀ϕ1, ϕ2 ∈ D;

se ϕn
D−→ ϕ, allora u(ϕn)→ u(ϕ) (in C).

Indicheremo con D′ l’insieme delle distribuzioni e scriveremo (u, ϕ) in luogo di u(ϕ).
È evidente che D′ è uno spazio vettoriale. Introduciamo una nozione di convergenza

anche in D′: se (un) è una successione in D′ e se u ∈ D′:

un
D′−→ u se e solo se (un, ϕ)→ (u, ϕ) per ogni ϕ in D.

Se ricordiamo la suggestione proposta nell’osservazione 4.3.5 possiamo pensare che
(u, ϕ) sia il risultato della misurazione ϕ sulla distribuzione u. In questo senso le distri-
buzioni sono una generalizzazione delle funzioni come vedremo tra un momento.

7.1.3 Definizione. Sia f una funzione L1
loc(R;C). Definiamo T f ponendo

(T f , ϕ) :=

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ(t) dt ∀ϕ ∈ D.

Si può vedere senza grosse difficoltà che T f ∈ D′. Inoltre, per il principio di eguaglianza
debole, due funzioni f e g di L1

loc sono eguali quasi ovunque (cioè sono lo stesso oggetto
di L1

loc) se e solo se T f = T g.
D’ora in poi possiamo allora identificare f e T f e quindi vedere le funzioni (localmete

integrabili) come delle particolari distribuzioni. Quindi scriveremo (per ϕ in D)

(f, ϕ) =

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ(t) dt se f ∈ L1

loc(R;C).

163
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7.1.4 Osservazione. Se (fn) ed f sono funzioni in L1(R) tali che fn → f in L1 allora si
deduce facilmente dal teorema della convegenza dominata che∫ +∞

−∞
fn(t)ϕ(t) dt.→

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ(t) dt ∀ϕ ∈ D.

Ciò significa che la convergenza L1 (e lo stesso vale per tutte le altre convergenze consi-
derate finora) implica la convergenza nel senso delle distribuzioni.

Notiamo che solo le funzioni localmente integrabili sono automaticamente delle di-
stribuzioni. Per esempio la funzione f(t) = 1

t
non si può pensare come distribuzione

(almeno non in modo ovvio) dato che non è integrabile vicino a zero. Tale funzione verrà
“recuperata” più avanti.

Vediamo ora un esempio di distribuzione che non è una funzione.

7.1.5 Esempio (delta di Dirac). Introduciamo δ in D′ ponendo

(δ, ϕ) := ϕ(0) ∀ϕ ∈ D.

È facile verificare che δ è effettivamente una distribuzione. Mostriamo che δ 6= T f per
ogni f in L1

loc. Supponiamo per assurdo che ci sia una tale f . Allora∫ +∞

0

f(t)ϕ(t) dt = ϕ(0) = 0 ∀ϕ ∈ C∞c ([0,+∞[)

(dato che ogni funzione di C∞c ([0,+∞[) si può vedere in D, ponendola 0 per t < 0). Ne
segue per il principio di eguaglianza debole 4.3.4 che f(t) = 0 per quasi ogni t > 0. Allo
stesso modo si ottiene f(t) = 0 per quasi ogni t < 0 e dunque dovrebbe essere f = 0.
Ma questo è chiaramente impossibile dato che, presa una qualunque ϕ in D con ϕ(0) 6= 0
troveremmo

0 =

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ(t) dt = (f, ϕ) = ϕ(0) 6= 0.

Notiamo che δ è limite inD′ della successione (fn) di funzioni definite da fn = n1[−1/2n,1/2n].
Infatti per ogni ϕ in D:

(fn, ϕ) =

∫ +∞

−∞
fn(t)ϕ(t) dt = n

∫ 1
n

− 1
2n

ϕ(t) dt→ ϕ(0) = (δ, ϕ)

(si è applicato il teorema fondamentale del calcolo integrale).

Non è possibile, in generale, pensare al valore di una distribuzione in un punto. Si
pu‘øperò dire se una distribuzione è positiva, negativa o nulla su un intervallo.

7.1.6 Definizione. Sia u in D′ e sia I un sottointervallo aperto di R (anche illimitato).
Diciamo che u ≥ 0 su I (risp. u ≤ 0 su I) se

(u, ϕ) ≥ 0 (risp. (u, ϕ) ≤ 0) per ogni ϕ in D con ϕ = 0 fuori I e ϕ ≥ 0 in I.

Analogamente diremo che u = 0 su I se

(u, ϕ) = 0 per ogni ϕ in D con ϕ = 0 fuori I.

Queste definizioni “vanno d’accordo” con il caso delle funzioni, dato che una funzione f
di L1

loc è nulla su I se e solo se∫ +∞

−∞
f(t)ϕ(t) = 0 ∀ϕ ∈ C∞c (I).
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(vedi la proposizione 4.3.4).
Analogamente possiamo dire che u ≥ v, u ≤ v e u = v su I se u− v ≥ 0, u− v ≤ 0 e

u− v = 0 su I
Per esempio è facile vedere che la distribuzione δ è nulla sia su ]−∞, 0[ che su ]0,+∞[ e
che δ ≥ 0 (ma non è nulla).

Come abbiamo osservato le distribuzioni si possono sommare (D′ è uno spazio lineare)
– non è invece possibile, in generale, moltiplicarle tra loro. La moltiplicazione si potrà
eseguire solo tra una distribuzione u e una funzione “molto regolare” ψ.

7.1.7 Definizione. Indicheremo nel seguito con E lo spazio delle funzioni infinitamente
derivabili sulla retta (cioè C∞(R,C)). Anche in questo caso possiamo introdurre una
nozione di convergenza in E ponendo:

ψn
E−→ ψ se e solo se ∀k ∈ N e ∀[a, b] ψ(k)

n → ψ(k) uniformemente su [a, b].

Si può notare che ψn
E−→ ψ e ϕn

D−→ ϕ implica ψnϕn
D−→ ψϕ (questo servirebbe per fare

le dimostrazioni di varie affermazioni che seguono, che noi peraltro ometteremo).

7.1.8 Definizione (moltiplicazione). Date u in D′ e ψ in E possiamo definire la distribi-
zione ψu mediante la formula:

(ψu, ϕ) := (u, ψϕ) ∀ϕ ∈ D.

È chiaro che la definizione sopra individua una funzione lineare su D (che, con un po’
di pazienza, si dimostra essere continua) e quindi individua un elemento di D′. Possia-
mo anche notare che, nel caso in cui u sia una funzione, si ritrova il prodotto in senso
tradizionale. Infatti, date f ∈ L1

loc e ψ in E :

(ψT f , ϕ) = (T f , ψϕ) =

∫ +∞

−∞
f(t)ψ(t)ϕ(t) dt = (Tψf , ϕ) ∀ϕ ∈ D,

e quindi ψT f = Tψf .

7.1.9 Esempio. Sia ψ ∈ E . Allora per ogni ϕ in D:

(ψδ, ϕ) = (δ, ψϕ) = ψ(0)ϕ(0) = ψ(0)(δ, ϕ) = (ψ(0)δ, ϕ)

e cioè ψδ = ψ(0)δ. Notiamo che, di conseguenza, ψδ = 0 se e solo se ψ(0) = 0.

7.1.10 Definizione (translazione). Se u ∈ D′ e se t0 ∈ R definiamo la traslata ut0
mediante:

(ut0 , ϕ) := (u, ϕ−t0) ∀ϕ ∈ D.

Anche in questo caso, se u = T f è una funzione si ritrova la definizione tradizionale, dato
che per ogni ϕ in D:

((T f )t0 , ϕ) = (T f , ϕ−t0) =

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ(t+ t0) dt =

∫ +∞

−∞
f(t− t0)ϕ(t) dt = (T ft0 , ϕ),

cioè (T f )t0 = T ft0 . Spesso per indicare ut0 scriveremo u(t− t0) anche se ciò non sarebbe
lecito, visto che non ha senso prendere il valore di u in qualche punto.

7.1.11 Esempio. Vediamo chi è la translata della δ. Se ϕ ∈ D si ha:

(δt0 , ϕ) = (δ, ϕ−t0) = ϕ−t0(0) = ϕ(t+ t0)|t=0 = ϕ(t0).
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7.1.12 Definizione (riflessione). Se u ∈ D′ definiamo la riflessa u∗ di u mediante:

(u∗, ϕ) := (u, ϕ∗) ∀ϕ ∈ D.
Se u = T f con f in L1

loc allora per ogni ϕ in Dsi ha:

((T f )∗, ϕ) = (T f , ϕ∗) =

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ(−t) dt =

∫ +∞

−∞
f(−t)ϕ(t) dt = (T f

∗
, ϕ),

e quindi (T f )∗ = T f
∗
, cioè si ritrova la definizione tradizionale f ∗(t) := f(−t) (sem-

pre modulo l’idenfificazione tra f e T f ). Anche in questo caso, a volte, indicheremo
“impropriamente” u∗ con u(−t).

Possiamo anche dire che u è pari se u∗ = u e che u è dispari se u∗ = −u.

7.1.13 Esempio. La distribuzione δ è pari dato che:

(δ∗, ϕ) = (δ, ϕ∗) = ϕ∗(0) = ϕ(−0) = ϕ(0) = (δ, ϕ) ∀ϕ ∈ D.
Verifichiamo anche (δt0)

∗ = δ−t0 (da cui si riottiene che δ = δ0 è pari).
Se ϕ ∈ D si ha:

((δt0)
∗, ϕ) = (δt0 , ϕ

∗) = ϕ∗(t0) = ϕ(−t0) = (δ−t0 , ϕ).

La riflessione è una caso particolare del riscalamento.

7.1.14 Definizione (riscalamento). Se u ∈ D′ e se a ∈ R, a 6= 0 definiamo la riscalata
u(at) (notazione “impropria”) mediante:

(u(at), ϕ) :=
1

|a|
(u, ϕ(t/a)) ∀ϕ ∈ D.

Se u = T f , f ∈ L1
loc allora (T f )(at) = T f(at), infatti per ogni ϕ in D:

((T f )(at), ϕ) =
1

|a|
(T f , ϕ (t/a)) =

1

|a|

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ (t/a) dt =

∫ +∞

−∞
f(at)ϕ(t) dt = (T f(at), ϕ).

7.1.15 Definizione (coniugazione). Se u ∈ D′ definiamo la coniugata ū di u mediante:

(ū, ϕ) := (u, ϕ̄) ∀ϕ ∈ D.
Se u = T f con f in L1

loc allora per ogni ϕ in D si ha:

((T f ), ϕ) = (T f , ϕ̄) =

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ̄(t) dt =

∫ +∞

−∞
f̄(t)ϕ(t) dt = (T f̄ , ϕ),

e quindi (T f ) = T f̄ . Possiamo poi definire <e(u) :=
u+ ū

2
e =m(u) :=

u− ū
2i

. Allora u è

reale se e solo se ū = u mentre u è immaginaria pura se e solo se ū = −u.

7.1.16 Osservazione. Tutte le definizioni fatte vanno d’accordo con le corrispondenti
convergenze. Si potrebbe infatti vedere che:

un ≥ 0 su I, un
D′−→ u ⇒ u ≥ 0 su I (lo stesso vale per ≤ e =)

ψn
E−→ ψ, un

D′−→ u ⇒ ψnun
D′−→ ψu

un
D′−→ u, ⇒ (un)t0

D′−→ ut0

un
D′−→ u, ⇒ un(at)

D′−→ u(at)

un
D′−→ u, ⇒ u∗n

D′−→ u∗ (caso particolare della riga sopra)

un
D′−→ u, ⇒ ūn

D′−→ ū
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7.2 Derivazione e integrazione nelle distribuzioni

Una proprietà molto utile delle distribuzioni è che esse si possono sempre derivare.

7.2.1 Definizione (derivazione). Sia u in D′. Definiamo u′ ponendo:

(u′, ϕ) := −(u, ϕ′) ∀ϕ ∈ D.

In generale se k ∈ N esiste u(k) definita da:

(u(k), ϕ) := (−1)k(u, ϕ(k)) ∀ϕ ∈ D.

Si può verificare facilmente che u′ ∈ D′. Vediamo cosa dice la definizione ora introdotta
nel caso delle funzioni. Supponiamo f ∈ C1(R). Allora per ogni ϕ in D:

((T f )′, ϕ) = −(T f , ϕ′) = −
∫ ∞
−∞

f(t)ϕ′(t) dt =

∫ ∞
−∞

f ′(t)ϕ(t) dt = (T f
′
, ϕ)

(abbiamo integrato per parti e sfruttato il fatto che ϕ è nulla fuori da un intervallo).
Quindi (T f )′ = T f

′
. Questo rimane vero anche se f ha derivata nel senso di L1

loc. Dunque
la derivata distribuzionale è un’ulteriore generalizzazione del concetto di derivata.

7.2.2 Esempio. Consideriamo la funzione di Heavyside H. Dato che H è localmente
integrabile essa è una distribuzione e possiamo derivarla. Sarà:

(H ′, ϕ) = −(H,ϕ′) = −
∫ +∞

−∞
H(t)ϕ(t) dt = −

∫ +∞

0

ϕ(t) dt = − [ϕ(t)]∞0 = ϕ(0)

per ogni ϕ in D; quindi H ′ = δ.

7.2.3 Osservazione. Si vede facilmente che

un
D′−→ u ⇒ u′

D′−→ u′

e lo stesso vale per le derivate di ordine k qualsiasi.

7.2.4 Esempio. Consideriamo la funzione f definita da:

f(x) =


1 se t ≥ 1
3
16
x5 − 5

8
x3 + 15

16
x+ 1

2
se − 1 ≤ x ≤ 1

0 se x ≤ −1

Non è difficile verificare che f è C2 e che:

f ′(x) =

{
0 se |t| ≥ 1
15
16
x4 − 15

8
x2 + 15

16
se |x| ≤ 1

, f ′′(x) =

{
0 se |t| ≥ 1
15
4
x3 − 15

4
x se |x| ≤ 1

.

Se definiamo fn(t) := f(nt) troviamo che f ′n(t) = nf ′(nt) e f ′′n(t) = n2f ′′(nt). Dato che
fn(t)→ H(t) e che |fn(t)| ≤ 1, applicando il teorema della convergenza dominata si vede

facilmente che fn
D′−→ H − 1

2
. Ne segue che f ′n

D′−→ δ e f ′′n
D′−→ δ′.

7.2.5 Proposizione (derivata del prodotto). Siano u ∈ D′ e ψ ∈ E. Allora (ψu)′ =
ψ′u+ ψu′
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Dimostrazione. Data una qualunque ϕ ∈ D si ha:

(ψu)′, ϕ) = −(ψu, ϕ′) = −(u, ψϕ′) = −(u, (ψϕ)′ − ψ′ϕ) = −(u, (ψϕ)′) + (u, ψ′, ϕ) =

(u′, ψϕ) + (u, ψ′, ϕ) = (ψu′, ϕ) + (ψ′u, ϕ) = (ψu′ + ψ′u, ϕ).

Dato che l’eguaglianza vale per ogni ϕ abbiamo dimostrato la tesi.

7.2.6 Esempio. Prendiamo ψ in E ; allora:

(ψδ)′ = ψ′δ + ψδ′ = ψ′(0)δ + ψδ′.

Ma

(ψδ)′ = (ψ(0)δ)′ = ψ(0)δ′,

da cui si ottiene:

ψδ′ = ψ(0)δ′ − ψ′(0)δ.

7.2.7 Osservazione. Notiamo che δ e δ′ sono linearmente indipendenti, cioè λ1δ+λ2δ
′ = 0

se e solo se λ1 = λ2 = 0. Infatti se λ1δ + λ2δ
′ = 0 si ha

0 = (λ1δ + λ2δ
′, ϕ) = λ1(δ, ϕ)− λ2(δ, ϕ′) = λ1ϕ(0)− λ2ϕ

′(0) ∀ϕ ∈ D.

Dato che si può facilmente produrre una ϕ in D con ϕ(0) = 1 e ϕ′(0) = 0 si trova λ1 = 0.
Dato che si trova anche una ϕ in D con ϕ(0) = 0 e ϕ′(0) = −1 si trova anche λ2 = 0.

Da questo fatto e dalla formula dell’esempio precedente si ricava che ψδ′ = 0 se e solo
se ψ(0) = ψ′(0) = 0. Si potrebbe vedere in generale che:

ψδ(k) = 0 ⇔ ψ(0) = · · · = ψ(k−1)(0) = 0. (7.1)

7.2.8 Esempio (valore principale di 1/t). Consideriamo la funzione f(t) := ln(|t|). È
ben noto che tale f è integrabile vicino a zero e quindi f ∈ L1

loc. Possiamo considerarne
dunque la derivata, che indichiamo con u. Facciamo vedere che tu = 1. Data ϕ in D:

(tu, ϕ) = (u, tϕ) = (f ′, tϕ) = −(f, (tϕ)′) = −
∫ +∞

−∞
ln(|t|)(tϕ(t))′ dt = (per parti)

[ln(−t)tϕ(t)]0−∞ + [ln(t)tϕ(t)]+∞0 +

∫ +∞

−∞

1

t
tϕ(t) dt =

∫ +∞

−∞
ϕ(t) dt = (1, ϕ),

da cui la tesi per l’arbitrarietà di ϕ. Abbaimo quindi trovato una distribuzione che è

lecito chiamare
1

t
(anche se, come già detto, non è una vera funzione). Più precisamente

la u si scrive come (v.p.)
1

t
(valore principale di 1

t
) in quanto non è l’unica possibile

distribuzione v con tv = 1. In effetti se consideriamo v = u + λδ, con λ costante, allora
tv = tu + λtδ = 1 + λ0δ = 1 (utilizzando la formula ψδ = ψ(0)δ). Vedremo tra poco che
la formula v = u+ λδ individua tutte le distribuzioni v tali che tv = 1.
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Il nome (v.p.)
1

t
per la u introdotta sopra è giustificato dal fatto che

(u, ϕ) = −
∫ +∞

−∞
ln(|t|)ϕ′(t) dt = − lim

ε→0

(∫ −ε
−∞

ln(|t|)ϕ′(t) dt+

∫ +∞

ε

ln(|t|)ϕ′(t) dt
)

=

− lim
ε→0

(
[ln(|t|)ϕ(t)]−ε−∞ −

∫ −ε
−∞

1

t
ϕ(t) dt+ [ln(|t|)ϕ(t)]+∞ε −

∫ +∞

ε

1

t
ϕ′(t) dt

)
=

lim
ε→0

ln(ε)(ϕ(ε)− ϕ(−ε)) + lim
ε→0

(∫ −ε
−∞

1

t
ϕ(t) dt+

∫ +∞

ε

1

t
ϕ′(t) dt

)
=

lim
ε→0

ε ln(ε)

(
ϕ(ε)− ϕ(0)

ε
− ϕ(−ε)− ϕ(0)

ε

)
+ (v.p.)

∫ +∞

−∞

1

t
ϕ′(t) dt =

0(ϕ′(0) + ϕ′(0)) + (v.p.)

∫ +∞

−∞

1

t
ϕ′(t) dt = (v.p.)

∫ +∞

−∞

1

t
ϕ′(t) dt

(si è usato il fatto ben noto che ε ln(ε)→ 0 se ε→ 0).

Usando le stesse idee si può definire la distribuzione
1

tk
mediante

1

tk
=

(−1)k−1

(k − 1)!

d

dtk
ln(|t|)

Anche in questo caso si verifica che tk
1

tk
= 1 (ma non è l’unica distribuzione con tale

proprietà – si veda più avanti per la discussione di quali siano le distribuzioni v che
verificano tkv = 1).

7.2.9 Proposizione. Sia k intero. Allora

u ∈ D′, tku = 0 ⇔ u =
k−1∑
j=0

λjδ
(j) per λ1, . . . , λk ∈ C. (7.2)

Cenno di dimostrazione. Se ψ(t) = tk allora ψ(0) = · · · = ψ(k−1)(0) = 0 e per la (7.1)
ψδ(j) = 0, j = 0, . . . , k−1. Se u è una combinazione lineare delle δ(j) = 0, j = 0, . . . , k−1
si ottiene per linearità che ψu = 0.

Vediamo il viceversa nel caso k = 1. Dobbiamo mostrare che se tu = 0 necessariamente
esiste λ in C per cui u = λδ. Fissiamo una qualunque η in D con la proprietà η(0) = 1.
Prendiamo poi una ϕ generica in D e osserviamo che la funzione

ψ(t) :=
ϕ(t)− ϕ(0)η(t)

t
, per t 6= 0; ψ(0) := ϕ′(0)− ϕ(0)η′(0)

è in D. Allora

(u, ϕ) = (u, ϕ− ϕ(0)η + ϕ(0)η) = (u, tψ) + ϕ(0)(u, η) = (tu, ψ) + (δ, ϕ)(u, η) = (λδ, ϕ)

dove λ = (u, η). Dato che ϕ è arbitaria se ne ricava u = λδ. Con metodi simili si dimostra
anche il caso k > 1.

La proposizione precedente si può generalizzare nel modo che segue.

7.2.10 Proposizione. Sia P un polinomio e siano x1, . . . , xk le sue radici reali, di
molteplicità m1, . . . ,mk. Allora

u ∈ D′, P (t)u = 0 ⇔ u =
k∑

h=1

mh−1∑
j=0

λhjδ
(j)
xh

per λhj ∈ C. (7.3)
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7.2.11 Esempio. Le distribuzioni u tali che (t4 − 1)2u = 0 sono tutte sole della forma

u = λ1δ1 + λ2δ
′
1 + λ3δ−1 + λ4δ

′
−1

al variare di λ1, λ2, λ3, λ4 in C. Ciò segue dalla proposizione precedente dato che P (t) =
(t4 − 1)2 = (t− 1)2(t+ 1)2(t2 + 1)2 ha come radici reali 1 e −1, di molteplicità due.

Dalla proposizione precedente si ricava con ragionamenti standard un analogo enun-
ciato per il caso non omogeneo.

7.2.12 Proposizione. Sia P un polinomio e siano x1, . . . , xk le sue radici reali, di mol-
teplicità m1, . . . ,mk. Sia w una distribuzione e supponiamo che u0 in D′ sia tale che
P (t)u0 = w. Allora

u ∈ D′, P (t)u = 0 ⇔ u = u0 +
k∑

h=1

mh−1∑
j=0

λhjδ
(j)
xh

per λhj ∈ C. (7.4)

Dimostrazione. Se P (t)u = w, allora è chiaro che P (t)(u − u0) = 0 e quindi per la (7.3)

u − u0 =
∑k

h=1

∑mh−1
j=0 λhjδ

(j)
xh . Viceversa se u = u0 +

∑k
h=1

∑mh−1
j=0 λhjδ

(j)
xh moltiplicando

per P (t) si ottiene P (t)u = P (t)u0 + 0 = w.

7.2.13 Proposizione (primitive). Sia w in D′. Allora esiste u in D′ tale che u′ = w,
cioè esiste una primitiva di w. Inoltre se u e u0 hanno entrambre derivata eguale a w,
allora u− u0 è costante.

Dimostrazione. Sia η ∈ D fissata con la condizione che (1, η) =
∫ +∞
−∞ η(t) = 1. Data ϕ in

D definiamo la funzione I(ϕ) mediante:

I(ϕ)(t) =

∫ t

−∞
(ϕ(s)− (1, ϕ)η) ds.

Notiamo che la derivata di I(ϕ) è ϕ−(1, ϕ)η, mentre I(ϕ′)(t) = ϕ(t)−
∫ t
−∞(1, ϕ′)η(s) dt =

ϕ(t), dato che (1, ϕ′) = −(1′, ϕ) = −(0, ϕ) = 0.
In particolare I(ϕ) è infinitamente derivabile; inoltre se [a, b] è un intervallo tale che

ϕ ed η sono entrambe nulle fuori [a, b], allora per t < a

I(ϕ)(t) =

∫ t

−∞
(ϕ(s)− (1, ϕ)η) ds =

∫ t

−∞
0 ds = 0

mentre per t > b

I(ϕ)(t) =

∫ t

−∞
(ϕ(s)− (1, ϕ)η) ds =

∫ +∞

−∞
(ϕ(s)− (1, ϕ)η) ds =

(1, ϕ− (1, ϕ)η) = (1, ϕ)− (1, ϕ)(1, η) = (1, ϕ)− (1, ϕ) = 0.

In definitiva I(ϕ) ∈ D. È immediato che I(λ1ϕ1 + λ2ϕ2) = λ1I(ϕ1) + λ2I(ϕ2) e con un

po’ di pazienza si verifica che ϕn
D−→ ϕ⇒ I(ϕn)

D−→ I(ϕ). Dunque ha senso definire

(u, ϕ) := −(w, I(ϕ)) ∀ϕ ∈ D.

Vediamo che u′ = w. Infatti per ogni ϕ in D:

(u′, ϕ) = −(u, ϕ′) = (w, I(ϕ′)) = −(w,ϕ).
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Per dimostrare la seconda affermazione basta far vedere che u′ = 0⇒ u costante. Infatti
per ogni ϕ in D:

0 = (u′, I(ϕ)) = −(u, I(ϕ)′) = −(u, ϕ− (1, ϕ)η) = −(u, ϕ) + (1, ϕ)(u, η) ∀ϕ ∈ D.

Quindi per ogni ϕ in D:
(u, ϕ) = ((u, η), ϕ)

cioè u = (u, η).

7.2.14 Teorema (equazioni differenziali lineari del primo ordine). Siano a in E e w in
D′. Allora l’equazione differenziale

y′ = ay + w y ∈ D′

ha soluzione e le soluzioni y sono tutte e sole quelle individuate dalla formula:

y = eA(t) (λ+W ) λ ∈ C

dove A ∈ E è una primitiva di a e W è una primitiva di e−A(t)w (che esiste per la
proposizione precedente). In sostanza vale la formula solita

y(t) = eA(t)

(
λ+

∫ t

t0

e−A(s)w(s) ds

)
λ ∈ C dove A(t) =

∫ t

t0

a(s) ds

pur di intenderla in maniera corretta, dato che w e y sono distribuzioni.

Dimostrazione. Verifichiamo che la y indicata sopra è effettivamente una soluzione. Si ha

y′ =
[
eA(t) (λ+W )

]′
= A′(t)eA(t) (λ+W ) + eA(t) (λ+W )′ =

a(t)eA(t) (λ+W ) + eA(t)W ′ = a(t)y + eA(t)e−A(t)w = ay + w.

Viceversa, se vale l’equazione, moltiplicando entrambi i termini per e−A(t) si ha:

y′ − ay = w ⇔ e−A(t)(y′ − ay) = e−A(t)w ⇔ (e−A(t)y)′ = e−A(t)w.

Quindi se W è una primitiva di e−A(t)w si deduce che esiste una costante λ in C per cui

e−A(t)y = W + λ⇔ y = eA(t)(λ+W ).

Il risultato precedente si può generalizzare al caso dei sistemi di equazioni del primo
ordine. Non diamo la dimostrazione, che peraltro non è difficile e riproduce quasi esat-
tamente quella del caso unidimensionale (una volta note le proprietà dell’esponenziale di
una matrice).

7.2.15 Teorema (sistemi di equazioni differenziali lineari del primo ordine). Sia N intero
e per j, k = 1, . . . , N siano ajk delle funzioni di E. Siano inoltre w1, . . . , wN in D′.
Consideriamo il problema di trovare y1, . . . , yN in D′ che risolvono il sistema

y′1 = a11y1 + · · · + a1Nyn + w1
...
y′N = aN1y1 + · · · + aNNyn + wN
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Se indichiamo con y il vettore degli yj, con a la matrice degli ajk e con w il vettore dei wj
il sistema si può scrivere esattamente come nel caso unidimensionale:

y′ = ay + w.

Allora il sistema ha sempre soluzione e la famiglia delle soluzioni è descritta da

y = e−A(t)(λ+W ) λ ∈ CN

dove dove A ∈ E è una (matrice) primitiva di a e W è una primitiva (vettoriale) di
e−A(t)w e dove si è utilizzato l’esponenziale di una matrice introdotto a suo tempo. Anche
ora possiamo scrivere la formula in maniera più espressiva (anche se meno rigorosa):

y(t) = eA(t)

(
λ+

∫ t

t0

e−A(s)w(s) ds

)
λ ∈ CN dove A(t) =

∫ t

t0

a(s) ds

Quindi in questo caso l’insieme delle soluzioni è uno spazio affine di dimensione N .

Il risultato precedente ha come ricaduta la risolubilità delle equazioni (o sistemi) lineari
di ordine N ; è infatti standard la possibilità di ricondurre un equazione differenziale di
ordine N a un sistema di N equazioni differenziali di ordine 1.

7.2.16 Teorema (equazioni differenziali lineari di ordine N). Se a0, a1, . . . , aN sono in
E, aN 6= 0 e se w ∈ D′, allora l’equazione:

aNy
(N) + · · ·+ a1y

′ + a0y = w

ammette soluzione e la famiglia di tutte le sue soluzioni forma uno spazio affine di dimen-
sione N . Più precisamente se ȳ è una soluzione del”equazione allora la famiglia di tutte
le soluzioni è data da

y = ȳ + y0

al variare di y0 fra tutte le soluzioni dell’equazione omogenea:

aNy
(N) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0

che formano uno spazio lineare di dimensione (quest’ultima affermazione è nota dal-
la teoria classica delle equazioni lineari, dato che l’equazione omogenea non coinvolge
distribuzioni ma solo funzioni, per giunta ultraregolari).

7.3 Distribuzioni temperate e trasformata di Fourier

7.3.1 Definizione. Definiamo lo spazio delle funzioni rapidamente decrescenti S me-
diante

S :=
{
ϕ ∈ C∞(R;C) :∀h, k interi thϕ(k)(t)→ 0 per t→ ±∞

}
.

Diremo che (ϕn) converge a ϕ in S, e scriveremo ϕn
S−→ ϕ, se

∀h, k interi thϕ(k)
n (t)→ thϕ(k)

n (t) uniformemente su R.

Non è difficile verificare che D ⊂ S ⊂ E e che:

ϕn
D−→ ϕ⇒ ϕn

S−→ ϕ⇒ ϕn
E−→ ϕ.

Definiamo lo spazio S ′ delle distribuzioni temperate come l’insieme delle funzioni lineari

e continue su S: u ∈ S ′ significa dunque che u : S → C lineare e che ϕn
S−→ ϕ ⇒
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u(ϕn)→ u(ϕ). Come al solito scriveremo (u, ϕ) in luogo di u(ϕ). Dunque le distribuzioni
temperate formano un sottoinsieme di D′, e sono individuate dal fatto di poter essere
“misurate” non solo dalle ϕ di D, ma anche dalle ϕ di S.

Possiamo introdurre una convergenza anche in S ′ ponendo

un
S′−→ u⇔ (un, ϕ)→ (u, ϕ) ∀ϕ ∈ S.

Non è difficile verificare che

E ′ ⊂ S ′ ⊂ D′, e un
E ′−→ u⇒ un

S′−→ u⇒ un
D′−→ u.

Vediamo alcune proprietà delle distribuzioni temperate.

7.3.2 Proposizione. 1. Se f ∈ L1
loc e se esisitono M,R ed n tali che

|f(t)| ≤M |t|n per |t| ≥ R

(f ha “crescita polinomiale”) allora f ∈ S ′. Non è invece vero che L1
loc ⊂ S ′, per

esempio f(t) = et non è una distribuzione temperata.

2. Se f ∈ L1(R,C), oppure se f ∈ L2(R,C), allora f ∈ S ′.

3. Se u ∈ S ′, allora thu ∈ S ′ per ogni h intero. Quindi se u ∈ S ′ si ha che P (t)u ∈ S ′
per ogni polinomio.

4. Se u ∈ S ′, allora u(k) ∈ S ′ per ogni k intero.

7.3.3 Esempio. La funzione H di Heavyside, essendo localmente integrabile e limitata,
è una distribuzione temperata. Ne segue che δ è una distribuzione temperata (e anche
tutte le sue derivate).

La funzione f(t) = ln(|t|) è in S ′. Infatti essa è in L1
loc e, come ben noto, cresce

più lentamente di qualunque polinomio. Di conseguenza la sua derivata, che è (v.p.)
1

t
,

appartiene S ′. Stesso discorso per tutte le derivate di f , che sono
1

th
.

Per le distribuzioni temperate ha senso fare la trasformata di Fourier F . Cominciamo
coll’osservare che F si comporta bene in S.

7.3.4 Proposizione. Se ϕ ∈ S, allora ϕ̂ ∈ S e si ha ϕn
S−→ ϕ⇒ ϕ̂n

S−→ ϕ̂.

7.3.5 Definizione. Sia u in S ′. Allora possiamo definire la trasformata di Fourier di u,
che indichiamo con û o con F(u), mediante:

(û, ϕ) := (u, ϕ̂) ∀ϕ ∈ S.

Questa è una buona definizione e definisce una û in S ′ a causa della proposizione prece-
dente.

Confrontiamo la definizione ora introdotta con quella tradizionale.

7.3.6 Esempio. Supponiamo che f sia in L1(R). Allora

(f̂ , ϕ) = (f, ϕ̂) =

∫ +∞

−∞
f(t)ϕ̂(t) dt =

∫ +∞

−∞
f̂(t)ϕ(t) dt = (f̂ , ϕ)

(abbiamo usato la formula (6.4)). Questo significa che T̂ f = T f̂ , cioè la trasformata
definita ora coincide con quella solita (a patto di identificare, come sempre, f con T f ).
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7.3.7 Esempio. Si ha

(δ̂, ϕ) = (δ, ϕ̂) = ϕ̂(0) =

∫ +∞

−∞
ϕ(t)e−iωt dt

∣∣∣∣
ω=0

=

∫ +∞

−∞
ϕ(t) dt = (1, ϕ)

e quindi δ̂ = 1.

Le proprietà della trasformata che erano state trovate a suo tempo in L1 e in L2 si
trasferiscono immediatamente a S ′.

7.3.8 Proposizione. Sia u in S ′. Allora valgono i fatti seguenti.

1. Per ogni intero n:
û(n) = F(u)(n) = (−i)nF(tnu(t)).

2. Per ogni intero n:
F(u(n)) = inωnF(u) = inωnû.

3. Se t0 ∈ R:
F(ut0) = e−it0ωF(u) = e−it0ωû.

4. Se ω0 ∈ R:
(û)ω0 = F(u)ω0 = F(eiω0tu(t)).

5. Se a 6= 0:

F(u(at)) =
1

|a|
F(u)

(ω
a

)
=

1

|a|
û
(ω
a

)
,

da cui segue in particolare F(u∗) = F(u)∗.

6. Si ha:
F(u) = F(u)∗ = F(u∗).

7. Si ha:
F (F(u)) = 2πu∗.

Dimostrazione. Prendiamo ϕ in S. Allora applicando le varie proprietà della trasformata
su ϕ (vedi la proposizione 6.1.5) si trova quanto segue. Si noti che usiamo la convenzione
di chiamare t la variabile indipendente quando appare insieme alla funzione e ω quando
appare insiame alla trasformata.

1. Si ha

((û)′, ϕ) = −(û, ϕ′) = −(u, ϕ̂′) = −(u, iωϕ̂) = (−itu, ϕ̂) = (−it̂u, ϕ)

e quindi, essendo ϕ arbitraria, (û)′ = −it̂u. Iterando si trova il caso generale.

2. Si ha
(û′, ϕ) = (u′, ϕ̂) = −(u, (ϕ̂)′) = −(u,−it̂ϕ) = (iû, tϕ) = (iωû, ϕ)

e quindi, essendo ϕ arbitraria, û′ = iωû. Iterando si trova il caso generale.

3. Si ha

(ût0 , ϕ) = (ut0 , ϕ̂) = (u, (ϕ̂)−t0) = (u, ê−it0tϕ) = (û, e−it0tϕ) = (e−it0ωû, ϕ)

e quindi, essendo ϕ arbitraria, ût0 = e−it0ωû.
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4. Si ha

(êiω0tu, ϕ) = (eiω0tu, ϕ̂) = (u, eiω0tϕ̂) = (u, ϕ̂−ω0) = (û, ϕ−ω0) = ((û)ω0 , ϕ)

e quindi, essendo ϕ arbitraria, êiω0tu = (û)ω0 .

5. Si ha

(û(at), ϕ) = (u(at), ϕ̂) =
1

|a|
(u, ϕ̂(ω/a)) = (u, ϕ̂(at)) = (û, ϕ(at)) =

1

|a|
(û(ω/a), ϕ)

e quindi, essendo ϕ arbitraria, û(at) = 1
|a| û

(
ω
a

)
.

6. Si ha:

(̂̄u, ϕ) = (ū, ϕ̂) = (u, ϕ̂) = (u, ̂̄ϕ∗) = (û, ϕ̄∗) = (û, ϕ∗) = (û∗, ϕ) = (û∗, ϕ)

e quindi, essendo ϕ arbitraria, ̂̄u = û∗ = û∗.

7. Si ha:
(̂̂u, ϕ) = (û, ϕ̂) = (u, ̂̂ϕ) = (u, 2πϕ∗) = (2πu∗, ϕ)

e quindi, essendo ϕ arbitraria, ̂̂u = 2πu∗.

Dalle proprietà scritte sopra si deducono immediatamente i fatti seguenti.

7.3.9 Osservazione. Se u in S ′, allora si ha che:

• u è pari se e solo se û è pari;

• u è dispari se e solo se û è dispari;

• u è reale se e solo se û∗ = û f̂(−ω) = f̂(ω);

• u è reale pari se e solo se û è reale pari;

• u è reale dispari se e solo se û è immaginaria pura dispari.

7.3.10 Esempio. Come abbiamo già visto δ̂ = 1. Più in generale, applicando la formula
sulla translazione abbiamo:

F (δt0) = e−it0ω ∀t0 ∈ R

e anche:

F
(
δ−t0 + δt0

2

)
= cos(t0ω), F

(
δ−t0 − δt0

2i

)
= sin(t0ω) ∀t0 ∈ R.

7.3.11 Esempio. Applicando la (7) della proposizione 7.3.8 agli esempi precedenti si
trova:

F
(
eω0t
)

= 2πδω0 ∀t0 ∈ R

(ricordando che (δt0)
∗ = δ−t0) e

F (cos(ω0t)) = π(δt0 + δ−t0), F (sin(ω0t)) = −iπ(δt0 − δ−t0) ∀t0 ∈ R.
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7.3.12 Esempio. Prendiamo u = (v.p.)
1

t
. Allora tu = 1. Passando alla trasformata:

F(tu) = 2πδ ⇔ i(û)′ = 2πδ ⇔ iû = 2πH + c

per una opportuna costante c (al solito H è la funzione di Heavyside). DAto però che u è
dispari dobbiamo fare in modo che û sia dispari e questo è possibile se e solo se c = −π,
di modo che si ottiene

F
(

(v.p.)
1

t

)
=

1

i
(2πH − π) = −iπsgn(ω).

7.3.13 Esempio. Applicando volta F alla formula precedente si ottiene 2π
(
(v.p.) 1

ω

)∗
=

F (−iπsgn(t)), cioè:

F (sgn(t)) = −2i(v.p.)
1

ω
.

Un altro modo di ricavare l’ultima formula è di usare che, se v = sgn(t), allora v′ = 2δ.
Trasformando:

F(v′) = 2⇔ iωv̂ = 2⇔ v̂ = −2i(v.p.)
1

ω
+ cδ

per un’opportuna costante c. Ma dato che v̂ deve essere dispari, bisogna che c = 0.

7.3.14 Esempio. Le formule precedenti si possono generalizzare usando le proprietà delle
translazioni. Dalla prima delle due si ricava:

F
(

(v.p.)
eiω0t

t− t0

)
= −iπe−it0(ω−ω0)sgn(ω − ω0),

da cui anche:

F
(

(v.p.)
cos(ω0t)

t− t0

)
= −iπ

2
e−it0ω

(
eit0ω0sgn(ω − ω0) + e−it0ω0sgn(ω + ω0)

)
Se per esempio t0 = 0, dato che sgn(ω − ω0) + sgn(ω + ω0) = 2 · 1R\[−ω0,ω0]

F
(

(v.p.)
cos(ω0t)

t

)
= −iπ1]−∞,−ω0]∪[ω0,+∞[.

Analogamente

F
(

(v.p.)
sin(ω0t)

t− t0

)
= −π

2
e−it0ω

(
eit0ω0sgn(ω − ω0)− e−it0ω0sgn(ω + ω0)

)
e se t0 = 0 (dato che sgn(ω − ω0)− sgn(ω + ω0) = −2 · 1[ω0,ω0]):

F
(

(v.p.)
sin(ω0t)

t

)
= π1[−ω0,ω0].

Quest’ultimo risultato peraltro non richiede di parlare di distribuzioni in quanto sin(ω0t)
t

è
una funzione L2.

Dalla seconda formula si ricava invece

F
(
eiω0tsgn(t− t0)

)
= −2ie−it0(ω−ω0)(v.p.)

1

ω − ω0

.

da cui:

F (cos(ω0t)sgn(t− t0)) = −ie−it0ω
(
eit0ω0(v.p.)

1

ω − ω0

+ e−it0ω0(v.p.)
1

ω + ω0

)
.
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e

F (sin(ω0t)sgn(t− t0)) = −e−it0ω
(
eit0ω0(v.p.)

1

ω − ω0

− e−it0ω0(v.p.)
1

ω + ω0

)
.

che nel caso di t0 = 0 danno:

F (cos(ω0t)sgn(t)) = − 2ωi

ω2 − ω2
0

, F (sin(ω0t)sgn(t)) = − 2ω0

ω2 − ω2
0

.

7.3.15 Esempio. Dai calcoli fatti negli esempi precedenti si ricava:

F(H) = F
(

1

2
sgn(t) +

1

2

)
= −i(v.p.) 1

ω
+ πδ.

7.3.16 Proposizione. Sia T > 0. Diciamo che una distribuzione u è T -periodica se

uT = u. Se u ∈ S ′ è T -periodica allora, posto ω0 :=
2π

T
, si ha

û =
+∞∑

k=−∞

c∗kδkω0

per una opportuna successione (c∗k)k∈Z di numeri complessi. Notiamo che la distribuzione
scritta sopra è definita da(

+∞∑
k=−∞

c∗kδkω0 , ϕ

)
=

+∞∑
k=−∞

c∗kϕ(kω0) ∀ϕ ∈ S,

che ha senso, dato che le ϕ di S vanno a zero molto rapidamente.
Se poi la u = f è una funzione di L2

per(T ) allora i coefficienti c∗k sono dati da

c∗k =
2π

T

∫ T/2

−T/2
f(t)e−iωt dt = 2πck

(intendendo con (ck)k∈Z i “vecchi” coefficienti di Fourier di f).

Cenno di dimostrazione. Applicando la trasformata alla relazione uT = u si ha

ûT = û⇔ e−iTωû = û⇔ (e−iTω − 1)û = 0.

Dato che ψ(ω) := (e−iTω − 1) si annulla nei multipli interi di ω0, che sono tutti zeri
semplici, ne segue û =

∑
k∈Z c

∗
kδω0k per c∗k in C (per motivi analoghi a quanto visto nella

proposizione 7.2.10). Supponiamo ora che u = f con f in L2
per(T ). Allora per definizione

di trasformata, per ogni ϕ in S si deve avere:

(f, ϕ̂) = (f̂ , ϕ) =

(∑
k∈Z

c∗kδω0k, ϕ

)
=
∑
k∈Z

c∗k(δω0k, ϕ) =
∑
k∈Z

dkϕ(ω0k). (7.5)

Consideriamo, per h in Z fissato:

ϕ(ω) :=
2

T

sin
(
T (ω−hω0)

2

)
ω − hω0

=
2 sin

(
(Tω−2hπ)

2

)
Tω − 2hπ

, ϕ(0) = 1,

che ha come trasformata (vedi gli esempi precedenti, o il metodo dei residui)

ϕ̂(t) =
2π

T
e−ihω0t1[−T2 ,

T
2 ].
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Se si calcola ϕ(kω0) per k in Z si trova

ϕ(hω0) =

{
0 se k 6= h,

1 se k = h.

A rigore non potremmo usare questa ϕ come test, dato che ϕ /∈ S; peró, con un opportuno
procedimento di approssimazione, alla fine si può mettere ϕ in (7.5) e si trova allora:

2π

T

∫ T/2

−T/2
f(t)e−ihω0t dt = (f, ϕ̂) =

∑
k∈Z

c∗k(δω0k, ϕ) =
∑
k∈Z

c∗kϕ(ω0k) = c∗hϕ(hω0) = c∗h.

7.3.17 Esempio. Se T > 0 e ω0 :=
2π

T
si ha

F

(
+∞∑

n=−∞

δnL

)
= ω0

+∞∑
n=−∞

δnω0 .

Infatti usando la relazione (7.5) si trova in questo caso

+∞∑
k=−∞

ϕ̂(kL) =
+∞∑

k=−∞

c∗kϕ(kω0) ∀ϕ ∈ S

e usando la stessa ϕ della dimostrazione scritta sopra, si ottiene (per ogni h in Z)

ω0 =
2π

T
= ϕ̂(0) = c∗hϕ(hω0) = c∗h.

Questi discorsi suggeriscono che, data una distrinbuzione temperata T -periodica, se
ne può considerare la serie di Fourier, o più precisamente i coefficienti di Fourier definiti

da ck :=
c∗k
2π

, dove c∗k sono i numeri trovati sopra. Si può dimostrare che i coefficienti cos̀ı

trovati hanno un andamento polinomiale (????) cioè |ck| ≤ Ckm per opportuni C ed m.

7.4 Distribuzioni a supporto limitato, a supporto de-

stro e trasformata di Laplace

7.4.1 Definizione. Sia u in D′. Diremo che u è a supporto limitato (o a supporto
compatto) se esiste un intervallo [a, b] fuori dal quale u = 0.

Vediamo una caratterizzazione importante delle distribuzioni a supporto limitato.

7.4.2 Teorema. Se u ha supporto limitato allora (u, ϕ) si può estendere a tutte le ϕ in
E in modo che

ϕn
E−→ ϕ⇒ (u, ϕn)→ (u, ϕ).

In altri termini u si può estendere ad una funzione lineare e continua su E.

Viceversa se u : E → C è lineare e continua, allora u è una distribuzione a supporto
limitato.
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Cenno di dimostrazione. Mettiamo innanzitutto in evidenza che se u : E → C è lineare e
continua allora u è una distribuzione in quanto u si può calcolare in particolare su ogni ϕ

in D (D ⊂ E) e u è continua su D perché se ϕn
D−→ ϕ si ha ϕn

E−→ ϕ, da cui (per ipotesi)
u(ϕn) → u(ϕ). Peraltro, chiedendo di poter calcolare (u, ϕ) su un insieme più grande di
test, si rimpicciolisce lo spazio delle distribuzioni ammissibili (vedremo più avanti altri
esempi in questo senso) – l’affermazione che si vuole provare è che distribuzioni “più
regolari”, che si possono calcolare anche su E , sono tutte e sole quelle a supporto limitato.

Cominciamo prendendo u in D′ che sia nulla fuori da un certo [a, b]. Si può vedere che
è possibile definire una funzione η in D che faccia 1 su [a, b] (e diventi ovviamente zero
fuori da un altro intervallo [a′, b′] contenente [a, b]). Allora per ogni ϕ in E si può definire
(v, ϕ) := (u, ηϕ) (dato che ηϕ ∈ D). Con un po’ di pazienza si verifica che v è lineare e
continua su E . Verifichiamo che essa coincide con u sulle ϕ di D. Infatti se ϕ ∈ D si ha
(v, ϕ) = (u, ηϕ) = (u, ϕ − (1 − η)ϕ) = (u, ϕ) − (u, (1 − η)ϕ) = (u, ϕ) perché u = 0 fuori
[a, b] e (1− η)ϕ = 0 in [a, b].

Per dimostrare il viceversa si può far vedere che se una distribuzione u non ha supporto
limitato allora c’è una successione (ϕn) di test tutti tra loro a supporto disgiunto, tali che
(u, ϕn) = 1. Ma allora si può definire ψ(t) =

∑
n ϕn(t) (tanto t per t c’è al più una ϕn

con ϕn(t) 6= 0. Allora tale ψ è in E ma si vede facilmente che si avrebbe (u, ψ) = +∞ e
quindi u non si può calcolare su tale ψ.

7.4.3 Definizione. In virtù del teorema precedente le distribuzioni a supporto limitato si
possono indicare, coerentemente con le notazioni che abbiamo usato finora, con il simbolo
E ′. Per tali distribuzioni il simbolo (u, ϕ) si può considerare per qualunque test in E e si

ha ϕn
E−→ ϕ⇒ (u, ϕn)→ (u, ϕ).

Le distribuzioni a supporto limitato hanno traformata di Fourier regolare. Vale infatti
il seguente risultato.

7.4.4 Proposizione. Sia u ∈ E ′. Allora la trasformata û è una funzione in E e vale

û(ω) =
(
u(t), e−iωt

)
= (u, ψω) dove ϕω(t) := e−iωt

(che ha senso dato che, per ogni ω, ψω è in E e u è in E ′).

Passiamo ora considerare oggetti con supporto in una semiretta.

7.4.5 Definizione. Poniamo:

E+ := {ϕ ∈ E :∃T per cui ϕ(t) = 0 se t < T} ,
E− := {ϕ ∈ E :∃T per cui ϕ(t) = 0 se t > T} .

Possiamo anche introdurre delle convergenza dicendo che ϕn
E+−→ ϕ ( ϕn

E−−→ ϕ ) se esiste

un T tale che ϕn(t) = 0 per t > T (T < T ) e per ogni n e se per ogni k ϕ
(k)
n → ϕ(k)

uniformemente.

7.4.6 Definizione. Sia u in D′. Diremo che u è a supporto destro (risp. sinistro) se esiste
un T tale che u = 0 su ]−∞, T [ (risp. su ]T,+∞[). Indicheremo con D′+ l’insieme delle
distribuzioni a supporto destro e con D′− l’insieme delle distribuzioni a supporto sinistro.

È intuitivo ritenere che le distribuzioni a supporto destro (risp. sinistro) si possano
testare su tutte le funzioni di E− (risp. E+). In effetti vale il risultato che segue.

7.4.7 Teorema. u ∈ D′+ se e solo se (u, ϕ) si può estendere a una funzione lineare e
continua su tutto E−. Analogamente u ∈ D′− se e solo se (u, ϕ) si può estendere a una
funzione lineare e continua su tutto E+.
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7.4.8 Definizione. Sia u in D′+. Definiamo ascissa di convergenza di f il numero
(eventualmente ±∞)

α(u) := inf
{
x ∈ R : e−xtu ∈ S ′

}
.

Si può dimostrare la seguente proposizione.

7.4.9 Proposizione. Sia u in D′+. Allora per ogni numero complesso z con <e(z) >
α(u) si ha che e−ztu è in S ′. Inoltre la trasformata di Fourier di e−ztu è una funzione
infinitamente derivabile.

7.4.10 Definizione. Sia u in D′+ e supponiamo che α(u) < +∞. Per ogni z = x+ iy in
Hα(z) possiamo definire la funzione L(u) = ǔ(z) mediante

ǔ(z) = ǔ(x+ iy) := F(e−xtu)(y).

Diremo che ǔ è la trasformata di Laplace di u.

7.4.11 Esempio. Si ha α(δ) = −∞ e δ̌ = 1. Infatti e−xtδ = δ ∈ S ′ per qualunque t e
F(e−xtδ) = F(δ) = 1

Le proprietà della trasformata di Laplace per le distribuzioni sono analoghe a quelle
viste per le funzioni. L’unica differenza è che non è più vero che la trasformata tende a
zero quando |z| → ∞.

7.4.12 Proposizione. Sia u in D′+.

1. La funzione ǔ è olomorfa su Hα(u). Inoltre per ogni n intero si ha α(tnu) = α(u) e:

d

zn
L(u)(z) = (−1)nL(tnu)(z) ∀z con <ez > α(u).

2. Per ogni n intero, α(u(n)) ≤ α(u) e si ha:

L
(
u(n)
)

= znL(u) ∀z con <ez > α(u).

3. Dato t0 ∈ R, α(ut0) = α(u) e

L(ut0)(z) = e−t0zL(u)(z) ∀z con <ez > α(u).

4. Dato z0 ∈ C, α(ez0tu) = α(u) + <ez0 e

L(ez0tu)(z) = L(u)(z − z0) = ǔz0(z) ∀z con <e(z − z0) > α(u).

7.4.13 Teorema. Supponiamo che α < +∞ e che g : Hα → C sia una funzione olomorfa.
Se esistono M ed n tali che

|g(z)| ≤M |z|n ∀z ∈ Hα,

allora esiste una unica una distribuzione a supporto destro u tale che α(u) ≤ α e ǔ = g.

Dimostrazione. Consideriamo g1(z) :=
g(z + α)

zn+2
, è chiaro che g1 : H0 → C verifica

|g1(z)| ≤ M

|z|2
. Per il teorema 6.4.11 possiamo trovare una funzione continua f1 ta-

le che α(f1) ≤ 0 e f̌1 = g1. Se poniamo u := (eαtf1)(n+2) troviamo α(u) ≤ α e
ǔ(z) = zn+2L(eαtf1)(z) = zn+2g1(z − α) = g(z).
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7.4.14 Proposizione. Sia g(z) =
P (z)

Q(z)
con P e Q polinomi qualunque. Siano n =

grado(P ), m = grado(Q) e siano z1, . . . , zk le radici di Q.
Posto α := max {<ez1, . . . ,<ezk} si ha ovviamente g : Hα → C e g verifica l’ipotesi del
teorema precedente con n := grado(P )−grado(Q). Allora la distribuzione u tale che ǔ = g
è data da:

u =
n−m∑
j=0

djδ
(j) + f

dove d0, . . . , dn−m (che ci sono solo se n ≥ m) sono i coefficienti del polinomio P1 risultato
della divisione tra P e Q:

P (z)

Q(z)
= P1(z) +

R(z)

Q(z)
dove grado(R) ≤ grado(Q)− 1.

(quindi R è il resto della divisione) e dove f è la funzione definita da:

f(t) :=

{∑k
j=1 Res

(
R(z)
Q(z)

ezt, zj

)
se t > 0,

0 se t < 0.

Dimostrazione. Siano P1 ed R i polinomi indicati sopra. Dal teorema 6.4.15 otteniamo
che la funzione

f(t) :=
k∑
j=1

Res

(
R(z)

Q(z)
ezt, zj

)
se t > 0, f(t) = 0 se t < 0,

ha ascissa di convergenza α e verifica f̌(z) =
R(z)

Q(z)
. Allora se u =

∑n−m
j=0 djδ

(j) + f si

ottiene

L(u) = L

(
n−m∑
j=0

djδ
(j) + f

)
=

n−m∑
j=0

djL(δ(j)) + L(f) = P1(z) +
R(z)

Q(z)
=
P (z)

Q(z)
.

7.4.15 Osservazione. Notiamo che, per ogni radice zj

Res

(
R(z)

Q(z)
ezt, zj

)
= Res

(
P1(z)ezt +

R(z)

Q(z)
ezt, zj

)
= Res

(
P (z)

Q(z)
ezt, zj

)
=

in quanto il termine P1(z)ezt è olomorfo su tutto C. Dunque nella definizione di f si può
prendere P invece di R.
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Capitolo 8

Applicazioni a equazioni alle derivate
parziali

8.1 Applicazioni ad equazioni alle derivate parziali

Vediamo ora alcuni esempi in cui le tecniche introdotte sono utili per risolvere dei problemi
alle derivate parziali. Cominciamo con l’equazione del calore.

Sia L > 0 fissata, c > 0 e sia anche assegnata una f(t, x). Consideriamo l’equazione

∂

∂t
u(t, x) = c

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x), t > 0, x ∈ [0, L]. (8.1)

L’incognita u rappresenta la distribuzione della temperatura all’istante t nel punto x di
una sbarra (omogenea) di lunghezza L; la funzione f introduce una eventuale sorgente
esterna di calore (variabile nel tempo e nello spazio). Come è ragionevole per motivi fisici,
e come si verificherà matematicamente, per risolvere l’equazione sarà necessario:

• indicare la distribuzione u0 della temperatura ad un instante iniziale (che per sem-
plicità sarà t = 0);

• descrivere gli scambi di calore che avvengono all’estremità della sbarra, indicando
delle opportune condizioni al bordo.

Nel seguito normalizzeremo ad uno il coefficiente c (legato alle proprietà del materiale di
cui la fatta la sbarra). Come vedremo l’equazione si risolverà per tempi positivi.

Comiciamo con delle condizioni al bordo di tipo periodico.
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(t, x) + f(t, x), t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ R,
u(t, x) è L-periodica in x per ogni t ≥ 0.

(8.2)

In questo caso conviene pensare la funzione u come una funzione da [0,+∞[×R in R
(cioè definita per tutte le t ≥ 0 e tutte le x) ed L-periodica in x. Allora l’equazione
rappresenta il caso di una sbarra con gli estremi saldati tra loro (questo spiega la condizione
di periodicità), cioè in un anello. La funzione u0 rappresenta la distribuzione iniziale della
temperatura – anch’essa viene presa come definita per ogni x reale ed L- periodica in x cos̀ı
come f(x, t) che è la fonte di riscaldamento (o raffreddamento) proveniente dall’esterno.

Consideriamo il caso f ≡ 0 (senza sorgenti esterne) e supponiamo che u0 ∈ L2
per(T )

(quindi ammettiamo che la distribuzione iniziale possa essere abbastanza “irregolare”).
Cerchiamo la soluzione come sviluppo t per t dalla sua serie di Fourier in x (questo è
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consistente con il fatto che cerchiamo soluzioni periodiche in x), cioè cerchiamo u della
forma:

u(t, x) =
∑
k∈Z

ck(t)e
iω0kx, dove ω0 =

2π

L

Supponendo di poter derivare per serie si ottiene

∂

∂t
u(t, x) =

∑
k∈Z

c′k(t)e
iω0kx,

∂2

∂x2
u(x, t) =

∑
k∈Z

ck(t)(−ω2
0k

2)eiω0kx

e quindi scrivendo l’equazione componente per componente si trova

c′k(t) = −ω2
0k

2ck(t)⇔ ck(t) = ck(0)e−ω
2
0k

2t = c0
ke
−ω2

0k
2t,

dove c0
k sono i coefficienti di Fourier di u0: u0(x) =

L2

∑
k∈Z

c0
ke
iω0kx, cioè

c0
k =

1

L

∫ L

0

u0(ξ)e−iω0kξ dξ.

Si trova quindi:

u(t, x) =
∑
k∈Z

c0
ke
−ω2k2teiω0kx. (8.3)

Questi calcoli dicono che, se si vuole trovare u col metodo sopra la u è univocamente
determinata dalla formula (8.3). Vediamo ora che la u definita da tale formula risolve
effettivamente il problema (in un qualche senso).

1. Per ogni t ≥ 0 la formula (8.3) definisce una funzione in L2
per(T ). Infatti∑

k∈Z

|c0
ke
−ω2

0k
2t|2 ≤

∑
k∈Z

|c0
k|2 =

1

L
‖u0‖2

2 < +∞

Dato t ≥ 0 indicheremo con ut la funzione x 7→ u(t, x) (quella che abbiamo appena
dimostrato essere in L2).

2. Sia t0 > 0 e poniamo Ωt0 := [t0,+∞[×R. Allora la funzione u è infinitamente deri-
vabile nelle due variabili in ogni punto di Ωt0 ed è L-periodica in x. Inoltre si può
derivare per serie e quindi, rifacendo all’indietro i calcoli di prima, si ottiene che la
u verifica l’equazione in ogni t > 0 e in ogni x.
Per far vedere questo basta far vedere che la serie delle derivate è totalmente
convergente su Ωt0 ; infatti∑

k∈Z

∥∥∥∥ ∂h+m

∂th∂xm
c0
ke
−ω2

0k
2teiω0kx

∥∥∥∥
∞

=
∑
k∈Z

∥∥∥c0
k(−ω2

0k
2)he−ω

2
0k

2t(−iω0k)meiω0kx
∥∥∥
∞

=∑
k∈Z

|c0
k|ω2h+m

0 k2h+m
∥∥∥e−ω2

0k
2t+iω0kx

∥∥∥
∞
≤ C

∑
k∈Z

k2h+me−ω
2
0k

2t0 < +∞

per un’opportuna costante C. Si è sfruttato il fatto che essendo ck a quadrato
sommabile ck deve tendere a zero e quindi è limitata e inoltre il fatto che, nell’ultima
serie, l’esponenzie di −ω2

0tok
2 “vince”sulla potenza k2h+m. Applicando i soliti criteri

si deduce
∂h+m

∂th∂xm
u(t, x) =

unif.

∑
k∈Z

∂h+m

∂th∂xm
c0
ke
−ω2

0k
2teiω0kx

da cui seguono tutte le affermazioni fatte.
Notiamo in particolare che, anche se il dato iniziale è solo L2 la soluzione diventa
immediatamente regolarissima a qualunque tempo positivo.
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3. Per t tendente a zero si ha ut
L2

−→ u0, cioè ‖ut − u0‖2 → 0. Quindi u(x, t) tende al
suo valore iniziale solo nel senso di L2. Questo è comprensibile poichè il dato iniziale
u0 è solo L2. Per vedere ciò osserviamo che, per l’uguaglianza di Parceval:

‖ut − u0‖2
2 = L

∑
k∈Z

|c0
k(e
−ω2

0k
2t − 1)|2 = L

∑
k∈Z

|c0
k|2(e−ω

2
0k

2t − 1)2

e che per ogni k intero relativo

lim
t→0
|c0
k|2(e−ω

2
0k

2t − 1)2 = 0, |c0
k(e
−ω2

0k
2t − 1)|2 ≤ |c0

k|2.

Dato che
∑
k∈Z
|c0
k|2 < +∞ possiamo applicare il teorema di Lebesgue nella versione

per le serie (al posto di m → ∞ abbiamo qui t → 0 ma la situazione è la stessa)
ottenendo lim

t→0
‖ut − u0‖2

2 = 0.

4. Se il dato iniziale u0 verifica la condizione
∑
n∈Z
|c0
n| < +∞, allora, per t → 0+, si ha

ut
unif−→ u. In particolare

lim
(t,x)→(0,x0)

u(t, x) = u(0, x0) ∀x0 ∈ R

e dunque il dato iniziale viene assunto in senso tradizionale. Infatti

‖ut − u0‖∞,R ≤
∑
k∈Z

max
x∈R
|c0
k(e
−ω2

0k
2t − 1)eiω0kx| ≤

∑
k∈Z

|c0
k||e−ω

2
0k

2t − 1|

e per ogni k si ha

lim
t→0
|c0
k||e−ω

2
0k

2t − 1| = 0, |c0
k||e−ω

2
0k

2t − 1| ≤ |c0
k|.

da cui, essendo
∑

k |c0
k| < +∞, la tesi segue ragionando come nel punto precedente.

5. Per t tendente all’infinito ut converge uniformemente alla costante c0
0. Infatti se

t0 > 0 e se C è tale che |c0
k| ≤ C, si ha:,

∥∥ut − c0
0

∥∥
∞ =

∥∥∥∥∥ ∑
k∈Z,k 6=0

c0
ke
−ω2

0k
2teiω0kx

∥∥∥∥∥
∞

≤
∑

k∈Z,k 6=0

∥∥∥c0
ke
−ω2

0k
2teiω0kx

∥∥∥
∞
≤

C
∑

k∈Z,k 6=0

e−ω
2
0k

2t = C
∑

k∈Z,k 6=0

e−ω
2
0k

2(t−t0)e−ω
2
0k

2t0 ≤

Ce−ω
2
0(t−t0)

∑
k∈Z,k 6=0

e−ω
2
0k

2t0 → 0 se t→ +∞.

In particolare

lim
t→+∞

u(x, t) = c0
0 ∀x ∈ R

Quindi la temperatura tende a disporsi in maniera uniforme nell’anello.

Nella figura 8.1 si vede l’evoluzione della temperatura in alcuni istanti, a partire da una
condizione iniziale di onda quadra, cioè una situazione in cui metà dell’anello è a −1 e
l’altra metà è a +1.
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Figura 8.1: Soluzioni dell’equazione del calore periodica a partire dall’onda quadra

Facciamo qualche altra considerazione su quanto abbiamo trovato; vediamo innanzi
tutto come si può scrivere in modo più esplicito la soluzione u in termini della confi-
gurazione iniziale u0. Ricordiamo che i coefficienti di Fourier relativi a u0 sono dati da
c0
k = 1

L

∫ L
0
u0(ξ)e−iω0kξ dξ e allora da (8.3) si ha

u(t, x) =
∑
k∈Z

(
1

L

∫ L

0

u0(ξ)e−iω0kξ dξ

)
e−ω

2k2teiω0kx =

1

L

∫ L

0

u0(ξ)

(∑
k∈Z

e−ω
2k2teiω0k(x−ξ)

)
dξ

per ogni x e per ogni t. Ma, se t > 0, possiamo scambiare integrale e serie perché:

∑
k∈Z

1

L

∫ L

0

|u0(ξ)e−ω
2k2teiω0k(x−ξ)| dξ ≤

(
1

L

∫ L

0

|u0(ξ)| dξ
)∑

k∈Z

e−ω
2k2t < +∞

e quindi, fissati x e t > 0, la serie di funzioni nella variabile ξ converge in L1([0, L]) da cui
l’integrale della serie è eguale alla serie degli integrali. Allora, se x ∈ [0, L] e t > 0:

u(t, x) =
1

L

∫ L

0

u0(ξ)

(∑
k∈Z

e−ω
2k2teiω0k(x−ξ)

)
dξ =

∫ L

0

u0(ξ)KL(t, x− ξ) dξ (8.4)

dove

KL(t, x) =
1

L

∑
k∈Z

e−ω
2k2teiω0kx. (8.5)

Ritorniamo alla formula (8.3). Se la esaminiamo bene ci rendiamo conto che non è ne-
cessaria la proprietà

∑
k∈Z |c0

k|2 < +∞ perchè la u(t, x) abbia senso per t > 0, dato che

i termini e−ω
2
0k

2
rendono sommabile la serie con ipotesi assai più deboli per i c0

k. Questo
suggerisce che si possa prendere u0 anche nelle distribuzioni. In effetti abbiamo visto nella
proposizione 7.3.16 come sia possibile definire i coefficienti di Fourier per una distribuzio-
ne temperata periodica e quindi possiamo provare a mettere tali coefficienti nella formula
(8.3). Seguendo quest’idea si potrebbe dimostrare che:
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• Data u0 in S ′ L-periodica e indicati con c0
k i suoi coefficienti di Fourier la formula

(8.3) definisce una funzione per ogni x reale e per ogni t > 0;

• La funzione u è di classe C∞ nelle due variabili per ogni x e ogni t > 0. Inoltre u
risolve l’equazione del calore per le t > 0 ed è L-periodica in x.

• Se ut indica la funzione ut(x) := u(t, x) allora per t→ 0+ si ha ut → u0 in S ′.
In particolare possiamo prendere u0 =

∑
k∈Z δL (che vuol dire u0 = δ nell’intervallo [0, L]).

Allora per quanto visto nell’ esempio 7.3.17, si trova c0
k = ω0

2π
= 1

L
per ogni k, e quindi la

soluzione u1 che parte dalla δ è data da:

u1(t, x) =
1

L

∑
k∈Z

e−ω
2
0k

2teiω0kx = KL(t, x).

Quindi il nucleo K(t, x) che compare nella formula (8.4) è esattamente la soluzione fonda-
mentale, cioè la soluzione dell’equazione del calore di dato iniziale u0 = δ (opportunamente
periodicizzata). In effetti, ragionando un po’ qualitativamente sulla formula (8.4), dato
che KL(t, x) tende a δ(x) per t→ 0, allora (δ è pari):

u(t, x)→
∫ L

0

u0(ξ)δ(x− ξ) dξ =

∫ L

0

u0(ξ)δ(ξ − x) dξ = u0(x).

Notiamo che la rappresentazione data da (8.4) consente di ricavare varie proprietà della
soluzione una volta note le proprietà di KL, Sfortunatamente non si riesce a scrivere
esplicitamente KL (come invece si potrà fare nel caso della sbarra illimitata che vedremo
poi), però si potebbe dimostrare (cosa che non facciamo) che KL(t, x) > 0 per tutte le x
e per tutte le t > 0. Da questa proprietà segue il seguente principio di “monotonia”

u0 ≥ v0 ⇒ u(t, x) ≥ v(t, x) ∀x ∈ R, ∀t > 0,

indicando con u e v le soluzioni dell’equazione del calore con dato iniziale u0 e v0 rispet-
tivamente. In particolare se T1 ≤ T2 sono due costanti si ha (prendendo v0 = T1/T2, da
cui v(t, x) = T1/T2):

T1 ≤ u0(x) ≤ T2 ⇒ T1 ≤ u(t, x) ≤ T2 ∀x ∈ R,∀t > 0.

Consideriamo ora brevemente il caso con f diverso da zero; supponiamo in questo caso
che per ogni t si possa scrivere f(t, x) =

∑
k∈Z

fk(t)e
iω0kx. Cercando come prima la soluzione

come u(t, x) =
∑
k∈Z

ck(t)e
iω0kx si trova

c′k(t) = −ω02k2ck(t) + fk(t)⇔ ck(t) = e−ω
2
0k

2t

(
c0
k +

∫ t

0

eω
2
0k

2τfk(τ) dτ

)
e quindi u(t, x) = u0(t, x) + ū(t, x) dove u0 è la soluzione dell’omogenea provata preceden-
temente, mentre ū è data da

ū(t, x) :=
∑
k∈Z

e−ω
2
0k

2t

∫ t

0

eω
2
0k

2τfk(τ) dτeiω0kx =
∑
k∈Z

∫ t

0

fk(τ)e−ω
2
0k

2(t−τ)eiω0kx dτ.

È chiaro che ū è la soluzione dell’equazione completa con dato iniziale u0 = 0. Si possono
ripertere per ū i ragionamenti fatti per la soluzione dell’omegenea ritrovando risultati ana-
loghi (in cui bisognerà però tenere conto della regolarità di f). In particolare, ricordando

che fk(t) = 1
L

∫ L
0
f(t, ξ)e−iω0ξ dξ si ha:

ū(t, x) =
1

L

∑
k∈Z

∫ t

0

∫ L

0

f(τ, ξ)e−ω
2
0k

2(t−τ)eiω0k(x−ξ) dτdξ
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e scambiando serie con integrali (si può, si può. . . ) per t > 0 si ha:

ū(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

f(τ, ξ)
1

L

(∑
k∈Z

e−ω
2
0k

2(t−τ)eiω0k(x−ξ)

)
dτdξ =∫ t

0

∫ L

0

f(τ, ξ)KL(t− τ, x− ξ) dτdξ

e quindi anche qui il nucleo KL permette di rappresentare la soluzione.

8.1.1 Osservazione. In modo analogo si può trattare il problema
∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(x, t) + f(t, x), t > 0, 0 < x < L,

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, L],

u(t, 0) = u(t, L) = 0 per ogni t ≥ 0.

(8.6)

utilizzando gli sviluppi rispetto ai soli seni. Il problema sopra modellizza la diffusione del
calore in una sbarra tenuta (forzatamente) a temperatura zero agli estremi. Non è difficile
convincersi che l’esempio precedente (rappresentato nella figura 8.1) rappresenta anche
l’evoluzione della temperatura nella sbarra tenuta a zero agli estremi con distribuzione
iniziale della temperatura pari a uno su mezza sbarra e a meno uno sull’altra metà e senza
sorgenti esterne di calore (pur di restringersi a [0, L] nelle x).

Un altro problema che si può studiare è quello in cui la sbarra sia isolata dall’esterno,
cioè non ci sia passaggio di calore attraverso gli estremi. Si può vedere che tale problema
corrisponde a una condizione di derivata rispetto a x nulla agli estremi:

∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂x2
u(x, t) + f(t, x), t > 0, 0 < x < L,

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, L],

∂

∂x
u(t, 0) =

∂

∂x
u(t, L) = 0 per ogni t ≥ 0.

(8.7)

Quest’ultimo problema si può trattare sviluppando considerando l’incognita u come serie
di Fourier in x di soli coseni e ripetendo i ragionamenti fatti prima.


