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Capitolo 1

Preliminari

1.1 Funzioni, successioni, limiti

In tutto quanto segue R indica I'insieme dei numeri reali, N I'insieme dei numeri naturali,
cioe gli interi da zero in avanti, e Z l'insieme dei numeri interi relativi.

Ricordiamo che la scrittura f : A — B indica che f ¢ una funzione definita sull’insieme
A avalori nell'insieme B (f va da/ manda Ain B). Per ogni a in A & definito univocamente
un b in B: si scrive allora f(a) = b; si dice che a ¢ la variabile che si mette ad argomento
di f e che b= f(a) ¢ il valore che f assume in a.

Per esempio si puo introdurre la funzione q : R — R dicendo che ¢q(x) = z*. Notiamo che
sarebbe stato lo stesso scrivere ¢(a) = a?, 'importante & chiarire quale sia la regola che
fa passare dall’argomento al valore, in questo caso I’elevazione al quadrato. Quindi nella
definizione ¢(z) = 22 la lettera z & una “variabile muta”.

Da questa impostazione segue che la funzione si chiama f (¢ nell’esempio) mentre la
scrittura f(z) indica il valore che f assume in z (che deve essere noto quando lo si scrive).
Nella pratica tale regola e spesso infranta e si scrive f(x) per indicare la funzione ( & piu
veloce dire “la funzione 2" rispetto a “la funzione ¢ : R — R tale che g(z) = 2? per ogni
x”), bisogna pero essere consapevoli che si tratta di un piccolo abuso e tenere presente che
parlando di una funzione si pensa al “complesso di tutti i suoi valori” (piu precisamente
alla regola che dato x “produce” f(z). Questo sara particolarmente vero nel seguito del
corso in cui le funzioni saranno viste come oggetti singoli, su cui per esempio calcolare
altre funzioni. Un modo utile di pensare a una funzione e attraverso il suo grafico, cioe
all'insieme {(a,b):a € A,b€ B,b= f(a)}.

Si chiama successione una funzione che prende i suoi argomenti tra i numeri interi.
Quindi una successione in B (0 anche una successione di punti di B) € una f con f : N — B
- o pitt in generale f : {ng,no + 1,...} — B. Tradizionalmente nel caso delle successioni si
scrive f, al posto di f(n) e invece di f siscrive (f,,) (0 (fn)n>n, quando serve indicare anche
il punto iniziale in cui ¢ definita la successione). Per esempio (n?),>¢ ¢ una successione,

che differisce dalla funzione ¢ di prima in quanto e definita solo per argomenti interi. Un

1
altro esempio e (—) che e definita da 3 in poi.
n>3

Di solito le successioni si indicano con le prime lettere dell’alfabeto ((a,), (bn), (cn),---)
e spesso si assume implicitamente che n ( 0o m) indichino delle variabili intere.

In tutta I’Analisi Matematica e fondamentale la nozione di limite. Rinviamo ai testi
del primo anno la definizione di limite per funzioni reali di una variabile reale (che com-
prende anche quella per le successioni di numeri reali) e tutte le relative proprieta. che
diamo quindi per note (ricorderemo invece, fra un momento, la definizione di limite in piu
variabili).
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Ricordiamo solo che dato un sottoinsieme A di R, e un punto zy di accumulazione per A
(potendo anche essere xy = +00), e data una funzione f : A — R, per indicare il limite
di f(z) per x che tende a xy (quando esiste) si scrive lim f(z).

T—rx0

Analogamente (ma non ci sarebbe necessita di dirlo) nel caso di una successione (a,)n>n, i

scrive lim  a,, (4oc & I'unico punto di accumulazione per {n € N:n > ng}). Per indicare
n—-+00

che una funzione ammette un certo limite | per x tendente a xq (cioe che lim f(x) = 1)
T—T0

scriveremo spesso
T—To N .
flz) —1 (f(x) — 1, se xy & chiaro dal contesto)
(dove [ puo essere finito o infinito). Nello stesso modo, nel caso delle successioni scriveremo
an — 1

(in questo caso n non puo tendere che a +00). Quindi le scritture:

]_ —0 n
— 5 +oo, — 1, n — +0oo,
x n—+1
sono sinonimi di
.1 . n .
lim — = +o0, lim =1, lim n = +o0.
z—0 (1:2 n——+oco N, + 1 n—+4oo

Vediamo come si estende la nozione di limite al caso di piu variabili.

1.1.1 Definizione. Dato N intero si indica con RY linsieme delle N-uple ordinate
(1,...,2y). Si chiama modulo o anche norma del punto x = (x1,...,zy), il nume-
ro |x| = y/z¥+ - 2%. Datix = (21,...,2x) ey = (y1,...,yn) chiameremo distanza
tra x e y l'espressione

dist(x,y) == |x —y| = V(@1 — )2 + -, (x5 — yn)2.

Se N = 1 il modulo non e altro che il vecchio valore assoluto. Useremo (in questo
paragrafo) la convenzione di scrivere i punti di RY in grassetto e in carattere normale le
coordinate.

1.1.2 Proposizione. Vale la disuguaglianza triangolare:
x+y| <[x[+|y] V¥xyeRY.

1.1.3 Definizione. Se (a,) ¢ una successione di punti di R e se 1 € RY diremo che 1 &
il limite per n che tende all’infinito di (a,), e scriveremo

lim a, =1,
n——+0oo

Se

lim |a, —1] =0.
n—-4o0o

Diremo anche, in questo caso, che tende a 1 e scriveremo spesso a,, — 1.

n n

T ?> — (0,1) ( per n — +00). Infatti
n n

Per esempio a,, := (

la, — (0,1)] = \/(HQZ 72 + (T(L_—l—l)l)Q — 0.
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1.1.4 Definizione. Dato un insieme A contenuto in RY e un punto x, di R diremo che
xg e di accumulazione per A se esiste una successione (x,) di punti di A\ {x¢} che tende
axg (x, € A, T, # x9, X, = Xp).

Per esempio il punto (1,0) & di accumulazione per il cerchio aperto di centro 0 e raggio
1: A:={x € R?:|x| < 1}. In effetti i punti x,, definiti da x,, = (1 —1/n,0) appartengono
al cerchio aperto e tendono a (1,0).

1.1.5 Definizione. Siano N ed M due interi maggiori o eguali a 1. Siano A C RY, x, un
punto di accumulazione per A e sia f : A — R (f & una funzione di N variabili reali a
valori in R™). Dato 1 € RM diremo che 1 ¢ il limite di f per x che tende a x, e scriveremo

lim f(x) =1,

X—X0

se per qualunque successione (x,) di punti di A, tale che x,, — xg succcede che
f(x,) — f(xo).

Diremo, anche in questo caso, che f(x) tende a 1 e scriveremo spesso f(x) =% 1 ( f(x) — 1
se Xg ¢ chiaro dal contesto).

rT—1Yy T+Y
x2+y2’x2+y2

Per esempio ( ) — (0,1) se (z,y) — (1,1) (si puo verificarlo con un

po’ di pazienza).

1.1.6 Definizione. Se f : A — RM possiamo scrivere f(x) = (fi(x), ..., fu(x)).
In questo modo risultano definite f; : A — R per 57 = 1,..., M, che si chiamano le
componenti di f.

1.1.7 Proposizione. Se f: A - RM 1€ RM con 1= (Iy,...,ly), allora
f(X)—>l<:>fj(X>—>lj jzl,,M

1.1.8 Definizione (continuita). Sia A C RY e sia f : A — RM. Dato un punto x in A

si dice che f & continua in x, se
f(x) = £(xo)

nel caso in cui Xy sia punto di accumulazione per A. Nell’altro caso (xg non ¢ di
accumulazione per A) la f si dice continua senza altre condizioni.
Si dice che f e continua su A se f ¢ continua in ogni xq di A.

Si puo notare che con la definizione sopra una successione e automaticamente continua
in tutti i suoi punti (nessun intero ¢ di accumulazione per N). Nella pratica pero i
casi interessanti sono quelli in cui i punti di A sono di accumulazione per A e quindi la
continuita si esprime mediante il limite.

Non ripetiamo qui le proprieta dei limiti e della continuita in piu variabili (accenneremo
a qualcosa nel prossimo paragrafo) per le quali rinviamo a un testo opportuno.
Ricordiamo pero il Teorema di Weierstrass per funzioni piu variabili, con cui faremo dei
confronti nel seguito. Premettiamo due definizioni.

1.1.9 Definizione. Sia A un sottoinsieme di RY.
e A si dice chiuso se contiene tutti i suoi punti di accumulazione.

e A sidice limitato se esiste una costante M per cui |x| < M per tutti i punti x di A.
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1.1.10 Teorema (Weierstrass). Se A ¢ limitato e chiuso in RY e se f : A — R ¢ una
funzione continua, allora f ammette massimo e minimo su A, cioé esistono due punti X,
e Xy in A tali che

fx1) < f(x) < flx2)  Vx€A

(x1 si dice allora punto di minimo e X punto di massimo).

Concludiamo questo paragrafo col richiamare una importante proprieta di RY, (la
completezza, come vedremo poi). Ricordiamo la definizione di successione di Cauchy.

1.1.11 Definizione. Sia (a, ) una successione in RY. Si dice che (a,) verifica la proprieta
di Cauchy - o piu brevemente che (a,) ¢ di Cauchy - se :

per ogni € > 0 esiste n € N tale che |a, —a,,| <& VYn,m>n
(gli elementi di (a,) “diventano arbitrariamente vicini tra loro al crescere dell’indice”).

Non ¢ difficile vedere che se (a,) ammette limite allora essa verifica la proprieta di
Cauchy. Anche il viceversa e vero, ma non e per nulla ovvio.

1.1.12 Teorema. Sia (a,) una successione in RY. Allora
(a,) ammette limite < (a,) € di Cauchy.

Il teorema sopra riflette il fatto che RV “non ha buchi”: una successione di punti che
si avvicinano tra loro non puo sparire nel nulla. Questo non sarebbe vero se al posto di R
ci fosse Q. E facile infatti prendere una successione di numeri razionali che in R converge
a v/2 - tale successione ¢ di Cauchy in Q ma non converge a nulla in Q.

1.2 Richiamo sulle serie numeriche

1.2.1 Definizione. Data una successione di numeri reali (a,),>n, chiameremo somma
parziale n-esima l’espressione

Sn::Zak:an0+---+an

k=ng

(che risulta definita per n > ng). La (nuova) successione (S,,)n>n, Si chiama serie associata
ad (an)n>n, 0 pitt brevemente serie degli a,. Con questo linguaggio ’elemento a,, viene
detto termine generale (n-esimo) della serie (Sy,)n>n,-

Si dice che la serie é convergente se (Sy)n>n, ammette limite finito S, si dice che la serie
¢ divergente se (Sp)n>n, tende a +00 e si dice che la serie ¢ indeterminata se (Sy)n>n,
non ha limite. Nel primo caso il numero S si chiama somma della serie e si indica con

o0
E (.

n=ng

o0
Molto spesso, con un leggero abuso, I’espressione Y a,, viene usata per indicare la serie

n=ng
oo
oltre che la sua somma, per cui si usa dire: la “serie > a,” & convergente / divergente
n=no

/ indeterminata.

o
Diremo che la serie & assolutamente convergente se la serie > |a,| & convergente.
k=ng
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Ricordiamo il comportamento di alcune serie importanti.

1.2.2 Proposizione. La serie geometrica di ragione A:

>
n=0

& 1
e ¢ convergente per |A| <1 e in tal caso ha come somma ) = T~
n=0 -

e ¢ divergente positivamente per A > 1;
e ¢ indeterminata per A < —1.

1.2.3 Proposizione. La serie armonica di esponente «

o0

1

ne
n=1

e ¢ convergente se a > 1;
e ¢ divergente positivamente se o < 1.

Ricordiamo i principali risultati sulle serie.

o0

1.2.4 Proposizione. Se > a, converge, allora a, — 0.
n=ng

[ee]
1.2.5 Proposizione. Se una serie Y, a, ha tutti termini positivi (a, > 0) allora non
n=ng
puo essere indeterminata.

Il risultato sopra ci autorizza a considerare sempre la somma di una serie a termini
[e.e]

positivi a patto di ammettere che possa essere +00. Potremo quindi scrivere Y a, < 400

n=ng
o0

per dire che la serie converge (visto che > a, ha senso). Questa scrittura non si puo
n=ng

usare se gli a,, cambiano segno.
E chiaro che per quanto sopra basterebbe a,, > 0 per n grande (da un certo n in poi).

1.2.6 Proposizione (criterio del confronto per serie a termini positivi). Siano (a,) e (b,)
due successiont di numeri positivi.
Se a, < b, per ogni n (per ogni n grande), allora

0 o0

Z b, converge = Z a, converge
n=ng n=ng

o (o)

Z a, diverge = Z b, diverge
n=no n=no

1.2.7 Proposizione (criterio del confronto asintotico). Siano (a,) e (b,) due successioni
di numeri positivi. Supponiamo che
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Allora, se | €]0,+00:

o0 o
E a, converge < E b, converge,

n=ngo n=no

sel =20

o o0
E b, converge = E a, converge,
n=ng n=ngo
mentre se | = +00

(o] (o]
E a, converge = E b, converge.

n=ngo n=no

I due criteri che seguono sono scritti in termine del limite superiore e del limite inferiore
di opportune esprssioni; in prima istanza si puo pensare che esista il limite delle quantita
indicate cioe che liminf = lim sup.

1.2.8 Proposizione (criterio della radice). Sia (a,) una successione di numeri positivi.

Allora
(o]
lim sup a, <1 = Z a, converge,
n—4o00 n=no
oo
lim sup a, > 1 = Z a, diverge.
n—4o00 n=no

1.2.9 Proposizione (criterio del rapporto). Sia (a,) una successione di numeri positivi.
Allora

o0
. an+1
limsup —— < 1 = E a, converge,
n—+oo Qp n=no
a oo
o +1 .
lim inf —— > 1 = g a, diverge.
n—-+4o0o an,
n=ng

1.2.10 Proposizione (criterio della convergenza assoluta). Se una serie converge assol-
tamente essa converge. In altri termini, data una successione (a,) si ha

o o0
g \a,| converge = E a, converge.
n=ngo n=no

Notiamo che, essendo la successione dei valori assoluti una successione di numeri positivi,
posstamo anche scrivere:

o o
E lan| < +o00 = E a, converge.
n=ngo n=no

Il teorema seguente (che non e di quelli fatti ai corsi del primo anno) verra utilizzato
in seguito e per questo lo riportiamo con la dimostrazione.

1.2.11 Teorema. Sia (anm)nm una successione a due indici (cioé un’applicazione da
N x N in R (o eventualmente in C). Allora:
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® S€ an, >0 st ha

Z Z nm = Z Zan,m = Zzanfk,k (1.1)

n=0 m=0 m=0 n=0 n=0 k=0

dove le due serie doppie (o la terza serie) possono avere anche valore +0o (la cosa
ha senso dato che si sommano numeri positivi);

e nel caso generale (qui gli a, ,, potrebbero anche essere in C), se

i f: || < 400

n=0 m=0
allora vale la (1.1) dove tutte le serie coinvolte sono assolutamente convergents.

Tutto questo significa che nel caso di termini positivi ha senso scrivere la “serie doppia”

Y Qnn—m, la cui somma non dipende dall’ordine con cui si sommano gli addendi. Se
n,meN
si rappresentano le coppie di indici (n,m) su un reticolo, allora le frecce nelle tre figure

di 1.1 schematizzano ['ordine con cui si prendono gli indici. Si noto che nel terzo caso,

quello in cut si procede “sulle diagonali” non c¢’é una serie doppia in quanto per ogni n
n

fissato il termine Y a,_p € ottenuto sommando un numero finito di addendi.
k=0

m

® © © o o o o o
® © o o o o o o
e © o o o o o o
® © o o o o o o
L.
e o o o o o o o
e o o o o o o o
e © o o o o o o
® © o o o o o o

- N oW e

Figura 1.1: Diversi ordinamenti degli indici in una serie doppia

Dimostrazione. Dati N, M interi poniamo

N M
SNJ\/[ = E E a'n,m'

n=0 m=0

Cominciamo dal caso a,, ,, > 0. Chiaramente

oo 00 oo 00
S| = E E Apm = lim lm Sy, Sy 1= E E Qpm = lim  lim Sy,
N—o00 M—00 M—o00 N—oo
n=0 m=0 m=0 n=0

dove i limiti scritti sopra esistono perché le successioni coinvolte sono crescenti. Si ha:
SN,N < SN,M VN,M €Ncon M >N
da cui, mandando prima M — oo e poi N — o0

SN,N < lim SN,M VNeN=5:= lim SN,N < 5.
M —+o00

N—+4o00
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Analogamente:
SM,MZSN,M VN,MGNCOHMZN

da cui, facendo di nuovo prima il linite in M e poi quello in N
N oo
S>> aym VNeN=S5>5,.

n=0 m=0

Quindi S = S;. In maniera analoga (scambiando 1'ordine dei limiti), si prova che S = S,
e allora S; = Sy = S (si noti che S & un ulteriore modo di arrivare alla serie doppia).
Passiamo alla somma “per diagonali”. Poniamo:

n N
Pyp— / Pyp—
Cp = E An—k,k> N +— E Cn
k=0 n=0

Chiaramente

0o n
S/ = lim S/ = E E Qp—k k-
N—+o00

n=0 k=0
Se introduciamo gli insiemi di indici:
Qn={(i,7):0<i<n,0<j<nf, T, ={(i,7):0<4,0<j,i+j<n}.
otteniamo Sy = Y. aum,mentre Syy = Y, an, dacul, essendo T, C @, C Th,
(n,m)eTN (n,m)EQN

(vedi figura (1.2)), si ha: Sy < Sy n < S. Utilizzando i due carabinieri si deduce S = 5’
e quindi si completa la dimostrazione di (1.1) nel caso positivo.

Figura 1.2: Gli insiemi di indici @,, e T},

Veniamo al caso dei termini a segno variabile (o a termini complessi). Poniamo:

N M n N
o o I 1 o /
XNy = E E \anml|, Yo = g | kl, Xy = g Yo, L= lim ¥y = lim Xy
—o 0 N—o0 N—oo
= n=

n=0 m=0

('eguaglianza degli ultimi sue limiti & conseguenza del caso a termini positivi) e per ipotesi
¥ < 0o. Dato che |¢,| < v, la serie dei ¢, ¢ assolutamente convergente, quindi S’ esiste
finita. Si ha:

|Snn — Syl = Z A, — Z A | < Z |G| = XN N — Xy
(n’m)eQN (n,m)ETN (nvm)eQN\TN
Dato che ¥y y — X% — 0 il limite S esiste e coincide con S’. Sempre per il caso positivo

N—o00 M—o00 ’ M—00 N—oo ’
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(da cui e facile dedurre I’assoluta convergenza delle serie doppie). Ragionando come prima:

ISy — Snn| < [En — X |
da cui, mandando N ed M all’infinito, nei due ordini possibili

Sl = lim lim SN,M = S, Sg = lim lim SN,M =5
N—oo0 M—o0 M —o00 N—o0

che conclude la dimostrazione.

Dal risultato precedente si deduce il seguente.

1.2.12 Teorema (prodotto alla Cauchy di due serie). Siano (a,), € (by)n due successioni

€ poniamo per ogni n:
n
Cp ‘= E akbn_k.
k=1

Allora, se a, >0 e b, >0 per ogni n, si ha (eventualmente con valore +00)
> () ()
n=1 n=1 n=1

o oo
Se invece le serie Y a, e Y b, sono assolutamente convergenti (qui a, e b, potrebbero
n=0 n=0

[e.9]

anche essere numeri complessi), allora anche Y ¢, € assolutamente convergente e vale la
n=0

stessa formula scritta sopra (ora con valori finiti).

Dimostrazione. Basta applicare il teorema (1.2.11) utilizzando come a, ,,, il prodotto a,b,.
n

Concludiamo con una osservazione molto semplice, che perd puo essere utile.

1.2.13 Osservazione. Se a : [1,+00[— R & una funzione allora ([z| indica la parte intera

del numero x)
S a(n) = /1 o([2]) do

n=0

1.3 Numeri complessi

Ricordiamo che i numeri complessi sono espressioni del tipo z 41y, con x,y € R. I numeri
complessi si possono sommare e moltiplicare tra loro tenendo presente che (i) = —1. Si
ha cioe:

(x/ +Zy/) + ($//+Z‘y//) — (SE,—i-iL'”) +Z(y/ +y//)7

(:L‘/ + iy/)(x” + iy”) — x/x// + Z'(x/y// + x//y/) + (Z)Qy/y” —

/i /i /N "/

Za’ —yly" +i(ay" + 2"y).
L’insieme dei numeri complessi verra indicato con C. Se z = x + iy si scrive

x = Re(z) (parte reale di z), y = Sm(z) (parte immaginaria di z),
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(si noti che la parte immaginaria & un numero reale); si definisce il coniugato di z, indicato
con Z, ponendo Z := x — iy. In questo modo
zZ+4+Zz zZ—Z

Re(z) = 5 Sm(z) = 5

Sempre se z = x +1y si definisce il modulo di z, indicato con |z|, ponendo |z| := /2% + y2.
Si vede facilmente che

|2|* = 22.

E anche immediato verificare che:

2T =2+, =7 2, ‘Z/Z”’ _ ‘Z’HZ”‘.
Come e ben noto si puo stabilire una corrispondenza tra i numeri complessi e il piano car-
tesiano (cioe tra C ed R?) identificando x + iy con (z,y). Questa identificazione permette
di visualizzare 1'operazione di somma tra numeri complessi mediante I'usuale somma di
punti (o meglio di vettori) fatta con la regola del parallelogramma. Per capire come fun-
ziona il prodotto introduciamo la forma polare di un numero complesso. Se z = = + iy

allora = appartiene alla circonferenza unitaria e quindi esiste unico un
\/x2+y2 \/mz+y2

angolo 6 in [0, 27| tale che

cos(f) = ° sin() = Y
Chiameremo tale 8 I’argomento principale di z e lo indicheremo con Argg(z). In generale
diremo che # in R & un argomento di z se verifica la formula sopra e cioe se differisce
dall’argomento principale per un multiplo intero relativo di 2. Useremo a volte il simbolo
“Arg” per indicare I'insieme di tutti questi 6: Arg(z) := {Arg,(z) + 2kn:k € Z}.

Allora se 2/,2" € C si ha Arg(z'2") = Arg(z’) + Arg(z") (cio significa che 6 ¢ un
argomento di z’'z” se e solo se 8 = 0’ + 0" per 6 argomento di 2z’ e §” argomento di
2"). In sostanza, mentre il modulo del prodotto ¢ il prodotto dei moduli, I’'argomento del
prodotto ¢ la somma degli argomenti (ricordando che due argomenti che differiscono per
multipli di 27 danno lo stesso risultato). Queste due proprieta giustificano la definizione
di esponenziale complesso.

1.3.1 Definizione. Se z = x + iy si definisce
e 1= e"(cos(y) + isin(y))
Si vede facilmente che I’esponenziale complesso coincide con quello tradizionale quando
z € R (cioe se y = 0) e che
e? T = e V2, 2" e C.
Con l'introduzione dell’esponenziale complesso si puo scrivere

z=pe? & p=|z2|,0 = Arg(2) + 2km con k € Z.

Si pud anche notare che e = ¢~ e che

¢ 4 =i ' ol _ =it
2 T2
(formule che useremo spesso nel seguito).

Osserviamo infine che la corrispondenza tra C ed R? permette di definire le nozioni di

limite e di continuita per funzioni definite su C o a valori in C. Si verifica facilmente che
vale il fatto seguente.

cos(f) = Re(e?) =
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1.3.2 Proposizione. Se p, — p e 0, — 0 allora p,e? — pe®.

1.3.3 Esempio. Dato z in C definiamo la successione (z,) in C ponendo

Zp = (1—|—i> .
n

Dimostriamo che z, — e*. Scriviamo z = x + iy Allora

20|? = 2,720 = 1+x i 1+91: L I
|20
n n
2z x2+y2)

(1+2_$+932+y2 :enn(+n+ 2

n2
20 2?4 y? 20 2?4 y? 2z 1
n|—-+ ;7 to|—+ 5 n|—+ol—-

e \ 7T n n n —e \ 7 n _ p2uto(l) _y 2

(si e sfruttata la formula di Taylor In(1 4 t) =t + o(t)). Quindi passando alla radice

|zn| — €°.

. . .. . z
Cerchiamo un argomento 8,, per z,; osserviamo che 'argomento principale di 1 + — =
’ n

y/n

l+x/n

(28 o (20 o (2 )) < v

(perché arctan(t) =t + o(t)). In definitiva:

14+ —+41¢= e pari a arctan
n

> e quindi, passando alla potenza n-esima, abbiamo:
n

Zn = |2p|ef — €% = 7.

Nel seguito verranno considerate funzioni reali a valori complessi (e anche, a volte,
funzioni di variabile complessa). Si trattera cioe di funzioni f : A — C dove A C R (nel
caso della variabile complessa, invece, A C C). In questo caso si puo scrivere f(z) =
fi(x) +ifs(x) dove fi e fy (parte reale e parte immaginaria di f) sono funzioni da A in
R. Allora e ovvio definire la derivabilita o I'integrabilita di f mediante la derivabilita o
I'integrabilita di entrambe f; e f5 e considerare:

Fl2) = fi(x) +ifi(), /abf(x)d:p:/abfl(x)dx+i/abf2(m)dx.

Inoltre e abbastanza chiaro come si possano estendere tutti i teoremi del caso reale al caso
complesso (in arrivo - la variabile complessa in partenza pone dei problemi piu delicati,
che toccheremo, solo in parte, nel seguito).
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Capitolo 2

Successioni e serie di funzioni

2.1 Convergenza puntuale e uniforme

Supponiamo che A sia un sottoinsieme di RY e supponiamo che per ogni intero n sia
data una funzione f,, : A — RM. Diremo in questo caso che (f,) & una successione di
funzioni da A in R™. In quanto segue, per visualizzare le definizioni, si consiglia di pensare
inizialmente al caso N = M = 1.

2.1.1 Definizione. Diciamo che la successione (f,) converge puntualmente in un punto
xo di A se esiste il limite lim f,(x). Diciamo che (f,,) converge puntualmente su A se
n—oo

(fn) converge puntualmente in ogni zy di A. E chiaro che in quest’ultimo caso siamo
autorizzati a considerare la funzione f : A — RM definita da

f(z) == lim f,(x)

n—oo

e potremo quindi dire che (f,,) converge puntualmente a f (in forma abbreviata scriveremo
fn — f puntualmente o anche f, punct f).

2.1.2 Definizione. Data la successione di funzioni (f,) e una funzione f : A — RM
diciamo che f,, converge uniformemente su A a f se si ha:

Ve>03dn:Vn>nVre A |fu(x)— f(z)] <e.
Se introduciamo la norma uniforme di una funzione f (sull’insieme A) mediante

7l = 1fllc.p = sup | (2)

allora la convergenza uniforme si puo esprimere dicendo che f,, converge uniformente a f
se e solo se

li — — 0.
Tim [ fo = fllo =0
Per indicare che f,, converge uniformemente a f, useremo la notazione f,, — f uniforme-

mente (su A), o anche f, unif f (su A).

Notiamo che 'espressione introdotta sopra, che abbiamo chiamato norma, non e ne-
cessariamente finita (puo essere +00). Essa ¢ finita se e solo se f ¢ limitata su A, per
esempio se A & chiuso e limitato in RY e f & continua. Vedremo le motivazione del termine
“norma” nei prossimi paragrafi.

E comunque vero in ogni caso che se f, unif f \lfn — fl| deve essere finito e tendere a
7Z€ro.

15
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Figura 2.1: convergenza uniforme

2.1.8 Osservazione. Un modo di visalizzare la convergenza uniforme e di dire che, per
ogni € > 0, il grafico delle f, ¢ definitivamente compreso tra il grafico di f — e e quello di
[+ e (vedi figura 2.1).

La seguente proprieta ¢ una semplice conseguenza delle definizioni.

2.1.4 Proposizione. Se f, converge uniformemente a f su A, allora f, connverge
puntualmente su A.

La proposizione precedente dice che se f,, converge uniformemente a qualcosa, questo
qualcosa deve essere il limite puntuale delle f,: il limite puntuale individua il candidato
limite uniforme. In particolare si ricava che il limite uniforme (come il limite puntuale) &
unico (per l'unicita del limite tra i numeri reali).

La proposizione non e invertibile come mostrano i vari esempi che seguono.

2.1.5 Esempio. Consideriamo f,(z) = 1+ L. Si vede subito che, dato z in R, f,(z) — 1
n

e dunque f, converge puntualmente su R alla funzione f che vale costantemente 1. Si
vede abbastanza facilmente pero che f,, non converge uniformemente su R a f. Si vede
infatti che non c’e nessun intero n per cui il grafico di f, e tutto tra il grafico di f —c e
quello di f + € dato che ogni retta di equazione y = 1 + — va all’infinito e quindi supera
1 + € per = abbastanza grande (vedi figura 2.2).

In particolare | f,, — f||., = +o0 e dunque non e possibile che || f, — f||., — 0.
In sostanza, anche se a z fissato f,(z) — 1, la velocita di convergenza dipende da x (e
peggiora tanto piu x € grande) e non ¢ quindi uniforme rispetto a x.

Notiamo che se invece di prendere le f,, su tutto R consideriamo A;= [0,1] (o un

qualunque interallo limitato), allora f, “H 1 su A. Tnfatti

1
Ifro = fllos,jo,] = 0221 N+z/n—1|= Orgxaéclx/n = -0

Dunque le f,, non convergono uniformemente a 1 su R ma convergono uniformemente a 1
su ogni intervallo [a, b].

2.1.6 Esempio. Consideriamo f,(x) := e definite su A := [0, +o0[ (vedi la figura 2.3).

lim £ (z) = {0 sex >0

1 sex=0
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cioe f, converge puntualmente alla funzione f che vale zero su |0, +o0o[ e vale uno in
zero. Pero f, non converge uniformente a f in quanto, per ogni n

[fn = flloe = sup e = f(z)| = sup[e™™*| =1
2>0 z>0
che non tende a zero. Notiamo che le f, sono tutte funzioni continue mentre il loro limite
puntuale f non & continua in 0 dato che lim f(z) =04 f(0) = 1. Quindi
x—0
lim lim f,(z)= lim f(z)(=0)# lim lim f,(z) = lim 1(=1)
z—0+ n—00

z—01t n—+o0 n—+o0o z—0+

2.1.7 Esempio. Consideriamo f,(z) := ne "™ definite su A :=]0, 00| (vedi la figura
2.4). Anche in questo caso f,(x) — 0 per ogni # > 0 (anche se ¢’¢ un n a moltiplicare
I'esponenziale e="* “vince”); notiamo che non abbiamo messo lo zero in A (altrimenti
fa(0) — 400). Quindi le f, tendono puntualmente a zero su A. Anche stavolta la
convergenza non e uniforme, si vede infatti che, per ogni n

[fn = Olloo = sup[ne™™| =n
z>0

che addirittura tende all’infinito. Notiamo che
+o0 “+o0 —+o0
fulz)de = / ne " dr = / e Vdy =1
0 0

e quindi l'integrale delle f,, non tende all’integrale della funzione limite (che vale 0).

Si potrebbe ritenere che questo dipenda dal fatto che A € un intervallo aperto, oppure
che A non é limitato. In realta, con un po’ di pazienza, si puo costruire un esempio
analogo su [0, 1]; prendiamo infatti g, : [0, 1] — R definita da

0

ne ™ sexe [L1
gn(2) = n2 [n 1]
tx se x € [O, 7;]
(vedi la figura 2.5). Come prima, per x fissato, g,(z) — 0. Infatti se z = 0 g,(0) =0 — 0,
mentre se z > 0 per n grande g,(z) = f,(x) — 0. D’altra parte

1 1/n 1
/ gn(x) dx = / ne txdx + / ne "dxr =
0 0 1/n

1.2 1/n —nz1 671
[ne‘l—] + [n } =— —e"teltaset#£0
2 B =N |y, 2n

e quindi di nuovo l'integrale delle g, non tende all’integrale del limite puntuale (che & 0).

A

fi
f2
[
f+e
W
=
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Questi esempi mostrano che la convergenza puntuale non va d’accordo coi limiti e con
gli integrali. Mostriamo ora che, al contrario, la convergenza uniforme si comporta bene.

2.1.8 Teorema. Siano f, : A — RM, f: A — RM e supponiamo che f, — f unifor-
mente in A. Sia xq un punto di accumulazione per A e supponiamo che per ogni n esista
lim f,(x) che indichiamo con l,,. Allora

T—rIT0

1. esiste | = lim l,;
n—oo

2. st ha che lim f(x) =1

T—T0

In sostanza si puo dire che

lim lim f,(z) = lim lim f,(z)
T—x0 N—00 n—o00 T—Ig
Dimostrazione. Per prima cosa dimostriamo che gli [/, hanno limite. Per questo mo-
streremo che la successione (I,,) verifica la proprieta di Cauchy. Fissiamo n e m; dato che,
per ogni = di A
[fn(@) = fm(2)] < o = fnll

facendo tendere z a g si ottiene:
’ln - ZM| < ”fn o meoo :

Siccome f, uni f, cioe || f, — fll., — O, & chiaro che per ogni € > 0 esiste n tale che, se
n,m > n,siha [[f, — fullo < fo— fllo + IIf — fill < €. Dalla disuguaglianza sopra
segue allora che ([,,) ¢ di Cauchy.
Dunque possiamo trovare un [ in RM tale che [, — [.

Mostriamo ora che f(x) — [ per  — zy. Per questo prendiamo una successione (xy)
in A, con x — o e mostriamo che f(zy) — [ per k — oco. Dato € > 0 possiamo trovare
n tale che per tutti gli n > n si ha:

S
lfo=flu<s o -ll<

Wl M

Fissiamo ora un ny > 7 (per esempio lo stesso n); dato che f,,(zx) — [,,, possiamo
trovare k tale che

|fno(xk) - lno‘ é Vk 2 l%

w| ™

fi
f2

Figura 2.3: f,(x) = e
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Figura 2.5: g, (z)

Prendiamo allora k > k: si ha:

() = U < 1f (k) = S ()] 4 [frg (28) = lng| + [lng — 1] <

£ g 15
Hf_fnol‘ + ’fno(zk) _ln0’ + ’lno _l‘ < g +§+§ =&.

Essendo ¢ arbitrario abbiamo dimostrato che f(x) — [, cioe la tesi. O

Come conseguenza ricaviamo subito il seguente risultato

2.1.9 Teorema. Siano (f,) ed f tali che f, unif f su A esiaxy€ A. Se tutte le f, sono
continue in g, allora f € continua in xq. Se ne ricava che se le f, sono continue su A,
anche la f é continua su A.

Dimostrazione. Basta notare che per ogni n lim f,(x) = f,(zo) e applicare il teorema
T—T0

precedente con [, = f, (o). O

2.1.10 Teorema. Siano (f,) ed f tali che f, uni f su A, supponiamo che le f, e la f
siano integrabili su A e che la misura (o volume) di A (che indichiamo con |A|) sia finita.

Allora
nETooAf”(x) dx:/Af(:L’) dx



20 CAPITOLO 2. SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

Dimostrazione. Si ha:

[ = [ sl =| [ ) - s <
/A'f"(x) = fla)ldz < /A I fo = fllo dz = 1A fn — fllo — 0

O
2.1.11 Esempio. Contrariamente all’integrazione I’operazione di derivata non va d’accor-
do con la convegenza uniforme. Per esempio se consideriamo le funzioni f, : [-1,1] = R
definite da:
] se [z| > |
2 1
—x*+ — selzr| <=
2 2 ol <

(vedi la figura 2.6)

f2

Figura 2.6: approssimazioni derivabili di |z|

si vede che f,, e derivabile e che

sexZ%
fi(x)=<n se || S%

-1 sex<—=

3|

Non e difficile verificare che f, unif f, dove f(z) = |z| ed & chiaro che f non & derivabile
in zero. Quindi e possibile che funzioni derivabili convergano ad una non derivabile. Vale
pero il seguente risultato.

1
2.1.12 Esempio. Prendiamo f, : R — R definte da f,(z) := —sin(nz). Allora
n

1
falloe =~ =0

per cui le f,, tendono uniformemente alla funzione nulla, che ovviamente ha derivata nulla.
Peraltro f/(z) = cos(nz) da cui ||f,]lcc = 1, cosa che rende impossibile la convergenza
uniforme a zero delle f!. Sarebbe anche possibile dimostrare che le f! non tendono a zero
neanche puntualmente (anche se non ¢ semplice).
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2.1.13 Teorema. Supponiamo che I sia un intervallo in R e che f, : I — R sia una
successione di funzioni derivabili su I con derivata f] continua su I. Supponiamo che ci
sitano due funzioni f,g: I — R per cui:

fn— [ puntualmente I — g wuniformemente

(ne seque che g é continua). Allora [ & derivabile e f' = g.

Dimostrazione. Siano xy e x due punti in I. Allora per il teorema del calcolo integrale:
) = fulan) = [ fite)
Zo

Se facciamo tendere n all'infinito f,(xo) — f(zo) e fu(x) — f(x), per la convergenza
puntuale di f,, a f. D’altra parte per la convergenza uniforme delle f/ a g e per il teorema

(2.1.10) si ha che:
/ i) dt — / g(t)dt

e quindi I'eguaglianza sopra passa al limite:

f(2) — flxo) = / gyt Veind

o

Di nuovo per il teorema fondamentale del calcolo questo implica f' = g. O
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2.2 Serie di funzioni

Come abbiamo considerato le successioni di funzioni possiamo considerare le serie. Le
definizioni sono analoghe a quelle ricordate nel primo capitolo, in cui si considerano somme
numeriche, o somme a valori vettoriali - in questo caso si sommano gli elementi di una
successione di funzioni. Vedremo piu avanti che questo procedimento si puo inquadrare
in uno schema astratto generale.

2.2.1 Definizione. Supponiamo di avere una successione di funzioni (f,,), dove f, : A —
R per ogni n. Dato n chiamiamo somma parziale n-esima (relativa a (f,),) la funzione

F, : A — R definita da:
i=1

Chiamiamo serie di funzioni associata a (f,), la successione delle somme parziali (F},),.
Diciamo che la serie delle f,, & uniformemente convergente su A se esiste una funzione

F:A— R acuile F, convergono uniformemente: F, 4 F'. In questo caso chiamiamo
F somma della serie e la indichiamo con

i fn <e quindi F(x Z falz V€ A) .

o0
Molto spesso si indica con > f, la serie (cio¢ la successione) oltre che la sua somma.
n=1

o0

Quindi su usa dire, con un leggero abuso, che la “serie > f,”¢ (o non ¢) uniformemente
n=1

convergente.

Rimarchiamo anche in questo caso che se la serie converge uniformemente (F), wil p )

punct .. . . . .
allora essa converge puntualmente (F, — F'), cioé per ogni x di A la serie numerica

oo
> fu(z) & convergente. Si puo dire in questo caso che la serie converge puntualmente.

Il seguente criterio somiglia al criterio di convergenza assoluta per le serie numeriche -
in effetti la somiglianza si basa su un principio generale di cui parleremo in seguito (vedi
il teorema (2.3.17)). Premettiamo una definizione.

2.2.2 Definizione (convergenza totale). Sia (f,,), una successione di funzioni definite su
oo

un insieme A. Diremo che la serie di funzioni ) f, € totalmente convergente se la serie
n=1

o0
numerica (a termini positivi) ) || fu]|s € convergente. Notiamo che anche la convergenza
n=1
totale dipende dallinsieme A (rispetto al quale si considera la norma || - ||»). E inoltre
evidente che per avere la convergenza totale le norme || f,||~ devono essere finite, cioe le
funzioni f,, devono essere limitate.

2.2.3 Teorema. Sia (f,), una successione di funzioni limitate su A. Se la serie delle f,
¢ totalmente convergente (su A), allora la serie € um’formemente convergente (su A).
In altre parole se la serie numerica Z | frlle = Z sup | fn(x)| € convergente, allora

n=1z€A
la serie delle f, converge umformemente su A ad una funzione limitata e vale

SRl <D 1l
n=1 ) n=1
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Dimostrazione. Vedremo la dimostrazione piu avanti, come conseguenza del teorema ge-
nerale citato prima. O

Se poi le f, sono continue su un insieme compatto, anche la somma della serie e
continua e valgono altre conseguenza del tipo di quelle gia viste nel paragrago 2.1.
2.2.4 Corollario. Sia (f,) una successione di funzioni continue su un insieme A compatto
oo o
e supponiamo che la serie numerica Y || full., = >_ max|f,(z)| sia convergente. Allora
n=1 n=1 T€A
o
1. FF=>" fu, é una funzione continua.

n=1

2. 81 ha

F(z)do = i ful) dx:i fulw) dz
o= [ (Sa) =3

3. Se A =1 ¢ un intervallo, se le f, sono tutte derivabili con derivata continua e se

[e.e] oo
anche la serie Y || f1ll. = D max |fl(z)| e convergente allora F ¢ derivabile e
n=1 n=1 T€

F'(z) = Zﬂl(x) YV in 1.

Dimostrazione. Per il teorema (2.2.3) la successione delle somme parziali (F},) converge
uniformemente a F' e dunque il limite F' ¢ una funzione continua (dal teorema (2.1.8)).
Inoltre, per il teorema (2.1.10)

/AF(x) dx :7}1—{20 Fo(z)dz = nh_g)lo A (; fk(ﬂU)) dx =

A
T}LHC}Q;/AJCR(%) dx:;[‘fn(x) dx

(I'ultima eguaglianza e solo la definizione della convergenza della serie degli integrali).

o
Infine I'ipotesi di convergenza della serie > || f;||, implica, sempre per il teorema (2.2.3),
n=1
che la serie delle f/ ¢ uniformemente convergente. Questo significa che le sue somme
n

n
parziali | f; convergono uniformemente ad una funzione continua G. Dato che ) fi =

k=1 k=1
F! abbiamo che F) “{ G. Per il teorema (2.1.13), cio implica che F ¢ derivabile e
F' = @G, cioe vale I'ultima affermazione. n

2.2.5 Esempio. Consideriamo la seguente successione di funzioni f,, : R — R, definite

da .
o) = s
Si vede facilmente che
1 — n2z?
. . . _ ! _

Quindi il grafico di ogni f,, € quello rappresentato in figura 2.7.
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L fn

T

11+ n2a?

Figura 2.7: Z

In particolare f,, raggiunge il suo massimo in x = % e il massimo di f, vale f,,(1/n) =
1/2n. Dunque

1
[l = sup | fua)] = 5.

e quindi f, iy (su tutto R). Consideriamo ora la serie

> fo
n=1

Studiamone la convergenza puntuale: fissato z in R vediamo se la serie
(o.9]
> i
1+ n2z?
n=1

e convergente. Questo e vero per ogni x dato che, se x = 0 la serie ha tutti i suoi termini
nulli, mentre se x # 0

kd 1
~ n2x? T n?|x|

T
1+ n2z?

o0
e quindi la serie converge (dato che la serie = > - converge). Dunque ha senso scrivere
le| = n
n—=

o0

z; 1+ n2x2

(x per x). Notiamo che F(0) = 0. Ci possiamo chiedere se F' sia continua su tutto R.

o
Cio sarebbe sicuramente vero se Y || fullcog < +00; sfortunatamente tale serie diverge
n=1

oo
essendo eguale a ) % = +o0 e quindi con questo ragionamento non si perviene a nulla.

n=1
Se pero fissiamo un qualunque a > 0 e consideriamo A := [a, +0o0], si ha

[ frlloo,a = sup fn(z) = fula) sen > 1/a.

Allora

Zan |00A_ Z ||fn|ooA+ Z fn =

n<l/a n>1/a

S M fallsoa+ > an S< > ufnuooA+ > - 1 i

n<l/a n>1/a n<l/a n>1/a
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Applicando il corollario 2.2.4 (in A) otteniamo che la serie converge uniformemente su
A e la sua somma F' risulta continua su A. Dato che il numero a > 0 & arbitrario ne
deduciamo che f ¢ continua su |0, +o00[. Analogamente si dimostra che F' & continua su
| — 00, 0]

In maniera analoga possiamo dimostrare che F' ¢ derivabile su A e quindi ¢ derivabile
in ogni x # 0. Infatti consideriamo la serie delle derivate

- 1 —n2x?
- dove f' () = ———.
an fo(2) (1 + n2z2)2
n=1
Si ha
Tl 1 — n%z? < 1 + n?z? 1 1
00, A = SUpP | 5| < su < .
nllood ng (1 + n2x2)? ng nxt nta*  n2a?
> 1 1
Dato che + —— < 400 la serie delle derivate ¢ uniformemente convergente su

ndgd T n2g?
A e quindi tale serie ¢ la derivata di F'.
Vediamo che invece F non & continua in zero. Infatti se 0 < x < 1 si ha !

0 . L7 /el 1 o+ 1
() ;1—1-77,2332_;1—1—712.%2_”114—1 2x[/x}—>2

Questa disuguaglianza rende impossibile che F(z) — 0 = F(0) per x — 07 e quindi F
non & continua in zero (almeno da destra - si puo anche ripetere lo stesso ragionamento
per x — 07).

In verita possiamo essere piu precisi. Usando l'osservazione 1.2.13 possiamo scrivere

+o0 T
F(x) = ————dy da cul

+oo T +o0 T +oo T
——dy < F < = —— dy.
/1 T4 g22 Y= (x)_/l 14 (y —1)%a? /0 1+ y2a2 7

Sostituendo ¢t = zy si ricava

—+00 1 —+00 t
dt < F < —dt
/x L2 <@—/o 1+

e facendo tendere = a zero si ricava

+o0 1
lim F(x):/ ——dt=",
z—0t 0 1 + t2 2

La figura 2.7 rappresenta le somme parziali fino all’ordine 10 delle f, e, con linea tratteg-
giata, la somma della serie (in realta la somma di ordine n = 5000).

2.3 Spazi vettoriali, convergenza e completezza

2.3.1 Definizione. Un insieme X si dice uno spazio vettoriale su R (rispettivamente su
C) se per ogni x; e x2 in X risulta definita in X la somma x; + x5 dei due vettori
e T, per ogni z in X e ogni ¢ in R (risp. in C) risulta definito cz in X, detto prodotto
del vettore x per lo scalare ¢, di modo che le due operazioni cosi introdotte verificano le
usuali proprieta: 2

lricordiamo che [t] indica la parte intera di un numero ¢, definita da [t] := max {n € N:n < t}; ne

segue allora che [¢] ¢ un intero e che [t] <t < [t] +1
2tali proprietd sono
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2.3.2 Definizione. Dati zi,...,x, in X si chiamia combinazione lineare di xq,...,x,
un’espressione del tipo ¢1x1 + - - - + enx,, dove i coefficienti ¢, ..., cx sono in R (risp. in
C). Si dice che xy, ..., x, sono linearmente dipendenti se esiste una combinazione lineare
nulla fatta con dei coefficienti non identicamente nulli (cioe se 3(cy,...,¢,) # (0,...,0)
tali che ¢yzq + -+ - + eyx, = 0). Si dice che xy, ..., x, sono linearmente indipendenti se
¢io non e vero, cioe se ogni combinazione lineare nulla deve avere tutti i coefficienti eguali
a zero.

Si dice che z1,...,z, € una base per X se xq,...,x, sono linermente indipendenti e
generano X; con quest’ultima espressione intendiamo che ogni x di X si puo scrivere come
combinazione lineare di x1,...,x,, in altri termini x = c;z; + - - - + cyxy per opportuni
Ciy...,CN.

2.3.8 Osservazione. B semplice verificare che se esiste un base per X fatta di NV vettori,
allora

e se M > N presi comunque x1, ...,z in X, essi sono linearmente dipendenti;
e dato z in X ¢’e¢ un’unica combinazione lineare dei vettori della base che genera x.

2.3.4 Definizione. Diciamo che X ha dimensione N se esiste una base per X fatta di N
vettori. Diciamo che X ha dimensione infinita se cido non e vero per nessun /N, cioe se non
e possile trovare una base formata da un numero finito di vettori di X.

L’esempio tipico di spazio vettoriale di dimensione N ¢ lo spazio RY, che puo essere
assunto come “prototipo”di tutti. Si vede facilmente che RY & uno spazio vettoriale di

dimensione N e che una sua base si ottiene per esempio prendendo i versori é1,...,én
definiti da é; := (1,0,...,0), é:=(0,1,...,0),..., éx := (0,0,...,1). In questo modo il
vettore x = (:L‘l, - ,a:N) si rappresenta univocamente come r = x1€; + - - + TnyEn.

Vediamo ora che si possono considerare spazi vettoriali i cui elementi sono delle
funzioni. Dato A sottoinsieme di R poniamo

FAR") :={f: A= RM},
B(ARY) :={f: A= RM: |f] & limitata su A},
COARY):={f: A= RM: f& continuasu A}

Nel caso in cui M = 1, scriviamo piu semplicemente F(A), B(A) e C°(A). Chiaramente
B(A,RM) C F(A,RM); se poi A ¢ limitato e chiuso allora, per il teorema di Weierstrass,
CO(A,RM) C B(A,RM).

E evidente che si tratta di spazi vettoriali su R, dato che, se fi,fo : A — RM & ben
definita f; + fo ponendo (fi + f2)(z) := fi(z) + fa(x) per ogni x in A e analogamente se
f:A—RM ¢ eRe¢ben definita ¢f ponendo (cf)(z) := cf(z). Inoltre & chiaro che la
combinazione lineare di funzioni limitate (risp. continue) ¢ una funzione limitata (risp.
continua). Notiamo che in tutti questi spazi I'elemento zero ¢ la funzione identicamente
nulla, cioe 0(z) = 0 per ogni z in A.

la commutativa: per ogni x; e zo in X 1 + 292 = 3 + x7;

I’associativa: per ogni 21, 2 € x3 in X (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + x3);

P’esistenza dell’elemento neutro: esiste 0 tale che per ogni z in X x + 0 = x;
I’esistenza dell’opposto: per ogni z in X esiste —x in X per cui z + (—x) = 0;

la distributiva: per ogni ¢ in R (risp. in C) e ogni x1, 2 in X ¢(z1 + z2) = cx1 + cxo;

la neutralita di 1: perogni z in X lx ==z
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A

Jr

1 >

Figura 2.8: funzioni linearmente indipendenti in C°

Analogamente si potrebbero definire degli analoghi spazi di funzioni a valori in CM, che
risultano evidentemente spazi vettoriali su C.
Gli spazi di funzione sopra introdotti hanno tutti dimensione infinita.

2.3.5 Esempio. Mostriamo un esempio che C°([0, 1]) ha dimensione infinita. Per questo
facciamo vedere che preso comunque n intero si possono trovare n elementi di C°([0, 1]) che
sono linearmente indipendenti. A questo scopo dividiamo l'intervallo [0, 1] in n sottoin-

tervalli I1,..., I, ponendo I := [%, %], per k = 1,...,n e consideriamo delle funzioni
continue fi,..., fr tali che fy(x) = 0 se x ¢ Ij, mentre fi(z) = 1, dove z}, & il punto

medio di [, (zp = % + %) Un esempio di funzioni del genere ¢ rappresentato nelle
figura 2.8.

Se ora ¢y, . .., ¢, sono dei coefficienti reali tali che ¢; f; + - ey fy = 0 allora ¢; fi(x) +
-+ fu(z) = 0 per ogni z in [0, 1]. Scegliendo x = 1 si trova ¢;-1+c2-0+- - -+cn-0 =0,
da cui ¢; = 0. Analogamente prendendo x = x, si deduce ¢, = 0 per ogni k =1,..., N e
dunque f1,..., fy sono linearmente indipendenti.

2.3.6 Definizione. Sia dato uno spazio vettoriale X. Chiameremo norma (o modulo) in
X una applicazione da X in R con le proprieta seguenti: se indichiamo con ||z|| la norma
del vettore z, allora deve essere

L. ||z|| > 0 per ogni x e ||z|| = 0 se e solo se z = 0;
2. ||ex|| = |c|||z|| per ogni vettore x e ogni scalare c;
3. [z +yll < ||z|| + |ly]| per ogni coppia di vettori z e y.

Se in X ¢ definita una norma si dice che X e una spazio normato. A volte, quando sia
necessario distinguere tra norme in spazi diversi, indicheremo la norma di un vettore x di
X con [|z||x. Notiamo che la seconda proprieta implica || — z|| = ||z||.

Per il resto del capitolo supponiamo che X sia uno spazio normato, dotato di una
norma || - ||. Possiamo allora considerare in X la nozione di limite Come vedremo, una
volta introdotta una norma, le definizioni sono le stesse che si usano in RY. Per semplicita
ci limiteremo ai limiti di successioni, ma si potrebbe fare lo stesso per i limiti di funzioni.

2.3.7 Definizione. Data una successione (a,) di punti di X e dato [ in X diremo che [ &
il limite di (a,) per n che tende all'infinito ( o anche che (a,) tende ad 1) se

lim ||a, —I|| =0
n—oo
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Scriveremo in questo caso

lim a, =1
n—oo

o anche in modo piu conciso , a,, — a (n — 400 viene sottinteso).

2.3.8 Proposizione. La definizione di limite introdotta sopra verifica le usuali proprieta
del limite di successioni di numeri reali. Valgono ad esempio i fatti sequenti che non é

difficile dedurre dalla definizione.
1. 1l limite, se esiste, € unico: a, — li,a, — lo = 11 = ls.
2. Se (ay,) ha limite allora (a,) é limitata, cioé IM :||a,| < M Vn.

3. Sea, —a, b, > binXesea, = a, B, = S inR (risp. inC) allora a,a,+ 5,b, —
aa + Sb.

Le proprieta che non si possono trasferire al caso generale sono quelle che dipendono dal
> (la relazione d’ordine € un concetto essenzialmente unidimensionale). Per esempio i
limatt infiniti si fanno solo per le successioni a valori reali.

2.3.9 Esempio. In RY il modulo che abbiamo ricordato nel primo paragrafo: |x| :=
Vi 44 a3, dove x = (a1,...,xy), verifica come si vede facilmente le proprieta di
una norma. Continueremo a usare la notazione con una barra sola per la modulo (o
norma) dei punti di RY (imitando il simbolo del walore assoluto, che corrisponde alla
norma quando N = 1) per riservare le due barre a norme in spazi piu generali.

La norma appena introdotta non & perd 1'unica possibile in RY. Potremmo ad esempio
considerare

|X’1 = ‘l’1| + -+ ’ZL’N|

Vediamo che | - |; & una norma.

1. E evidente che |x|; > 0. Inoltre |x|; = 0 significa |x1|+ - -+ |zx| = 0 che & possibile
se e solo se |z1| =+ = |zy| =0, cioe se x = 0.

2. |ex|y = |emi| + - + |ean| = [c[(|z1] + - + |zn]) = |c|x]s.
3o Ix+ylh =ler+uyl+- + o +yvl < el + ol + -+ lov] + lyn| = X[+ [yl
Dunque anche | - |; & una norma. Un’altra possibilita e:
|X|oo := max{|z1], ..., |zN]|}

(la notazione con oo sara chiara in seguito). Non e difficile verificare che anche |- |, € una
norma.
Notiamo che le tre norme ora introdotte verificano la seguente relazione:

e < [x| < [xli < Vx| (2.1)
come ¢ facile verificare. Ne segue che le palle di centro 0 e raggio r nelle rispettive norme:
Doo(r) = {x:|x|oc <7}, D(r):={x:|x|<r}, Dr):={x:|x| <r}

verificano le seguenti inclusioni (vedi la figura 2.9):

Di(r) C D(r) C Du(r) C D1(NT)
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Figura 2.9: Le palle unitarie rispetto a norme diverse

La relazione (2.1) implica che la nozione di limite introdotta a partire da una qualunque
delle tre norme considerate sopra ¢ la stessa. Cio vuol dire che data una successione (a,,)
di punti di RY e un punto a di R¥ si ha

la, —a]| >0 Ja, —al; > 0< |a, —ale — 0

Per esempio il fatto che |a, — a]; — 0 implichi |a, — al.. — 0 & conseguenza della
diseguaglianza |a, — a|. < |a, — al; e le altre implicazioni seguono in modo analogo.

L’esempio sopra suggerisce la seguente definizione.

2.3.10 Definizione. Due norme | - ||; e || - ||2 su uno stesso spazio vettoriale X si dicono
equivalentt se esitono due costanti 0 < M; < M, tali che

Myllzlly < [lzfls < Moflzfy  VzeX (2.2)
Per quanto detto sopra due norme equivalenti danno la stessa nozione di limite.
Si potrebbe dimostrare (con strumenti assai avanzati) il seguente risultato.

2.3.11 Teorema. Se X ha dimensione finita tutte le norme sono tra loro equivalenti.
Quindi negle spazi vettoriali di dimensione finita c¢’é un’ unica possibile nozione di limite
(proveniente da una norma).

Come fatto in RY possiamo introdurre la proprieta di Cauchy per successioni in uno
spazio vettoriale normato.

2.3.12 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale normato e sia || - || la norma. Si dice che
una successione (a,) di punti di X verifica la proprieta di Cauchy (brevemente (a,) ¢ di
Cauchy) se:

Ve>0 dneN taleche Vn,m>n |a, —an| <e.

E di nuovo assai facile vedere che se (a,) ammette limite allora ¢ di Cauchy. A
differenza di R il viceversa pud non essere vero se si considerano spazi di dimensione
infinita. Questo fatto motiva la seguente definizione.

2.3.13 Definizione. Uno spazio vettoriale normato X di dice completo se ogni successione
di Cauchy ammette limite.
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Con la definizione precedente il teorema 1.1.12 si puo enuciare dicendo:
“Gli spazi RY sono completi”

Vediamo che in effetti tale proprieta puo non essere vera per uno spazio normato arbitrario.

2.3.14 Esempio. Consideriamo X = C%([—1,1]) e per ogni f in X definiamo

9= [ Ire)de

1

Mostriamo che || - ||; & una norma.

1. Evidentemente ||f]|; > 0 per ogni f in X se poi || f||1 = 0 si ha f_ll |f(t)]dt =0 ed
essendo |f| > 0 I'unico modo di rendere nullo l'integrale ¢ di avere |f(t)| = 0 per
ogni t in [—1, 1], cioe di avere f = 0.

2. Se ¢ € uno scalare si ha

1 1
leflly = /1|Cf(t)|dt= el /llf(t)ldtZ e[l £l

3. Date fegin X

1

IV+mh—[Jﬂw+mﬂMh§[

1

1
f01de+ [ 1a0)]de= 11+ Dol

Con tale norma abbiamo introdotto una nozione di convergenza tra le funzioni continue:
data una successione (f,) di funzioni continue su [—1, 1] e una f continua su [—1, 1], (f,)
tendera a f (nel senso della norma || - ||;) se

/an—ﬂmw%o

(cioe se l'area tra il grafico di f,, e quello di f tende a zero). Questa nozione di limite
e accettabile ma ha un grave difetto: Lo spazio X non € completo rispetto a questa
norma. Per vedere cio prendiamo la seguente successione (vedi la figura 2.3.14):

-1 se —1

La successione (f,) e di Cauchy, infatti presi due interi n > m si ha

1

1 = 2
I fo = fnll :/_l\fn(t)—fm(t)]dté/l1dt:—

m

e dunque per n,m grandi tale espressione puo essere resa arbitrariamente piccola. Se
mostriamo che (f,) non ammette limite abbiamo trovato che X non ¢ completo. Per
questo consideriamo prima la funzione g definita da

-1 sel1<t<0
g(t) =<0 set=0
1 se0<t<1



2.3. SPAZI VETTORIALI, CONVERGENZA E COMPLETEZZA 31

A

|
ok
|
Sl=—
Si=—
[t

Figura 2.10: incompletezza delle continue con la norma integrale

e notiamo che

/]n@—mMﬁ—[ﬁw—%%o

n

ma g non € una funzione continua. A questo punto supponiamo per assurdo che esista
una f in X tale che f,, — f. Ne seguirebbe:

[ =gtonar< [ 1= sldes [ 160 - g0l o

1 -1

da cui f_ll |f(t) —g(t)|dt = 0. Ma cio implicherebbe f(t) = g(t) e questo & assurdo perché
f deve essere continua mentre g non lo e.

2.3.15 Esempio. Vediamo un altro esempio di successione di funzioni (f,),, di Cauchy
rispetto alla norma ||-||, dell’esempio precedente, per cui & problematico parlare del limite.
Rispetto all’esempio precedente si vede qui come i “candidati limiti” rispetto a norme in-
tegrali possano essere discontinui in un numero infinito di punti inducendoci a considerare
delle funzioni che non sono integrabili nel senso di Riemann. Questo comporta una serie
di problemi che affronteremo nel capitolo 4.

Dato n intero dividiamo l'intervallo [0, 1] in 2" sottointervalli di eguale ampiezza pari
a 2™ siano 0 = zp < 1 < -+ < x9n = 1 gli estremi di tali intervalli. definiamo
una funzione f, : [0,1] — R ponendo f,(z) = 1se z; < z < z; + 47" per qualche
j=0,...,2" — 1 e zero altrimenti (vedi la figura (2.3.15)).

Dato che questa costruzione si puo fare per ogni n intero abbiamo costruito una suc-
cessione di funzioni. Se calcoliamo || f,||; troviamo la somma dell’area di 2" rettangoli di
base 47" e altezza 1, che quindi € pari a 2" -47" -1 = 27". Dunque || f,,||; = 0 e quindi la
successione dovrebbe tendere a zero. Pero se consideriamo la convergenza puntuale dell
fn scopriamo che f,(x) — f(x) dove f(z) =1 se x ¢ un numero della forma %, per una

qualunque coppia di interi n,m con m < 2", mentre f(x) = 0 per le altre x.

La completezza dello spazio gioca un ruolo importante nei problemi di convergenza
di una serie. Analogamente a quanto fatto nel caso dei numeri reali si possono infatti
considerare le serie di elementi di uno spazio vettoriale generico.
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Figura 2.11: II “pettine”
2.3.16 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale normato sia | - || la sua norma.

Data una successione (a,)n>n, di punti di X introduciamo la somma parziale n-esima:

n
Sn::Zak:ano+~--+an per n > ny.

k=ngo

La successione (Sy,)n>n, si chiama serie associata ad (a,),>n, 0 pill serie degli a,,.
Si dice che la serie é convergente se (Sy,)n>n, ammette limite S in X. In tal caso diciamo
che S e la somma della serie e lo indichiamo con

(o]
E (.

n=ng
oo
Molto spesso, con un leggero abuso, I’espressione Y a,, viene usata per indicare la serie
n=ng

oo
oltre che la sua somma, per cui si usa dire: la serie > a, ¢/ non é convergente.
n=ng

oo
Diremo che la serie ¢ assolutamente convergente se la serie > ||a,|| € convergente.
k=ng

Notiamo che nel caso delle serie a valori vettoriali non si parla di divergenza.

2.3.17 Teorema (convergenza e convergenza assoluta). Se X & completo ogni serie
assolutamente convergente e convergente.

Dimostrazione. Poniamo, per n intero:

n

Sy = Zak, T, = ||ax]|

k=1

3

i
I

Allora presi due interi qualunque n > m si ha:

m m m
[Sn — S| = Zak_zak = Z ag|| <
k=1 k=1 k=m-+1

m

D Ml =) llarll = > llawll = [T = Tl
k=1 k=1

k=m+1
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Se ne deduce facilmente che se (75,),, ¢ di Cauchy (in R), allora (S,,),, ¢ di Cauchy (in X).
Infatti dato € > 0 se n ¢ tale che

T, — Tl <e  VYn,m>n;

allora
|Sn — Sl < T —T| < € Yn,m > n.

Possiamo allora concludere la dimostrazione osservando che

Z ||a,|| converge in R = (T,,) ¢ di Cauchy in R =

n=1

(Sp) e di Cauchy in X = Z a, converge in X

n=1
dove I'ultima implicazione discende dalla completezza di X. O]

Ricordiamo che in generale non e detto che e valga il viceversa del teorema precedente;
cio si puo vedere gia tra le serie di numeri reali considerando la serie ( a segni alterni)

> (=" -
> ~——— che converge ma non converge assolutamente. Il criterio della convergenza
n=2 n

assoluta ¢ comunque assai utile (se funziona) in quanto permette di ricondursi a studiare
la convergenza di una serie di numeri positivi.

2.4 Spazi di funzioni con la norma uniforme

Ricordiamo che abbiamo indicato con B(A) le funzioni limitate su A e con C°(A) le funzioni
continue su A (a valori reali) e che, se A ¢ compatto (cioe A & chiuso e limitato in RY),
allora C°(A) € B(A) (per il teorema di Weierstrass). E anche chiaro che per f in B(A) la
norma uniforme di f e finita.

2.4.1 Proposizione. La norma uniforme || - ||o = || - ||c0.a, introdotta in 2.1.2, é una
norma su B(A) (e quindi suC°(A)). Di consequenza dire che una successione (f,,) in B(A)
converge a f in B(A) significa che f, sono funzioni limitate che convergono uniformente
a una funzione limitata f.

Inoltre, se A & compatto, C°(A) ¢ (un sottospazio) chiuso in B(A).

Dimostrazione. 1l fatto che || - ||« verifichi le proprieta della norma & una semplice conse-
guenza delle definizioni. Il fatto che C°(A) sia chiuso significa che se (f,,) ¢ una successione
di funzioni continue che converge uniformemente a una f, allora f deve essere continua.
Questo ¢ esattamente il contenuto del teorema 2.1.9 O

L’aver introdotto la struttura di spazio normato sulle funzioni limitate/continue per-
mette di inquadrare varie proprieta della convergenza uniforme e di fare altre conside-
razioni in base alla teoria svolta nel caso astratto, come vedremo meglio nel prossimo
paragrafo. Per esempio il criterio della convergenza totale altro non e che la convergenza
assoluta rispetto alla norma uniforme — questo criterio si basa dunque sulla completezza
degli spazi B(A)/C°(A), risultato assi importante che ora vediamo. Potremmo dire per
questo che la norma uniforme ¢ la “norma giusta”in B(A)/C°(A).

2.4.2 Teorema. Lo spazio B(A) dotato della norma uniforme & completo. Se A é
compatto, allora lo spazio C°(A) é completo.
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Dimostrazione. Vediamo al dimostrazione per B(A) (per C°(A) si ragiona in modo ana-
logo). Sia (f,), una successione di Cauchy in C°(A). Fissiamo z in A; dato che:

(@) = fm(@)| < 0 = finllo (2.3)

si vede subito che (f,(z)) € una successione di Cauchy in R e dunque ammette limite per
la completezza di R. Possiamo indicare con f(x) il limite di (f,(x)),. Abbiamo quindi

trovato un limite puntuale f della (f,),: cerchiamo di far vedere che f, unif I
Sia € > 0 e sia n tale che per ogni n > n si abbia ||f, — fiu]| < e. Allora preso un
qualunque z in A e n > n si ha:

fale) = F@)] = lim_|fu(@) ~ fu(o)

che a causa di (2.3) implica
() — f2)l < e

ed essendo x arbitrario

[fn = flle <
Abbiamo in questo modo verificato la definizione di f, unif f. O]

2.4.3 Osservazione. Tutto quanto fatto sopra si puo ripetere per funzioni a valori in RM

o anche in CM| pur di usare il modulo opportuno (|(zy,...,zy)| = /22 + -+ + 2%, nel
caso reale e |(z1,...,2um)| = /]21]2 + -+ + |z2m[? in quello complesso).

2.5 Applicazioni lineari continue

2.5.1 Definizione. Siano X; e X, due spazi vettoriali normati su R/C e indichiamo le
loro norme con || - [|; e || - ||2 rispettivamente. Siano A un sottoinsieme di X; e x¢ un punto
di A e sia F' una funzione (o applicazione) da A in Xy, (in breve f: A — X5).

Diremo che F' & continua in z( se per ogni € > 0 esiste p > 0 tale che

r €A [l —xolly <p=|F(x) - Flzo)ll, <e
E facile vedere che valgono le seguenti proprieta standard.

2.5.2 Proposizione. 1. Se F ¢ continua in xy allora F e limitata in un intorno di
X, cioe esistono un raggio r > 0 ed un numero M tali che

|F(z)]|e < M Ve e At ||z —zoly <7

2. Se F' e G sono continue in xq e se o, € R/C, allora aF + G é continua in x.

3. Se Xy, Xy e X3 sono spazi normati, se A C Xy, xg € A, BC Xy, FF: A — B,
F ¢ continua in xo, G : B — X3, G ¢é continua in yo := F(xo) allora la funzione
composta G - F' é continua in xg.

Un particolare interesse rivestiranno per noi le applicazioni lineari continue.

2.5.3 Definizione. Siano X; e X, due spazi vettoriali su R/C. Se L ¢ una applicazione
da X; in X, si dice che L e lineare quando

L(ngl + 02372) = ClL(l’l) + CQL(SUQ) Va:l, To € Xl, VCl, Cy € R/C

Spesso per le applicazioni lineari si sopprimono le parentesi scrivendo Lz in luogo di L(x).
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2.5.4 Proposizione. Se L : X; — X, ¢ lineare sono equivalenti i tre fatti sequenti.

1. L ¢é continua in ogni xo di Xq;

2. L ¢ continua in O;

3. esiste una costante M tale che

[L@)2 < Mljzfly Ve eXy (2.4)
dove || - ||1 (risp. || - ||2) indica la norma in Xy (risp. in Xs).

Dimostrazione. B chiaro che (1) = (2). 1l fatto che che (2) = (1) segue dalla relazione
L(z) = L(xg) + L(z — x).

Mostriamo che (2) = (3). Per la continuita in zero esistono M; ed p > 0 tali che:

IL(y)]ls < My Vy € X, tale che |yl <.

Prendiamo un generico x € X; con x # 0 e poniamo y := p Dato che |ly||; = p si ha

|L(y)|l, < M;. Dalla linearita si ricava L(y) = ” p” L(z ) e qu1nd1 T ” | L(x)|, < My,
1
M
dunque vale la (2.4) ponendo M := —. La (3) = (2) & evidente. O
p

2.5.5 Definizione. Se L ¢ lineare e continua chiamiamo norma di L il numero
|L|| := inf {M : vale la disuguaglianza (2.4)}
Quindi (come si puo vedere facilmente)
L@@l < (L=l Vo eXy

e ||L|| &1l “piu piccolo” M per cui vale tale disuguaglianza. Si puo anche vedere che

HLJCHQ
|L|| = sup —— = sup ||Lz||;
:c;«éo i jaj=t

Si puo dimostrare che la norma sopra introdotta per le applicazioni lineari ha effettiva-
mente le proprieta introdotte in 2.3.6. Da questo segue che lo spazio vettoriale

L(X1,Xs) :={L:X; - Xy:L ¢ lineare e continua}

¢ uno spazio normato (quindi si puo introdurre una nozione di convergenza di applicazioni
lineari a una applicazione lineare).

Se poi X; = Xy, = X, e quindi prese due applicazioni lineari L, Ly da X in X ha senso
considerare la composizione LqLs, si ha:

| L1 La|| < || Lal||| Lal|-
Infatti per ogni # si ha [[L Lol < L4 Lall < |2l Zallell. Quindi M = [[Ly] | a]

verifica || Ly Loz || < M||z||. Dato che ||L; Ly|| & 'estremo inferiore delle costanti con questa
proprieta si ha || Ly La|| < ||L1]||| L2|l-
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2.5.6 Esempio. Consideriamo una applicazione lineare da RY in R. Indichiamo con é;
i versori di RY (j = 1,...,N); allora il vettore Lé; avra M componenti che indichiamo
con ayj, .. .,aum,;. In questo modo risulta definita una matrice M x N A di elementi a; ;
peri=1,....Mej=1,...,N. Usando la linearita di L si vede facilmente che

N
L(xy,....,2n) = (Y1, Ym) © ¥ = Zai’jmj peri=1,...,M
j=1
Questo significa che L si rappresenta mediante il prodotto matriciale della matrice A per
in vettore x (convenendo di rappresentare i vettori come colonne, cioé come matrici N x 1
(in partenza e M X 1 in arrivo).
Poniamo A := max{|a;;|:i=1,...,M,j=1,...,N}. Si vede allora che

M

LX) < LX) = A xl =3

=1

< MAJx|; < NMAJx|

N
@i Tj
=1

J
(abbiamo usato ripetutamente (2.1)). Ne segue che L & continua e che ||L|| < NMA. Se
identifichiamo le matrici M x N con i vettori di RV possiamo notare che A corrisponde
a |A| precedentemente introdotta. Quindi possiamo scrivere ||A|| < NM|A|». Quindi

qualunque applicazione lineare da RY in RM & continua.
Notiamo che vale anche |A|,, < ||A|l dato che perognii=1,...,Meognij=1,...,N

|ai;| = [(Ae))i] < |A¢;] < [[Allle;] = [[A]]

e quindi la stessa disuguaglianza vale prendendo il massimo di tutti gli |a, ;|.

Ne segue che || - || e | - |o sono norme equivalenti. Dunque la convergenza indotta sulle
matrici NV x N dalla norma delle corrispondenti applicazioni lineari coincide con quelle che
si ottengono vedendo le matrici come M N-uple di numeri. In sostanza una successione di
matrici A, tende ad una matrice A (nel senso delle applicazioni lineari) se e solo se ogni
componente di A,, tende alla corrispondente componente di A.

Quanto fatto per RN vale per gli spazi di dimensione finita.

2.5.7 Teorema. Ogni applicazione lineare tra spazi normati di dimensione finita e con-
tinua.

Vedremo che, come per la completezza, anche quest’ultimo teorema non vale piu
negli spazi di dimensione infinita. Cominciamo perdo col mostrare qualche esempio di
applicazione continua tra spazi di funzioni.

2.5.8 Esempio. Consideriamo lo spazio X = C°(A) con la norma || f|| = || f|lcc.a- Se zo &
un punto prefissato in A si puo considerare

Fi(f) = fla)  per ogni f in CO(A)
e quindi Fy : C°(A) — R; si pud anche prendere Fy : C°(A) — R definita da
Fy(f) = / f(x)dz  per ogni f in C°(A)
A
(in questo caso lo spazio di arrivo ¢ lo spazio unidimensionale R = R'). Entrambe queste

due applicazioni sono lineari (come & ovvio verificare). Esse sono anche continue. Per la
continuita di F) basta osservare che

Fu S f = fuz0) = fla0)
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(la convergenza uniforme implica quella puntuale). Per quanto riguarda la continuita di
Fy, questa ¢ il contenuto del teorema 2.1.10. Notiamo che se f € C°(A)

B (O] = [f(zo)] < I flle = [F1II < 1

e analogamente
[F(f)] = I/Af(l’) dz| < |Al[[fllo = IF2ll < [A].

Si potrebbe dimostrare che valgono le eguaglianze, cioe che:
[F =1, |[Ff = Al

2.5.9 Esempio. Riprendiamo lo spazio X = C°([0,1]), ma consideriamo in X la norma
integrale || - || dell’esempio 2.3.14. Consideriamo ancora le Fy, Fy : X — R dell’esempio
precedente. Si vede facilmente che F, e continuo, infatti se f € continua:

\@U»{AU@Ag[ﬁﬂMﬁzwm

Quindi, con quest’altra norma, si ha |[F3[| <1 ( e si potrebbe vedere che || Fyf| = 1).
Invece F} non € continuo. Consideriamo infatti le funzioni f,, definite da

1—nt e <t <
nll) = - =
CEE F

—_ 3=

E chiaro che fn sono continue, dunque f,, € X, e che

1 1/n 1
Il = [ 1l = [ ana= 0

e quindi le f, — 0, dove O indica la funzione nulla. Pero Fi(f,) = f.(0) = 1 mentre
F1(0) =0 e dunque non ¢ vero che Fi(f,) — Fi(0), cio¢ F; non & continua.

2.5.10 Osservazione. 1 due esempi precedenti mostrano che ||-|| e [|||; non sono norme
equivalenti su C°(A4). Questo per la verita era gia chiaro dato che C°(A) ¢ completo
rispetto a ||-|| ., mentre non lo & rispetto a ||-||;.

2.5.11 Esempio. Si puo considerare I'insieme Xj:

{ fecl(A:fe derlvablle}

che & un sottospazio vettoriale di X = CY(A), dato che f, g derivabili implica af + B¢
derivabile. Allora I'applicazione D : X; — X definita da D(f) := f' (D é l'operazione di
derivazione) ¢ lineare dato che

D(af + Bg) = (af + Bg) = af' + Bg' = aD(f) + BD(g)

Pero D non ¢ continua, se si considera (sia in partenza che in arrivo) la distanza introdotta
sin(nx)

1
sopra. Per vederlo prendiamo f,(z) = . Si vede facilmente che || f,,|| ., = — e quindi
n

fn L), Inoltre fn € Xq per ogni n. Pero f(x) = cos(nx) e quindi || D(f.)|| = ||f:|| = 1.
Questo implica che non puo essere D(f,) unif D(0), altrimenti 1 = || D(f,)|| — [|D(0)|| =
0, che ¢é assurdo.

Abbiamo trovato quindi un altro esempio di applicazione lineare non continua. Inoltre se
si rilegge 1'esempio 2.1.11 in termini astratti si vede che esso dice che il sottospazio X;
non ¢ chiuso in X (altra proprieta che sarebbe vera se fossimo in dimensione finita)
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Capitolo 3

Funzioni analitiche e meromorfe

3.1 Funzioni derivabili in senso complesso

Nel seguito utilizzeremo spesso le derivate di funzioni complesse di variabile complessa. La
derivabilita in senso complesso di una certa funzione f, al contrario di quanto si potrebbe
pensare in un primo momento, impone delle condizioni assai piu forti su f di quelle che si
hanno nel caso di f reale (nonostante la definizione sia perfettamente analoga). Il fatto di
avere un piano di direzioni (invece di una retta) su cui fare i rapporti incrementali impone
infatti a f una notevole “rigidita”.

Noi non esploreremo fino in fondo le proprieta delle funzioni complesse derivabili,
ma ne vedremo comunque vari aspetti. In questo paragrafo diamo le definizioni basilari
e mettiamo in evidenza alcune proprieta fondamentali. Cominciamo ricordando alcune
definizioni.

Per R > 0 consideriamo il disco aperto ( o la palla aperta) di centro zy e raggio R:

D(zp,R) :={2 € C: |z — 2| < R}.

e il corrispondente disco chiuso

D(zp, R) :={z € C:|z — 2| < R}.

Diremo inoltre che un insieme €2 in C & aperto se per ogni punto 2z, € €2 esiste R > 0
tale che D(zp, R) C €. Non sarebbe difficile dimostrare che € & aperto se e solo se il
complementare C \ © & chiuso, secondo la definizione data in (1.1.9).

3.1.1 Definizione. Siano () un aperto di C e f : 2 — C una funzione. Diremo che f ¢
derivabile in un punto zy di € se esiste il limite del rapporto incrementale:

o) ot T IC)

Z—20 z — 2,’0

che verra ovviamente detto la derivata di f in zy. Se f e derivabile in tutti i punti di 2
ed f’ & continua diremo che f & olomorfa su €.

La seguenti proprieta si possono dimostrare facilmente imitando le analoghe dimostra-
zioni per le funzioni derivabili di una variabile reale.

3.1.2 Proposizione. 1. Se f e derivabile in zy allora € continua in z.

2. Se f,g sono derivabili in zy allora f+ g e fg sono deriwabili in zy e
(f +9)(20) = f'(20) + 9'(20),  (f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20)-

39
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Se inoltre g(zo # 0 i e derivabile in zy e
g

(g)/ (z0) = f'(20)9(20) = f(20)9'(20)

92(20)

3. Se f ¢é derivabile in zy e g € derivabile in wy := f(z0), allora go f & derivabile in zy

e (go f)(z0) = g'(wo) f'(20).

4. Se f & derivabile in zy, v & una curva tale che y(ty) = zo e 7y & derivabile in to,
allora f o~ é (una curva) derivabile in ty e (f o) (t,) = f'(20)7 (to).

3.1.3 Esempio. Prendiamo f(z) = z" per n intero positivo. Allora:

s n n—1 n—1

0 — 2820717 che per z — 2, tende a E shanmlmh =t
z— %

O k=0 k=0

Quindi f ¢ olomorfa in C e f/(z) = nz""1.

1
Se poi si prende la stessa espressione di f con n < 0 si ha f(z) = — e allora, se z # 0:
Z—?’L

—(=nz7"Y  nppt

fi(z) = G e =nz""",

Dunque per n < 0 f & olomorfa su C\ {0} e la formula trovata sopra vale anche per tutti
gli n interi relativi.

Vediamo ora un importante risultato che caratterizza le funzioni olomorfe. In quanto
segue identifichiamo spesso il numero complesso z = x + iy con il punto (z,y) di R? (per
esempio indichiamo con 2 anche {(z,y):z + iy € Q}, che a rigore ¢ un altro insieme).

3.1.4 Teorema. Sia Q aperto in C e sia f : Q — C. Scriviamo f(z) = fi(z,y)+ifs(z,y),
dove z = x +1y. Allora sono equivalenti © due fatti sequenti.

1. f e olomorfa in Q.

2. fi, f2 sono di classe C' e valgono le condizioni di Cauchy-Riemann:

of, . Of of, . Oh
Se tali proprieta sono vere si ha inoltre f' = 8_f = —ia—f, cioeé:
ox dy
, . 0 . o, .
iz +iy) = B (filw,y) +ifa(z,y)) = _Za_y (fi(z,y) +if2(2,y)) . (3.1)

Dimostrazione. Dimostreremo solo la freccia “(1) = (2)” tralasciando I'altra (che si puo
fare con un po’ di pazienza usando il teorema del differenziale totale). Sia z = z+iy in Q.
Dato che f’(z) esiste possiamo calcolarlo mediante uno qualunque dei due limiti seguenti
in cui h e reale:

Fo) = i LEEN Z1E) i) = fC)

h—0 h h—0 ih
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Calcolando il primo dei due troviamo:

. (filz +hy) = filz,y) +ilfolz + hy) — folz,y)  Ofs 0fa

}ILIE)% h - or <$7y)+zax (.Z',y),
mentre facendo il secondo:

Ny +h) = [l y) Hilfh@y+h) - fley) 0f 0fs
Se ne ricavano le condizioni di Cauchy-Riemann e le due formule (3.1). O

3.1.5 Osservazione. Se si interpreta la funzione f come una mappa da R? in R?, allora le
condizioni di Cauchy-Riemann dicono che la matrice Jacobiana di f ¢ del tipo

= (2 )=o) )

p=Vva®+ b, 0 & un angolo tale che cos(0)

dove
B Va2 + b2’ B va? + b?

(a e b dipendono dal punto (xg,¥o) in cui calcoliamo lo Jacobiano). Una tale matrice
opera un’omotetia (un allungamento omogeneo in tutte le direzioni) di p e una rotazione
di 6. Notiamo che f'(29) = a +ib = —b +ia e quindi f'(29) = pe??. Dunque preso un
punto zy = xo+iyg Ueffetto di f vicino a zy € un’omotetia di coefficiente | f'(zo)| composta
con una rotazione di argomento Arg(f'(zg)).

Detto altrimenti, se f ¢ derivabile in z, allora, per z vicino a 2y, f(z) — f(20) =~
f'(20)(z — 2z0). Ma il prodotto complesso f'(zy)(z — z) ha come modulo |f'(z0)||z — 20| €
come argomento I’argomento di z — zy piu 'argomento di f(z).

Questa proprieta si traduce nel fatto che le funzioni olomorfe sono delle “mappe con-
formi”, preservano cioe gli angoli: se due curve si intersecano in un punto con certo angolo
anche le loro immagini tramite f si intersecheranno con lo stesso angolo (vedi figura (3.1)
— ottenuta da http://en.wikipedia.org/wiki/File:Conformal map.svg).

sin(6)

Figura 3.1: Mappe conformi

3.1.6 Osservazione. La funzione esponenziale f(z) = e* & olomorfa e f'(z) = €.

Dimostrazione. Si ha e*™ = fi(z,y) + ifo(z,y) con fi(z,y) = e*cos(y) e folw,y) =
e”sin(y). Dato che:

Oh = ¢” cos(y) Of2 = e” sin(y) Oh = —e”sin(y) E = ¢” cos(y)
Ox T Ox T Oy T Oy ’
: : . : : of
risultano verificate le condizioni di Cauchy-Riemann e f/(z) = = e~ O]

=5 =
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Il seguente risultato generalizza alle derivate complesse il teorema (2.1.13) di scambio
tra limite e derivata.

3.1.7 Proposizione. Supponiamo che (f,), sia una successione di funzioni olomorfe su
Q. Supponiamo che

fn — f puntualmente su §2, [l — g uniformente su §)

per opportune f e g. Allora f é olomorfa e f' = g.

Dimostrazione. Se scriviamo f,(z) = u,(z,y) +iv,(z,y) e f(2) = u(z,y) + iv(z, y) allora
chiaramente u,, — u e v,, — v puntualmente in 2. Essendo f,, olomorfe u,, e v,, ammettono
derivate parziali e valgono le condizioni di Cauchy-Riemann:

ou,, _ Oy v, _ Ouy, ‘
%(Ivy)_a_y(x7y)a %(l’7y)— ay (l’,y),

inoltre la derivata complessa di f,, si puo scrivere in due modi:

, _ Ouy, Ovy, _ Oy Ouy,

Per l'ipotesi, se g(z) = t(x,y) + iw(z,y) deve essere:

%—n& %—Hf %—mu é)u"—>
Ox T Oy Ox T Oy

uniformemente. Applicando il teorema (2.1.13) alle due derivate parziali (che sono delle
derivate “unidimensionali”) si ricava che u e v ammettono derivate parziali e
ou ov ov ou

= = = w, = —w.

dr 7 8y 7 o ay
Dunque f verifica le condizioni di Cauchy-Riemann e f'(z) = t(z,y) —iw(z,y) = g(2). O
Se ne ricava immediatamente una proprieta di derivazione sotto il segno di serie.

3.1.8 Corollario. Supponiamo che (f,), sia una successione di funzioni olomorfe su Q.
Supponiamo che

(o9} o0
Z fn converga puntualmente su €2, Z [ converga uniformente su €.

Allora f(z) := i fa(z) é olomorfa e f':= i fl.
n=0 n=0

Ricordiamo la nozione di curva (caso particolare della nozione di curva in RY).

3.1.9 Definizione. Una curva in C & una applicazione v : I — C, dove I € un intervallo
di R. Si dice supporto di v 'immagine (/) della curva. Se I = [a, b] allora i punti y(a) e
~(b) si chiamano gli estremi di . Se y(a) = ~y(b) si dice che v & una curva chiusa.

Essendo la curva una particolare applicazione e chiaro cosa significa dire che ~ e
continua oppure di classe C! (derivabile con derivata continua). In particolare la derivata
di vy = +iy ey =9 +i7.

Si dice che una curva v : I — C & regolare a tratti se vy & continua su I, & C! su I tranne
un numero finito di punti 1,¢s,...,%; di I e la derivata 4" ¢ limitata in I \ {¢,...,tx}

(per esempio se esistono il limiti destro e sinistro 7/(t;) e 4/(t]) in ogni ;).
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Data una curva 7 : [a,b] — C si chiama curva opposta la curva 7(t) = y(b+ a — t).

Si dice che due curve 7, : [a,b] = C ey : [¢,d] — C sono consecutive se v1(b) = y2(c).
Se inoltre b = ¢ si puo considerare la curva v : 1 V 72 data da y(y) = y1(t) per a <t <b
e Y(y) =(t) perb=c <t <d.

Se 7 : [a,b] — C & una curva, si chiama riparametrizzata di 7 una qualunque curva
7 : [e,d] — C tale che v, (t) = y(p(t)) per una opportuna ¢ : [c,d] — [a,b] di classe C!
(basterebbe regolare a tratti) tale che ¢(c) = a e p(d) = b. La funzione ¢ viene detta
allora la riparametrizzazione.

3.1.10 Definizione. Se 7 : [a,b] — C ¢ una curva di classe C! e se f ¢ una funzione
continua definita dal supporto di v a valori in C, si definisce l’integrale di f su~y mediante

[rea= | F 0 ) d

dove nel secondo integrando si usa il prodotto complesso tra f(y(t)) e 7/(¢).
Tale definizione si puo estendere al caso di v regolare a tratti ponendo:

k+1 t
[@re=3 [ rawn o
Y j=1 ti—1
(dove tq, ..., sono come nella definizione sopra e si pone a = to, b = t1).

Valgono un po’ di proprieta che enunciamo senza dimostrazione.
3.1.11 Proposizione. Supponiamo f continua e vy (v, e ) regolare a tratti.

e Se vy e una riparametrizzata di v allora

/f@) dz:/%f(z) iz,
Lf(z) dz:—lf(z) gz

e Se :fa,b] = C esfe,d] — C sono consecutive, se b= c si ha

/szf(z)dz = /71 f(2) dz+/72f(z)d'

In realta 'ipotesi b = ¢ non € necessaria dato che la si puo sempre ottenere mediante
una opportuna riparametrizzazione di vyo. Quindi, ragionando a meno di riparame-
trizzaziont, possiamo considerare y1 V 2 ogni qualvolta v, e 7y, sono consecutive,
avendo la formula sugli integrali scritta sopra.

e Si ha

3.1.12 Proposizione. Sia 7 : [a,b] — C wuna curva regolare a tratti e sia (f,)n, una
successtone di funzioni continue definite sul supporto di v a valori complessi.
Se f, — [ uniformemente allora

lim [ f.(2) dz:/f(z) dz.

n—oo

v
oo

Analogamente se la serie Z fn converge umformemente st ha
n=0

> | fulz)dz = / (Z fn(z)> dz.

n=0""7
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Dimostrazione. 1l risultato segue scrivendo la definizioni degli integrali sulla curva e
usando i teoremi sullo scambio tra limiti e integrazione visti in (2.1.10) e (2.2.4). O

3.1.13 Proposizione. Sia f : 0 — C una funzione olomorfa in un aperto Q2 di C. Sia
v+ |a,b] = Q una curva regolare a tratti. Allora

/ F(2)dz = F(r(b)) — F(3(a))

Quindi tale integrale dipende solo dal valore della funzione f negli estremi zo := y(a) e
z1 :=7(b) della curva v e non dal “percorso sequito da ~y per andare da zy a z1”.

Dalla formula sopra seque che se v € una curva chiusa, allora [ f'(z)dz = 0.
8!

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso di «y di classe C'. Notiamo innanzi-
tutto che:

C16(0) = PN @)

come ¢ facile verificare. Per la definizione (3.1.10)

[ree= [ ramyod= [ Lromd=6m) - row).

[]

3.1.14 Osservazione. Si potrebbe vedere che vale anche il viceversa della proposizione
precedente: se cioe l'integrale:
/ g(z)dz
gl

dipende solo dagli estremi della curva -, allora esiste una f olomorfa di cui g € la derivata.
In particolare si ha il seguente risultato.

3.1.15 Osservazione. Sia k # —1, sia zy € C e sia 7y : [a,b] — C\ {20} una curva chiusa

regolare a tratti. Allora:
/(z—zo)kdz:O
-

o \k+1
Dimostrazione. Se si definisce f(z) := % (cosa possibile se k # —1), allora:
/(z — 2k dz = /f’(z) dz=0
v 8!
per la proposizione (3.1.13). m
Per trattare il caso K = —1 & necessario un certo lavoro che vedremo nel seguito.

3.2 Serie di potenze

In questo paragrafo useremo il risultati del capitolo precedente per studiare serie del tipo
[o.¢]
f(z) =) an(z—20)"
n=0
dove zp € un numero complesso, i “coefficienti” a; sono dei numeri complessi e faremo
variare la z in C.
Fatte queste premesse possiamo scrivere subito il seguente enunciato:
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3.2.1 Teorema. Siano (ay), una succesione in C e consideriamo:

M :=limsup {/|ay|

n—0o0

(per esempio supponiamo che esista il limite di {/|a,| e chiamiamolo M ). In generale
M € [0, +o0]. Poniamo

400  se M =0,

= 1
R:= 7 5 M €]0, 00],

0 se M = +o0.
Allora:

_ 00
1. se0 < R < R la serie Y an(z—20)" converge totalmente, dunque uniformemente, su
n=0
— o0
D(zo, R); ne seque che ) |a,(z—20)"| < +00 per ogni z € D(z, R) e in particolare
n=0
la serie converge puntualmente in D(zg, R);

2. per ogni z fuori da D(zo, R) la serie non converge in z.

Si moti che non si dice nulla (e la situazione ¢ diversa caso per caso) di cosa succeda sulla
“buccia”S(R) = {z € C: |z — z| = R}.

Dimostrazione. Sia R < R e calcoliamo la norma uniforme di f,(z) = a,(z — 20)"
sull’insieme A = D(zp, R). Si ha:

lan(z = 20)"c,a = sup [an(z — 20)"| = [an|R".
|z—20|<R

e, o]
Se applichiamo alla serie numerica ) [|a,(z — 20)"||, 4 il criterio della radice troviamo:
n=0

lim sup {L/Han(z — 20)"|oo,a = limsup {/|a,|[R = MR = % <1
n—o0 n—oo

e dunque la serie converge (questo funziona se R €]0,00[, ma & chiaro che se R = 0 il

teorema non dice nulla dato che non ci sono R ammissibili, mentre se R = oo, cioe se

M =0, tutti gli R > 0 vanno bene perche MR = 0).

Abbiamo quindi dimostrato la convergenza totale nel disco chiuso D(z, R). In particolare,

se z € D(z9, R) (nel disco aperto) si pud prendere un raggio R con |z — 29| < R < R; dato

che la serie converge uniformemente su D(z, R) deve convergere in z.

Infine se |z — 2| > R si ha:

limsup v/|a,(z — 20)"| = limsup {/|a,||z — 20| = M|z — 20| = ]z——_z(]] > 1
n—oo n—00 R
da cui, per un noto risultato sulle successioni, si ricava che |a,(z — 29)"| — +o00; in

o0
particolare (per (1.2.4)) la serie ) a,(z — 2z9)™ non puo convergere. O

n=0
3.2.2 Definizione. Data la successione (a,) in C chiamiamo raggio di convergenza della
]

serie Y a,(z — 2)" il numero R (in [0, +00]) ottenuto nel teorema (3.2.1).

n=0
Risulta quindi definita la funzione f(2) = 3~ a,(z — 20)" per ogni z in D(zg, R) (se R =0
n=0

allora D(zg, R) = 0; se R = 400 D(z, R) coincide con tutto C).
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3.2.3 Proposizione. Sia R il raggio di convergenza sopra introdotto e sia R > 0. Allora

f(z) = Z an(z — 29)" (3.2)

¢ una funzione (ben definita e) continua nel disco aperto D(zo, R).

Dimostrazione. Sia z’ un punto qualunque del disco aperto D(zg, R), allora si puo trovare
un raggio R con |2/ — z)| < R < R. Applicando il corollario 2.2.4 (si noti che i termini
an(z — )" sono ovviamente continui in 2) si ricava che f ¢ continua in D(zp, R): in
particolare f & continua in z’. Dato che 2z’ & un punto arbitrario del disco aperto abbiamo

dimostrato la continuita di f nel disco aperto D(zg, R). O

3.2.4 Osservazione. Tutto quanto visto finora si puo naturalmente fare nel caso reale, in

o
cui si prende a,, € Re zg = 29 € R: in questo caso la convergenza della serie Y a,(x—x¢)"
B _ _ n=0
avverra per ¢ €]rg — R, zo + R[, dove R ¢ definito esattamente come prima.

3.2.5 Proposizione. Siano zy in C, gan)n una successione in C ed R il raggio di conver-
genza sopra introdotto. Supponiamo R > 0. Allora la funzione f : D(zy, R) — C definita
da (3.2) & olomorfa, anzi ha derivata k-esima continua per qualunque k intero e:

f®(2) = Z apn(n —1)---(n—k+1)(z — z)"* Vz € D(z0, R), (3.3)
n==k

dove la serie scritta destra ha lo stesso raggio di convergenza R della serie di partenza.

Dimostrazione. Consideriamo k& = 1. Verifichiamo per prima cosa che la serie delle deri-
vate ha lo stesso raggio di convergenza della serie di partenza. Per questo ricordiamo che

{/n — 1. Dunque se limsup {/|a,| = M si ha

n—oo
limsup {/|a,n| = limsup {/]a,| lim {/n = M.
n—»00 n—00 n—00

Quindi i raggi di convergenza sono gli stessi e dunque la serie delle derivate converge
uniformemente in ogni D(zp, R) se R < R. La tesi segue allora dall corollario (3.1.8). O

3.2.6 Osservazione. Se mettiamo z = 2y nella formula (3.3), otteniamo:

f(’“)(zo)
k!

cioe f (in D(zo, R) ) € eguale alla sua “serie di Taylor”.

f(k)(Z()) = aipk! & a) =

3.2.7 Osservazione (principio di identita). Dall’osservazione precedente si ricava che, se
(o]

f(z) = > an(z — 29)™ in D(zo, R), con R > 0, allora
n=0
f(z)=0per z€ D(2,R) < a,=0 ¥YneN.
Infatti la freccia “<” & ovvia (per come & definita f) mentre per provare l'altra basta
notare che, essendo f nulla in un intorno di zy, tutte le derivate di f in zy sono nulle e
quindi a, = 0 per ogni n a causa di (3.3).

Analogamente (per differenza) se f(z) = > an(z — 20)" e g(2z) = > bu(z — 20)" in
n=0 n=0
D(zy, R), con R > 0, allora
f(z) =g(2) per z € D(z,R) < a, =b, VYneN. (3.4)
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3.2.8 Esempio. Consideriamo la serie f(z) := > 2". Allora il raggio di convergenza ¢ 1
n=0

dato che /1 — 1. Peraltro si sa che:

+1 1

En P12 — se |z| <1
1—=2 1—=z
k=0

1
e quindi f(z) = T, per ogni z del disco aperto {|z| < 1}.
—z

Consideriamo ora la serie g(z) := ) — — stavolta prendiamo x reale. Anche questa
n=1 T
d "
ha raggio di convergenza 1 dato che {/1/n — 1. Notiamo che T 2" ! e dunque
T n

gla)y=) a" =) a" = f(x).

In altre parole g ¢ una primitiva di f, cioe g(x) = In(1 — z) + ¢ per ¢ costante. Ma
calcolando tutto in z = 0 si trova 0 = ¢(0) = ¢ e quindi:

Zx—:ln(l—m) se —1l<az<l.
n=1 n
Consideriamo una terza serie: h(z) := > nz". Anch’essa ha raggio di convergenza 1
n=0
perché {/n — 1. Si ha
hx) = inx” = xinx” = xiixn = xi ix" =z f'(z)
n=0 n=1 n=1 dz d n=1
e quindi
inm" = se —l<z<l1
T (1= 2)2 - '
o (1—2)

o0
3.2.9 Esempio. Consideriamo la serie > (—1)"2%". Questa serie ha raggio di convergenza
n=0
1. In questo caso in verita non esiste lim {/|a,| perché si ha:
n—o0

(=1)* sen =2k
ay =
0 sen=2k-+1

pero il massimo limite fa 1, come si vede passando alla sottosuccessione %/|agx|. Ma:

o o0

n n n 1
Z(—l) 22" = Z(—zQ) =112 se |z] < 1.

n=0 n=0

1
Quindi la serie converge a T2 P le z in {|z| < 1}. Guardando la cosa dal punto di

2
z
vista di R la cosa e abbastanza strana, dato che non si capisce come c¢’entri il numero 1

con la funzione 152 che & ben definita su tutto R. Dal punto di vista complesso invece
x
e chiaro che il raggio di convergenza non puo essere piu di 1 dato che ¢ e —¢, che hanno

modulo uno, sono delle singolarita per .
14 22
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oo
Abbiamo visto prima che data una serie di potenze »_ a,(x — )" essa definisce
n=0
una funzione f sull'intervallo |zg — R,zo + R| ed f ¢ somma della sua serie di Taylor.
Procediamo a rovescia e assegnamo una funzione f di classe C*°, definita per esempio su
f (n) () . . L n
— E spontaneo chiedersi se la serie > a,(x — z0)
n. n=0
(costruita a partire da f) sia convergente in |xy — r, 29 + 7| e soprattutto se converga a f.
Il seguente esempio mostra che, in generale, cio non e vero.

|xo —r, 20+ 1], e poniamo a,, :=

3.2.10 Esempio. Consideriamo la funzione f : R — R definita da

e Vel ge g
flw) = {0 70

sex =20

E chiaro che f € continua in zero, dato che el 50 per x — 0. Per x > 0 si ha:
) = —a~e
fl(@) =@z + a7 he
fO(z) = (=627 —4a® — 2275 — 76"

1

[P (@) = Pe(a™he"
per un opportuno polinomio Pj. Dato che I’esponenziale “vince ”su ogni polinomio:

lim f®(z) =0 VkeN.

z—0t

Lo stesso si trova facendo il limite da sinistra per cui:
fB0)=0  Vk.

In altri termini f si annulla in zero piu rapidamente di qualunque potenza. Tutto questo
implica che la serie di Taylor associata a f nel punto zero ha tutti i coefficienti nulli e
dunque converge uniformemente ovunque alla funzione zero. Dato che f(x) # 0 se z # 0
si ha che f(z) non é eguale alla somma della sua serie di Taylor in nessuna x # 0.

Nel seguente enunciato si da un criterio sufficiente a far funzionare le cose.

3.2.11 Proposizione. Supponiamo che R > 0 e che f : D(zy, R) — C sia di classe C*>
e supponiamo che esista una costante K tale che

1M (2)] < K" per tutte le z in D(zy, R).
Allora

TL

9-3 10

n=0

(z—20)" Vz € D(z0, R).
Dimostrazione. Sia € D(zy, R). Per la formula di Taylor con resto di Lagrange si ha

(n+1)
Je) = Z . k(' )+ f(T(%’!x)(Z— 20)" !

dove ¢, , € un opportuno punto, che dipende da n e da z, che si trova sul segmento tra zy
e z. Facendo tendere n all’infinito:

£ (G
‘ n—l—l

Kn+1Rn+1
_ <
(z — 20) SNCE] —0

(il fattoriale “vince” sull’esponenziale) e dunque la serie converge a f(z). O
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3.2.12 Esempio. La funzione f(z) := e* & somma della sua serie di Taylor:

per tutti gli z in C (notiamo che questa serie si scrive cosi anche in C poiché f*)(z) = e?

per ogni k — vedi la (3.1.6)). Sia infatti R > 0
max |f®(2)] = max [e”| = max " =eF
2€D(0,R) 2€D(0,R) 2€D(0,R)

(che ¢ una costante indipendente da m). Per (3.2.11) la tesi vale su D(0,R) e per
I’arbitrarieta di R la tesi ¢ vera ovunque. Nello stesso modo si puo verificate che

: — (D" D",
sin(z) = 2 mx : cos(z) = ; @) T

per tutti gli  in R (e anche in C usando le opportune definizioni).

Torniamo alla funzione esponenziale f(z) = e* definita mediante la serie di potenze.
Facciamo vedere che f(z; + 2z2) = f(21)f22). Infatti applicando il teorema 1.2.12 (che
come si e detto vale anche per termini complessi) si ha:

=1 n =1 n > . zg_k

Prendiamo ora =,y € R. Possiamo scrivere:

o +in) = f@) @) =3 n? ( Z—JSZ)H))—

n=

e” (Z(— i Qk: 0 ) = e”(cos(y) + isin(y)).

k=0

Abbiamo quindi trovato, usando la definizione tradizionale di e* per z in C, che f(z) = e*.
Si potrebbe in realta definire le le funzioni e*, sin(z) e cos(z) mediante le serie scritte
sopra, e ritrovare la formula e**% := e*(cos(y) + isin(y)) come conseguenza.
Un’altra proprieta che si deduce facilmente dalla definzione dell’esponenziale mediante
la serie di potenze € che f'(z) = e*. Infatti

. d " 0 zn—l o0 Zn—l 0 o
f(Z)_n dzn'_;n n! _;(n—l)!_;a_ﬂz)'

3.3 Funzioni analitiche

3.3.1 Definizione. Sia ) un insieme aperto in C e sia f : 2 — C. Diremo che f &
analitica in A se per ogni zg in € esistono R > 0 e una successione (a,), in C tale che:

= Zan(z —20)" Vz € D(z,R).

In altri termini f e analitica se e localmente sviluppabile in serie di potenze.
In maniera analoga si definiscono le funzioni analitiche reali.
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3.8.2 Osservazione. Per quanto visto in (3.3) se f ¢ analitica reale, allora f & infinita-
mente derivabile. Perd, come mostra 1’esempio (3.2.10), ci sono funzioni che pur essendo
infinitamente derivabili non sono somma della propria serie di Taylor e quindi non sono

EERETES

analitiche sono dei polinomi di grado infinito.

Il seguente risultato (che non ¢ ovvio come potrebbe sembrare a prima vista) dice che
le serie di potenze sono analitiche.

oo

3.3.3 Teorema. Supponiamo che la serie di potenze Zan(z — 20)" abbia un raggio di
n=0
convergenza Ry > 0 e sia f(2) la sua somma, definita per z in D(zy, Ry). Sia z €

D(zp, Ry) e sia Ry := Ry — |21 — 29|. Allora esiste una successione (by,) in C tale che:

(vedi la figura (3.2))

e la serie di potenze an(z — 21)" ha raggio di convergenza R > Ry;

n=0

o per tutti gli z in D(z1, Ry) si ha:

Z an(z — 20)" = an(z —z)"
n=0 n=0

Figura 3.2: Sviluppo in serie di una serie di potenze.

Dimostrazione. Usando la formula del binomio di Newton si ha:

Zan(z — )" = Z an[(z —21) + (21 — 20)]" =
n=0 n=0
oo n n oo n
2 o (k> (2 =20 (21 = 20)" " = DD angr =i (A)
n=0 k=0 n=0 k=0
avendo posto anm 1= nam (") (2—21)™ (21 — 20)™. Se vale il teorema (1.2.11) otteniamo:
— [ n+m >
(A) = Z Z Anym = Z (Z an+m( m )(ZO - Zl)n> (Z — Zo)m - Z bm(z — Zo)m
m=0 n=0 m=0 \n=0 m=0
dove:
_ (< (n+m)! n 1 [« n! e
by = — (; . (z1 — 20) ) = (; an—(n — m)!(zl — 2p) > :
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Per poter applicare (1.2.11) serve verificare che la serie a termini positivi:

[ee] n

3pIOMED k) B (Y LSRR
n=0 k=0 n=0

risulti finita. Ma questa serie altro non e che

Z |an|(]2 — 21| + |21 — 20])" = (Z |an|w”>

w=|z—2z1|+|21—20|

Dato che I'ultima espressione scritta ¢ una serie di potenze in w (centrata in zero) che ha
raggio di convergenza Ry, tutto quanto abbiamo detto funziona per |z—z1|+|z1 — 20| < Rp
e quindi per |z — 21| < Ry = Ry — |20 — z1]. O

Dal teorema precedente si ricava in particolare che ogni polinonio ¢ una funzione
analitica (anche se ovviamente questo si potrebbe dimostrare in maniera piu elementare)
e che le funzioni:

> 2n+1 e 2n

X LY G e L G el

n=0 n=0 n=0

sono analitiche su C (o su R se ci si limita ad argomenti reali). Dallo stesso teorema segue

che la funzione f(z) = ¢ analitica nel disco D(0,1).
—z

1
Vediamo che la funzione f(z) := — ¢ analitica in C \ {0}. Siano zo # 0, Ry := |20 €
2
prendiamo z € D(0, Ry). Allora:
1

_ 1 I 2-2\"_ (=1) Y
f(z)_ZO—(Zo—Z)_ ZO_Z_ Z( ) _ZZo)"Jrl( o) (3:5)

1— n=0

<0
dunque f si sviluppa in serie di potenze nel disco D(zy, Rp).

3.3.4 Teorema. Siano )y e Qy due aperti di C e sia € := Q1 Uy, Se una funzione
f:Q — C é separatamente analitica su €2y e su €y allora f é analitica su €.

Dimostrazione. B evidente. O]
3.3.5 Teorema. Siano f e g due funzioni analitiche in un dominio Q. Allora la funzione
somma f + g e analitica in ).

Dimostrazione. E evidente. O

3.3.6 Teorema. Siano f e g due funzioni analitiche in un dominio Q. Allora la funzione
prodotto fg e analitica in Q.

Dimostrazione. Sia zg € €, siano Ry, Ry > 0, e (ay)n, (by), due successioni in C tali che

Zan (z —20)" Vz € D(z0,Ry), g(z) = an(z —20)" Vz € D(z9, Ra).

n=0
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Consideriamo R := min(Ry, Ry); e prendiamo z € D(zy, R). Dato che le due serie scritte
sopra convergono assolutamente per tale z possiamo scrivere f(z)g(z) mediante il prodotto
alla Cauchy delle due serie (vedi (1.2.12))

n

oo [o.¢]
g ankz—z())" Fbp(z — 2)" E cn(z — 20)"

n
dove ¢, = > a,_xbx. Dunque fg si esprime come una serie di potenze in D(zg, R). O
k=0

3.3.7 Teorema. Siano [ : Q1 — C analitica in Qy e g : Q — C analitica in 2, dove
0,y sono due aperti in C. Supponiamo che g(Q2) C Q. Allora la funzione composta
fog:Q — C é analitica in €.

Cenno di dimostrazione. Sia zy € € e siano R > 0 e (ay,), successione in C tali che:
= Zan(z —20)" Vz € D(z,R).
n=0
Allora g(z9) = ag € € dunque esistono R; > 0 e una (b,), in C tali che

Z b (w — ag)™ Yw € D(ag, Ry).

m=0

Quindi, prendendo w = g(2) = ap + Y an(z — )", “dovrebbe essere”

n=1

= Z b, (Z an(z — zo)”>

Vediamo che effettivamente ’espressione scritta sopra ha senso e si puo scrivere come una
serie di potenze. Fissato m intero ¢ chiaro che si trova una successione (¢, x)x tale che

(E an(z — 29) ) E an(z — 29)" - E an(z — 29)" E cmkz—zo

m Volte

per z € D(zg, R) (facendo m volte il prodotto alla Cauchy). Si noti che nell’ultima serie
I'indice k comincia da m, dato che nella serie iniziale (di cui si ¢ fatta la potenza m-esima)
'indice parte da 1. Usando il teorema (1.2.11) si vede che

Z b, Z Cmi(2z — 20)F = Z Cr(z — 29)F
m=0  k=m k=0

dove:
k
Ck: E bmcm,k'
m=0

A questo punto bisognerebbe dimostrare che I'ultima serie scritta converge effettivamente
a fog quando z € abbastanza vicino a zy. Questa parte e piuttosto tecnica e la tralasciamo.

]
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3.3.8 Teorema. Sia g : Q@ — C analitica in ) e supponiamo che g(z) # 0 in Q. Allora
la funzione reciproco 1/g & analitica in €.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente usando come f la funzione f(z) :=
1
—, che abbiamo visto essere analitica in C\ {0}. O
z

3.3.9 Corollario. Il quoziente f/g di due funzioni analitiche, delle quali il denominatore
e diverso da zero, € una funzione analitica.

Dai teoremi precedenti risulta che sono analitiche le funzioni razionali
P(z)
Q(z)

su C\ {z:Q(z) = 0}, come pure tutte le funzioni che si ottengono combinando polinomi
ed esponenziali mediante somme, prodotti, quozienti e composizioni.

f(z) =

P e @ polinomi

Vediamo ora alcune peculiarita delle funzioni analitiche.

3.3.10 Definizione. Sia ) un aperto in C. Si dice che €2 € connesso se comunque presi
due punti zg e 21 in ) esiste una curva continua che li unisce (vedi figura (3.3)):

Vzp,21 € Q  Fy:]0,1] — Q, continua e tale che y(0) = 2o, v(1) = 2.

Q) connesso Q) sconnesso

@Q
Figura 3.3: Connessione

3.3.11 Proposizione. Siano Q connesso, f: Q — C analitica e sia zy € Q. Se f(z) =0
per z in un intorno di zo allora f(z) =0 per ogni z in €.

Dimostrazione. Consideriamo lUinsieme Q' := {2’ € Q: f(z) =0 in un intorno di 2’} (la
“parte interna” dell’insieme degli zeri). Sia ha 2o € €. Vogliamo dimostrare che ' = Q.
Se cosi non fosse potremmo prendere z; in €2\ '. Per la connessione esiste una curva
v :[0,1] = © con y(0) = zg e y(1) = 2z;. Dato che ~(t) “parte” dentro 2 e “ne esce” si
puo trovare T' €]0, 1] tale che y(t) € Q' per 0 <t < T mentre (T ¢ ' (vedi figura (3.4)
— vedi anche l'osservazione (3.4.4)). Dato che v(T') € Q esiste R > 0 tale che f si sviluppa

Figura 3.4: Dimostrazione del principio di identita per le funzioni analitiche

in serie di potenze in D(y(T'), R). Dato che v(t) — v(T') per t — T~ possiamo prendere
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t < T in modo che |y(T) — ~(t)] < R/3. Per il teorema (3.3.3) f si sviluppa in serie di
potenze in D(v(t),2R/3) (usando Ry = R — |y(T) —v(t)| > 2R/3). Dato che ~(t) € Q' si
ha che f(z) =0 in un intorno di v(¢) da cui, per (3.2.7) tutti i coefficienti dello sviluppo
in (t) sono nulli. Ma allora f(z) = 0 per z € D(y(z),2R/3): in particolare f(z) = 0
per z € D(v(T), R/3) e quindi v(7T') € €. Ma questo contraddice la costruzione di v(7);
dunque Q' =, da cui f(z) =0 Vz € Q. ]

3.3.12 Proposizione. Sia f : Q2 — C una funzione analitica su ) connesso e sia zg € 2
uno zero per [ (cioé f(z9) = 0). Allora vale una tra le due sequenti alternative:

1. f(z) =0 per ogni z € Q;
2. esistono k € N e una funzione analitica fi : Q0 — C tali che:
f(z)=(z- Zo)kf1(2)7 fi(z0) # 0.
Se wvale la seconda alternativa si ha inoltre che, per un opportuno R > 0:

f(z) #0 Vz € D(z0,R) \ {20} -

Dimostrazione. Sappiamo che esistono una successione (a,), e un raggio R > 0 tali che:
oo
f(2) = an(z—2)"  Vz€ D(z,R).
n=0

Naturalmente ag = f(z9) = 0. Se a, = 0 per ogni n allora f(z) = 0 per z € D(z, R).

Per la proposizione (3.2.7) f(z) = 0 per ogni z in €. Viceversa, se f non e identicamente

nulla in €, deve esistere un k tale che a; # 0. Prendiamo il piu piccolo tra questi:
:=min {h € N:aj, # 0}. Possiamo allora scrivere, se z € D(zg, R)

f(z) = Zan(z —2)" = (2 — zo)k Z an(z — zg)”’k =(z— zo)k Z k(2 — 20)"

Poniamo fi(z) := . ansx(z — 20)F. Notiamo che f; ¢ analitica in D(zg, R) essendo ivi
n=0

somma di una serie di potenze e lo & in Q\ D(zp, R/2) in quanto fi(z) = f(2)/(z — z)* e
il denominatore non si annulla se |z — 29| > R/2. Per (3.3.4) fi ¢ analitica su Q. Inoltre
f1(20) = ax # 0 e, per la definizione di k, f(2) = (2 — 20)¥ f1(2) per ogni z in Q.

L’ultima proprieta (2o ¢ “isolato” nell’insieme degli zeri) segue dal fatto che, essendo
f1 continua e diversa da zero in zp, essa rimane diversa da zero in un intorno D(zy, R') di
2p. Ma allora f(z) non si annulla in D(zq, R') \ {20} O

3.3.13 Definizione. Sia f : 2 — C analitica e 2, € ). Se per z vicino a z; si ha
f(z) = (2 — 20)*f1(2), con k intero, f; analitica e fi(zp) # 0 diremo che 2z & uno zero di
ordine k. La proposizione precedente dice che, se f non e identicamente nulla allora ha
solo zeri di ordine intero, che sono tutti isolati nell’insieme degli zeri.

La stessa proposizione mostra anche che l'ordine di z; € dato dal primo indice k& per
cui a; # 0 (essendo (ay,), 1 coeflicienti dello sviluppo di Taylor in z) e cioe il primo indice
k per cui f®)(z) # 0 (la “prima derivata non nulla in z,”).

3.3.14 Proposizione. Sia 2 connesso e f : Q0 — C analitica su ). Supponiamo che
esista una successione di punti (z,), in Q tali che

f(zn) =0, lim z,=2z€Q,2,#2 Vn.

n—-+o0o

Allora f(z) =0 per ogni z in Q.
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Dimostrazione. Per continuita deve essere f(z) = 0. Se f non fosse identicamente nulla,
allora z dovrebbe essere uno zero di ordine finito, in particolare Z dovrebbe essere iso-
lato nell’insieme degli zeri. Ma allora sarebbe possibile che 2z, — zZ. Non rimane altra
alternativa che f(z) = 0 per ogni z in €. [

3.3.15 Corollario (Principio di identita per le funzioni analitiche). Sia € un aperto
connesso di C e sia Z C ) tale che Z ha almeno un punto di accumulazione. Allora se
due funzioni f, g, analitiche in ) coindono su Z esse coincidono su tutto €):

f(z)=g9g(z) VzeZ= f(z)=g(z) Vzell

Dimostrazione. Per ipotesi Z contiene un punto Z e una successione (z,), con z, # z e

z, — Z. Basta allora applicare la proposizione (3.3.14) alla differenza f — g. O
Si & trovato, per esempio in (3.2.8), che la serie h(x) := ) na™ ha come somma la
n=0
€T o0
funzione ﬁ per —1 < x < 1. Pero, per quanto abbiamo visto, h(z) := Y nz" &
- n=0

definita (e analitica) per z € D(0,1). D’altra parte la funzione h,(z) = © 5 © definita
z

(1—
e analitica su tutto C\ {1} (essendo una funzione razionale). Dato che h(z) = hy(z) per
tutti gli z del segmento Z = {z: —1 < Re(z) < 1,3m(z) = 0} che ha (infiniti) punti di
accumulazione, allora h(z) = hi(z) per tutti gli z di D(0,1). Quindi

- z
an" =——7— VzeD(0,1).
_ )2 ’
o (1—-2)
Dal principio di identita si puo anche ricavare la seguente proprieta che per la verita vale
in un ambito assai piu vasto di quello delle funzioni analitiche.

3.3.16 Osservazione. Sia f : 0 — C analitica su € connesso. Se f’(z) = 0 per ogni z in
Q2 (basterebbe su un insieme Z C €2 che ha almeno un punto di accumulazione), allora f
¢ costante in €. Infatti prendiamo uno z, in €2; sviluppando vicino a zg si ha (per R > 0
opportuno):

f(z) = Zan(z —20)", f(z) = Znan(z — )" ! Vz € D(29, R).

Dato che f’ € nulla ne segue a,, = 0 per n > 1 e quindi f(z) = ag in D(zy, R). Ma essendo
la costante ag una funzione analitica si ottiene f(z) = ag in €.

3.4 Il logaritmo complesso e il teorema di Jordan

Vediamo in questo paragrafo se e possibile, e in che senso lo e, costruire un’analologo della
funzione logaritmo.

Innanzitutto si puo arrivare a questa funzione come si fa nel caso reale e cioe come
inversa della funzione esponenziale. Ricordando che e*™® = %™ dove e® = cos(b)+i sin(b)
e un numero complesso di modulo 1 e argomento b. Allora se vogliamo che a + b sia tale
che et = z = x + iy dovra essere

x _ Yy
a — = 2 2 b = b -
e’ = |z| = Va2 +y?,  cos(b) e sin(b)) e
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e quindi
a = 1In(|z|), b = Arg(z) (cioé un possibile argomento di z).

Dunque si e portati a definire
In(z) = In(|z|) + iArg(z)

con "'ambiguita data dal fatto che esistono infiniti argomenti possibili per z (dato uno gli
altri si ottengono aggiungendo i multipli interi relativi di 27). D’altra parte, essendo la
funzione z +— e® periodica di periodo 27 essa non puo ammettere una funzione inversa.
La formula sopra fa subito capire che non e possibile fare una scelta tra gli argomenti di
z in modo che la funzione sia definita e continua su C\ {0} (in z = 0 il logaritmo non si
potra mai definire dato che non ¢’¢ nessun punto w per cui e* = 0). Infatti qualunque
scelta di Arg(z) si faccia (per esempio l'argomento principale —m < Argy(z) < 7 sara
automaticamente discontinuo “dopo un giro” (usando ’argomento principale il punto
z = —1 avrebbe argomento m mentre i punti —1 — €z avrebbero argomento che tende a
essere —7 quando € — 07).

Vediamo ora un altro modo di arrivare al logaritmo, usando le funzioni analitiche, che
si basa sull'idea di cercare una primitiva di 1/z. Ricordiamo (vedi (3.5)) che, se zy # 0:

o0 n
E = (=1 (z—20)" Vz € D(zo, |20]).

+1
> o
n=0 0

Integrando per serie si ottiene che la funzione:

o n o0 n 1
_ "+1 _ n
E n+1 (z — 2o E (z — 20)
TLZO
n:O n=1

e definita in D(zo, |20|) e ha come derivata 1/z. Naturalmente la stessa proprieta vale per
f + wo per un’arbitraria costante wy € C. Mostriamo che si puo scegliere la costante wq
in modo che f sia un’inversa dell’esponenziale in D(zy, |2o]). Infatti

1
. i . F& 1, _ o2

dz =z 22 22

quindi per (3.3.16) la funzione e/(*) /2 deve essere costante in D(zg, |20]), cioe ef*) = Cz.
E evidente che C # 0 e quindi esiste un wy per cui € = C' (per quanto visto all’inizio
- naturalmente ci sono infiniti wy che vanno bene e trovatone uno gli altri si ottengono
aggiungendo 2k7 con k € Z). Ne segue e/ ?) 70 = fGle=w0o = 02 /C' = 2. Quanto appena
visto ci dice che la definizione per serie introdotta ora deve coincidere con quella iniziale:
f(z) =In(]z]) + iArg(z) (per uno tra i possibili argomenti).

Potremmo allora tentare di “incollare” vari cerchi in cui siamo riusciti a definire la
funzione logaritmo come mostrato nella figura di sinistra in (3.5). Potremmo per esempio
partire da zp = 1 e definire f(z) per x € D(z, |20|) scegliendo la costante wy in modo che
f(1) = 0 (in modo da raccordarsi con il logaritmo reale), poi prendere z; ed considerare
la f(z) definita in D(z1, |z1]) scegliendo la costante in modo che in D(z, |zo]) N D (21, |21])
(zona ombreggiata) le due funzioni si raccordino (non ¢ difficile vedere che se si raccordano
in un punto lo fanno in tutta l'intersezione tra i due dischi). Si potrebbe continuare con
29 definendo la funzione su D(zs, |22]) in modo che si raccordi con le precedenti e cosi via.
Purtroppo arrivati a z5 (“fatto un giro”) la definizione di f(z) per z € D(zs, |25|) si puo
raccordare con quella fatta in D(zy4,|2z4]) ma non con quella fatta in D(zo, |2|). Per
esempio nel punto z indicato nelle figura di sinistra le due definizioni differiranno per 27
— ricadiamo in sostanza sempre nello stesso problema.



3.4. IL LOGARITMO COMPLESSO E IL TEOREMA DI JORDAN 57

Figura 3.5: Problemi nel definire il logaritmo su tutto C \ {0}

Il problema si puo parzialmente risolvere se si esclude tutta la semiretta dei numeri
reali negativi (piu lo zero) — vedi la figura di destra in (3.5). In questo caso si considera la
definizione per serie data sopra nei vari dischi avendo cura di prendere il raggio in modo
da non intersecare la semiretta. In questo modo si puo sempre raccordare le definizioni
fatte su dischi diversi dato che non si puo piu “fare il giro”.

In definitiva se C* := {z € C:3m(z) # 0 oppure Re(z) > 0} si puo considerare in C*
una “determinazione” di f(x) = In(z) = In(|z|) + iArg(z) che, per i discorsi fatti, risulta
essere analitica su C* ed € una funzione che vale 0 in z = 1 e ha come derivata la funzione
1/z. In questo caso sostanzialmente si sceglie I'argomento principale —m < Arg(z) < m,
che non puo mai arrivare a m dato che abbiamo escluso i reali negativi.

Naturalmente C* non ¢ 'unico insieme in cui si riesce a definire un “logaritmo” re-
golare. Per esempio se togliessimo a C I’asse immaginario positivo otterremmmo un’altra
determinazione in cui si considera I’argomento —%71’ < Arg(z) < 7, diversa dalla preceden-
te quando si va nel secondo quadrante. E naturalmente potremmo anche togire qualcosa
di piu complicato di una retta: 'importante € che l'insieme a cui ci si riduce non deve
pernettere di“fare un giro intorno all’origine”.

Il problema che abbiamo riscontrato con il logaritmo si estende a tutte le funzioni che
hanno bisogno dell’argomento di un numero complesso. Se per esempio vogliamo definire
la funzione potenza di esponente generico w in C (ma il problema c’¢ anche se w € R la
cosa piu naturale e di porre:

f(z) = 2¥ = evin(®),

Dato che questa definizione coinvolge il logaritmo di z non ¢ in generale possibile definirla
su tutto C o C\ {0}. In effetti tale funzione ha infinite determinazioni, tante quante sono
le deteminazioni del logaritmo di z. Se si passa a C* se ne puo selezionare una (che va
d’accordo con il caso reale, quando w € R), lo stesso se si toglie a C 1’asse immaginario
positivo o comunque qualcosa in modo da impedire di girare intorno a zero.

Un caso particolare ¢ quello in cui w = n € un intero relativo. Infatti in questo caso la
definizione di potenza diventa 2™ = e®™?). Anche in questo caso ¢’¢ apparentemente una
discontinuita, perché il logaritmo avanza di 27¢ ad ogni giro intorno allo zero. Ma allora
nln(z) avanza di 2nmi e dato che 'esponenziale & periodico di periodo 27i la funzione
potenza assume lo stesso valore “dopo un giro” e quindi tale funzione si puo definire su
tutto C \ {0} (e anche in zero se n > 0).

Un altro caso particolare ¢ quello in cui w = 1/m con m intero non nullo. Qui il
“salto” dopo un giro e di 27i/m e dunque la funzione “non si chiude”, dopo un giro Z1/m
assume il valore iniziale moltiplicato per e*™/™, che corrisponde a una rotazione nel piano
complesso di 1/m-esimo di angolo giro. Allora dopo m giri si riottiene il valore iniziale:
in sostanza la “radice m-esima ¢ una funzione a m valori” (come si € studiato nei corsi
dei primi anni).
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Fuori dai casi precedenti, se w e generico in C la funzione z" ha infinite determinazioni.

Il logaritmo complesso & legato all’integrale visto in (3.1.15) nel caso k = —1. Comin-
ciamo con una curva particolarmente semplice: 7 : [0,27] — C definita da y(t) := Re",
che descrive la circonferenza di raggio R > 0 centrata nell’origine. Si vede subito che

7' (t) = rRe" e quindi
1 2 1 )
/— dz = / 7 .tiReZt dt = 2mi.
N % 0 el

che quindi non e zero - si noti che il risultato non dipende dal raggio R > 0.

Per capire questo risultato consideriamo v parametrizzata su [—m, 7|, invece che su
[0, 27] (¢ chiaro che non cambia nulla, solo che si parte e si arriva in —1 anziché in 1) e
per € > 0 consideriamo la curva 7.(t) = Re" per t € [—7 + ¢, 7 — €]: le 7. non sono piu
chiuse dato che abbiamo rimosso un pezzettino di curva vicino a —1. E chiaro pero che:

1 1
lim —dz = / —dz.
e—0t z ~y z

Ye

Notiamo ora che ogni 7, viaggia dentro 'insieme C* := C \ {reali minori o eguali a zero}
in cui ¢ ben definito il logaritmo “principale”, cioe In(z) = In(|z|) + iArg(z). Dunque per
(3.1.13) si ha

P 2=~ (—m+e)

/ Las - ()79 = [In(R) — In(R)] +i[(7 — €) — (=7 + €)] = 27 — 2ie — 2.

Osserviamo anche che se si prende la curva opposta J(t) := R~% il risultato diventa
—2mi; se invece si gira k volte, cioe se si prende v;(t) := Re' per 0 < ¢ < 2k, allora

<\ ey A\

o RV

1
Figura 3.6: L’integrale di —
z

3.4.1 Proposizione. Supponiamo che v : [a,b] — C\ {20} sia regolare a tratti. Allora

1
/ dz = 2imind (7, 2o)
.

z— 20

dove ind(7, z9) € un numero intero relativo che indica “quante volte la curva ~y gira intorno
a zy”. (ci accontentiamo di una definizione intuitiva di questa nozione).

Idea di dimostrazione. Pensiamo e zy = 0 (il caso generale ¢ analogo) e guardiamo la
seconda figura in (3.6). Immaginiamo di togliere I’asse reale negativo di modo che alla
curva vengono tolti alcuni punti (A, B. C e D nella figura) - detto meglio potremmo
rimuovere dei trattini di lunghezza e > 0 vicino a ognuno di questi punti rimanendo
con vari “pezzi di curva” contenuti in C* e poi far tendere € a zero. Dato che in C*
e ben definito il logaritmo possiamo calcolare il valore dell’integrale su ognuno dei vari
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pezzi come nel caso della circonferenza: per esempio nel tratto tra A e D 1 ’integrale fa
In(|D|) — In(|4|) +i[(—7) — (—n)] = In(|D|) — In(|A]), dato che la curva arriva ad A e a
D da sotto e quindi I’argomento tende a —7 in entrambi i punti. Viceversa nel tratto tra
D e C Tl'integrale fa In(|C|) — In(|D|) +i[(—7) — (7)] = In(|C|) — In(|D|) — 2im (ora arrivo
a D da sopra quindi ’argomento tende a 7, mentre per C' ¢ come prima). Analogamente
tra C' e B trovo In(|C|) — In(|B]) + i[(7) — (7)] = In(|C|) — In(|B]) e tra B e A trovo
In(|A|) — In(|B|) + i[(x) — (=7)] = In(JA|) — In(|B|) + 2. E chiaro che la somma delle
parti reali fa zero mentre per le parti immaginarie questo non e detto: ogni volta che la
curva attraversa l'asse reale negativo da sopra a sotto l'integrale “guadagna” 2mi, ogni
ogni volta che la curva attraversa l’asse reale negativo da sotto a sopra l'integrale “perde”
2mi. Nel caso del disegno la somma alla fine fa zero, perché tra D e C' si gira in senso
antiorario mentre tra B e A si va in senso orario (gli altri due tratti “non contano”). Si
noti che, guardando bene la seconda figura, si vede che la curva si “slaccia” dall’origine.
Si guardi la terza figura per un esempio in cui l'integrale fa 4. O]

3.4.2 Osservazione. In realta “I'indice di avvolgimento” di cui si parla sopra, pur essendo
intuitivo, non puo essere dato per scontato. Se si volesse procedere rigorosamente si
1
dz (che
Z— 20
ha senso se zy non si trova sul supporto di v) da sempre un risultato intero (dipendente

da zp). L’indice ind(, zo) si definisce allora come 'intero cosi trovato.

1 1
Notiamo anche che se si prende come definizione ind(7, zp) := 5 dz, una
T ), 2 — 2
g

1
dovrebbe dimostrare che data una curva - il risultato dell’integrale 5 /
v
ol

cosa che si riesce a dimostrare facilmente ¢ che:

1 1

d
= (7, 20) 2mi L (2 — 20)? :

come conseguenza dei teoremi di derivazione sotto il segno di integrale e di (3.1.15).
Dunque l'indice e “localmente costante” da cui esso e costante al variare di zg, fino a che
zo non “attraversa la curva’.

Cercheremo di evitare (parzialmente) le insidie dell’indice di avvolgimento consideran-
do solo curve che “cingono un aperto”. Per arrivarci useremo il seguente teorema, molto
“profondo” per quanto possa sembrare semplice e intuitivo il suo enunciato, di cui non
diamo la dimostrazione (anche perché richiederebbe strumenti molto pit avanzati quelli
che possediamo). Premettiamo alcune definizioni.

3.4.3 Definizione. Sia () aperto di C. Chiamiamo frontiera o bordo di € 'insieme
0:={2€C:¥6 >0siha D(z,R)NQ#0,D(z,R)N (C\ Q) # 0} .

3.4.4 Osservazione. Se §) ¢ un aperto, se 7 : [a,b] — C & una curva continua tale che
v(a) € Q e v(b) ¢ Q, allora esiste un punto della curva, diciamo P = 7(t) per t € [a,b]
(anzi per t €]a,b]) tale che P € 0. Questo non ¢ difficile da vedere prendendo ¢ :=
sup {7 € [a,b]:y(7) € Q}.

3.4.5 Definizione. Chiamiamo curva chiusa semplice una curva continua 7 : [a,b] — C
tale che vy(a) = ~(b) (v € chiusa) e che y(t') # v(t") se a < t' < ¢" < b (y “non si
autointerseca” ).

3.4.6 Teorema (di Jordan). Sia v una curva chiusa semplice e chiamiamo T' il suo
supporto: T':={~(t):a <t <b}. Allora C\ T ¢é formato da due aperti connessi disgiunti
Q1 e Qy di cut uno — diciamo Q1 — € limitato e Ualtro ¢é illimitato; dunque C = Q; U
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I'UQq con 4y aperto connesso limitato e €2y aperto connesso illimitato e con i tre pezzi
mutuamente disgiunti. Chiaramente 0§y = 0§y =T
Inoltre si ha:

ind(v,2) =£1 VzeQy, ind(y,2) =1 Vz e Q.
Valgono inoltre le seguenti proposizioni (che non dimostriamo).

3.4.7 Proposizione. Siano v ey due curve chiuse semplici, siano I' e T i loro supporti
e siano §y, (o, Ql,Qg gli aperti di cui al teorema di Jordan per vy e 7 rispettivamente. Se
Nl =0 siha

0 oppure )y C Q.

3.4.8 Proposizione. Se v : [a,b] — C ed n : [c,d] — C sono due curve chiuse semplici
aventi lo stesso supporto. Allora esiste una riparametrizzazione ¢ : [a,b] — [c,d] tale che:

noy=27% oppure noy=7.

3.4.9 Definizione. Sia {2 un aperto limitato di C. Diremo che Q e regolare a tratti se
esistono 7, . ..,y curve chiuse semplici e regolari a tratti (k > 0) tali che;

e spt(vy;) Nspt(y,) = 0 se j # h (hanno supporti disgiunti),

o 00 = U spt(7;) (il bordo e I'unione dei supporti),
§=0,...k

e ogni v; “percorre il bordo lasciando €2 alla sinistra”: questa proprieta si puo esprime
(in maniera un po’ vaga) dicendo che per ogni ¢t ruotando di 7/2 la direzione del
vettore normale uscente a 2 in y(¢) si ottiene la direzione di /().

Naturalmente c¢’e pit di un modo di descrivere 0€) con delle curve come indicato sopra.
Il seguente risultato (non ne facciamo la dimostrazione che comunque ¢ basata su (3.4.8)),
dice che alla fine tutti i modi sono equivalenti.

3.4.10 Proposizione. Supponiamo che 0S) sia descritto come nella definzione da due
famiglie finite di curve chiuse semplici e regolari a tratti Yo, ...,k € No,.-.,Nn. Allora si
ha che k = h, e ogni n; € la riparametrizzata di una (e una sola) ~y;, di modo che

k h
> | JEdz=3
j=0 73 j=0 v "M;
per ogni f : 02 — C continua.
La proposizione precedente autorizza la seguente definizione

3.4.11 Definizione. Sia ) un aperto regolare a tratti e sia f : 92 — C una funzione
continua. Poniamo
k
z)dz = Z

j=0 73

dove Yo, . . ., 7% € una qualunque famiglia finita di curve chiuse semplici che descrivono 0f2.
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3.4.12 Osservazione. Nella notazione introdotta con la definizione precedente non conta
solo I'insieme OS2 su cui si integra ma anche 'aperto €2, che stabilisce “I’orientazione”. I due
insiemi € := D(0,1) e Qy := C\ D(0,1) hanno entrambi come frontiera la circonferenza

S={z€C:|z|] =1} ma
1 1
/—dz:2m'7é—2m':/ —dz
o # a0 <

perché nei due casi il bordo (che & e lo stesso) e percorso in direzioni opposte. Ne segue

che non scriveremo mai / —dz.
S <

3.4.13 Proposizione. Sia () limitato connesso e regolare a tratti, sia k un intero relativo

e sia zp € . Allora
k+—1
/(Z—Zo)kdzz O. ek -1,
o0 21 se k= —1.

Dimostrazione. Siano 7, ...,V le curve chiuse semplici che descrivono 0f) come nella
(3.4.9) (k > 0), siano Qf, ..., Q% le componenti limitate individuate da 7, ..., y, come
dal teorema di Jordan e siano €, ..., le corrispondenti componenti illimitate (“b” sta
per “bounded” — “u” per “unbounded”).

Supponiamo che per un j = 0,..., k si abbia QUQ # 0: cioe esiste 2z € QNQY. Allora
deve essere () C QI]’ Infatti se cio non fosse vero esisterebbe un punto 2; € QN Q. Ma
essendo ) connesso si trova una curva 7 : [a, b] — € che congiunge zy a z;1; in particolare
7 parte da Q) e alla fine ne & fuori: per (3.4.4) esiste ¢ € [a,b] per cui P = ~(t) € 09,
Ma dato che 0€) ¢ formato dall’'unione dei supporti delle v, e cioe dei bordi 09? = 00 si
ha che P € 09, cosa che ¢ in contrasto col fatto che P = 7(t) € Q (ricordiamo che Q2 &
aperto e quindi Q N oQ = ).

Nella stessa maniera si vede che se €2 interseca uno degli 2} allora  C 2}

Dico ora che di j con Q;’ N Q # () ne esiste al pitt uno. Supponiamo per assurdo che
Qb UQ # 0 e contemporaneamente Q%, UQ # 0. Dalla (3.4.7) segue Q, C Q%, (o il
viceversa), da cui anche 89?, (essendo disgiunta per ipotesi da 69?,,) ¢ tutta contenuta in
Qg’-,,. Ma per quanto visto sopra 2 C Q;’-, e quindi 092 C Q;’.,,. Quest’ultimo fatto implica
QN 0N%, = O contro I'ipotesi che 9Q5, sia un pezzo di 9.

Vediamo viveversa che uno di tali Q;’ esiste. Se cio non fosse vero si avrebbe, per
quanto visto sopra, che Q C Q' := Qf, N--- Q. Notiamo che €' & connesso (e facile vedere
che intersezione di connessi & connesso). Dico che 2 = €)'. Infatti se cid non fosse vero si
troverebbero un punto zy con zy € Q C Q' e un punto z; € Q\ . Per la connessione 2
e z1 si possono congiungere con una curva in ' e usando (3.4.4) si trova un punto P di
00 giacente sulla curva: questo ¢ assurdo dato che 92 = J 0SY}. Dunque se {2 non

i=0,....k
interseca nessuna componente limitata €2 risulta essere l’ijione di tutte le componenti
illimitate: questo non e possibile dato che €2 ¢ limitato.

Allora, a meno di cambiare gli indici, possiamo supporre che 2 C Q3N Q¥ N --- N QY
(si noti che se & = 0 le componenti illimitate non ci sono). Con un ragionamento di
connessione analogo a quello fatto poche righe sopra si vede che in realta vale ’eguaglianza:
in definitiva

Q=QNAUN--- N =W\ (QuU---uQ).

Prendiamo allora un qualunque zy in €. Per quanto visto nell’enunciato del teorema
di Jordan si ha

1 1 1
/ dz = +2mi, / dz:---:/ dz = 0.
Y0 7 T A0 m TR0 W # TR0
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Pero (qui rinunciamo ad essere rigorosi), a causa del vincolo sull’ orientazione scelto nella
definizione (3.4.9), nel primo integrale il segno ¢ +. Sommando tutti gli integrali sulle ~;
si ottiene 'integrale su 0f) e quindi la tesi. O

3.5 Funzioni meromorfe e residui

3.5.1 Definizione. Sia §2 un aperto di C. Diremo che una funzione f ¢ meromorfa su 2
se esistono p, q : 2 — C analitiche su €2 con ¢ non identicamente nulla e:

f(z):]& se z € {z9:q(z0) # 0} .

Quindi il dominio di f & Q* := Q\ {z0:¢(20) # 0} (2 privato degli zeri di q). Gli zeri di ¢
sono le (eventuali, come vedremo fra un momento) singolarita di f. Tali singolarita, come
risulta da (3.3.12) sono punti isolati in 2.

Nella definizione sopra, come si capisce immediatamente, il fatto che un punto 2, sia o

meno una singolarita puo dipendere dalle p e ¢ scelte per rappresentare la f (per esempio
z z2p(z

sese f(z) = Z% vale anche f(z) = pg § e con questa seconda rappresentazione lo zero
q(z 2q(z

¢ sicuramente una singolarita mentre non ¢ detto che lo fosse prima). Vediamo allora di

capire quali sono le “vere” singolarita.
Introduciamo prima una notazione: se zg € C e R > 0 consideriamo il “disco bucato”

(aperto) D*(zo, R) :={2 € C:0 < |z — 2| < R} = D(20, R) \ {20}-

3.5.2 Proposizione. Sia f meromorfa in () e supponiamo che f si rappresenti come b

con p e q analitiche in € e con q non identicamente nulla. Supponiamo che zy € €1 e
q(z0) = 0. Allora esistono un intero relativo k, R > 0 e una funzione f, analitica in

D(z, R) tali che:
h(z)

(z — 29)*

f(z) = Vz € D*(z0, R), fi(zo0) # 0.

In particolare la singolarita zy € isolata in 2.

P1
0
con p1,q1 analitiche e q1(z9) # 0: in questo caso cioe zy € una “singolarita eliminabile”
(¢ addirittura uno zero — di ordine —k — se k < 0).

Inoltre se il numero k € minore o equale a zero esiste una rappresentazione di f =

Dimostrazione. Sviluppando p e ¢ in serie di potenze vicino a z:

p(z) = Zan(z —z20)", q(z) = Z bn(z — 20)", Vz € D(zp, R)

n=0
per un opportuno R > 0. Siano k; := min{h:ap # 0}, ke := min{h:b, #0} (k; > 0

mentre ky > 0 & 'ordine di zy come zero di ¢), allora:

:=p1(2)

A

Y (e )
f(Z) — (Z - ZO)Z njok‘l _ fl(z) - Vo c D*(Zo,R)
(Z — ZO) 2 Z bn(z . Zo)n (Z — Zo)

[\

-~

:=q1(z)
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p1(2)

0:1(2) a

dato che ¢1(z9) = by, # 0 ed & anche chiaro che fi(z9) = b—kl # 0.
ko

. E chiaro anche che f; ¢ analitica in D(z, R),

avendo posto k := ko — k1 e fi(z) :=

Infine si pud notare che p; e ¢; possono essere definite definite su tutto 2\ {20} da

_ _n@) _ =
niz) = (z — 2z9)F e qz) = (2 — z0)k2’
vicino a z per la loro espressione come serie di potenze. Dunque, per (3.3.4), p; e ¢; sono

analitiche su €2 e forniscono la rappresentazione richiesta. O

e sono qui analitiche, mentre sono analitiche

3.5.3 Osservazione. Da (3.5.2) si deduce immediatamente che
f limitata in D*(zy, R) < f analitica in z.

Infatti la freccia “<” ¢ evidente mentre per la “=" basta osservare che se f non ¢ analitica
in zq allora deve avere un polo per cui non puo essere limitata.

3.5.4 Definizione. Sia f meromorfa su {2 diremo che 2y in 2 € un polo di ordine k, dove
k > 0 e un intero, se
Z *
(z — 20)
per R > 0 ed f; funzione analitica in D(zg, R). La funzione f; viene detta parte analitica
di fin 2z9. Se k = 1 si dice anche che zy & un polo semplice (o doppio se k = 2).

Dalla proposizione (3.5.2) si ottiene quindi che una funzione meromorfa su 2 € analitica
su Q\ P dove P ¢ l'insieme dei poli di f, insieme fatto tutto di punti isolati (che, se infiniti,
debbono accumularsi alla frontiera di §2 o andare all’'infinito).

3.5.5 Proposizione. Sia f meromorfa su €2 e sia zo € Q0 un polo di ordine k > 0 per f.
Allora esistono k numeri complessi a_g,a_j11,...,a_1 € una funzione analitica fo in €2
tali che a_ # 0 e:

a_yg a_q
=+ — Vz € D*(z,, R 3.7
f6) = ot S R Y2 e D) (37
per un opportuno R > 0. Se indichiamo con ag,ay, -+ ,ay, ... 1 coefficienti dello sviluppo

di fo nel punto zy, la formula sopra si puo anche scrivere:
f(z) = an(z—2)"  Vz€D'(z,R) (3.8)

(detta anche serie di Laurent, in cui la serie di potenze contiene anche degli esponenti
negativi — qui in numero finito).

Dimostrazione. Sia f; come in (3.6). Dato che f; & analitica fi(z) = i bn(z — 20)" in

D(zp, R) per R > 0. Inoltre by = f1(20) # 0. Dividendo per (z — z)* sino:t?:iene (3.8) con

a_p =bg,a_py1 =b1,. .. 0 = bpyr,. .. (3.9)

O

3.5.6 Definizione (Residuo). Sia f meromorfa su 2 e sia zy € 2 un polo per f. Allora
si puo mettere f nella forma (3.8) (per un opportuno k£ > 0). Chiamiamo residuo di f in
2p, € lo indichiamo con Res(f, zp), il termine a_; che compare nella (3.8).

E anche utile convenire che Res(f, z0) = 0 se zy non & un polo per f.
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3.5.7 Proposizione. Se vale la formula (3.6), allora

1 dkfl dkfl
Res(f, z0) = mmﬁ(z) = lim

k—1
2o z—20 dz

(z — 20)F f(2). (3.10)

In particolare se zy per f € un polo semplice il residuo di f in zy € il valore in zy della
parte analitica di f.

Dimostrazione. Utilizzando la formula (3.9) si vede che Res(f, z9) = bg—1. Ma essendo b,

(n)

i coefficienti dello sviluppo di Taylor di f; si ha b, = 1—' Ne segue la (3.10). [
n!

Vediamo un caso (di poli semplici) in cui il calcolo del residuo diventa piu agevole.

3.5.8 Proposizione. Supponiamo che p,q : 0 — C siano due funzioni analitiche in €.
Sia zy € Q e supponiamo che q(zo) =0, ¢'(20) # 0.

Allora zy € uno zero semplice per q e posto f(z) := ]% st ha
q(z
Res(f, z0) = p(z0) : (3.11)
q'(%0)

Dimostrazione. Per quanto osservato in fondo alla definizione (3.3.13) da ¢'(z9) # 0 si
ottiene che zy ¢ uno zero semplice di ¢. Dunque ¢(z) = (z — 20)q1(2) con ¢;(z) # 0.
Derivando si ha ¢'(2) = q1(2) + (2 — 20)¢}(2), che calcolato in zy restituisce ¢'(z0) = q1(20).

Dato che ) . )

p(z p(z

fz) = =

q(z)  z—z20q(z)

otteniamo che zp € un polo semplice e la parte analitica di f ¢ fi(z) = p((z)) Allora,
qa\z
per (3.10) con k = 1, si ha Res(f, z) = fi(z) = p(z0) = p/(zo) (questo se p(zp) # 0,
¢1(z0)  4'(20)

altrimenti zp non ¢ un polo, il residuo fa zero e (3.11) torna comunque). O

I1 motivo per cui il termine di ordine —1 & “piu importante” degli altri (cosi da avere
un nome per conto suo) si capisce dal seguente teorema.

3.5.9 Teorema (Primo teorema dei residui). Sia Qo un aperto di C e sia f, non identi-
camente nulla, una funzione meromorfa su €y. Indichiamo con P ["insieme dei poli di f
(P C ).

Supponiamo che Q sia un aperto limitato regolare a tratti tale che QU 0 C €y e che
PNnoQ=10. Allora PNQ ¢ fatto da un numero finito di punti z,...,2; e

f( z—2mZResfzJ ) = 2mi Z Res(f, p)-

pePN)

Idea di dimostrazione. Possiamo supporre ) connesso (altrimenti si sommano i contributi
di un numero finito di “pezzi connessi”). Notiamo che Py := PN Q ¢ limitato dato che
Q) e limitato. Allora se Py non fosse finito avrebbe un punto di accumulazione p che
dovrebbe trovarsi in 0§}y dato che, come abbiamo detto, i poli sono isolati in €5. Ma
essendo Py C il punto p deve essere contenuto in 2 U 92 C €2y e quindi si avrebbe un
assurdo. Dunque Po = {z1,..., 2}

Possiamo a questo punto prendere un “reticolo” come nella seconda figura in (3.5) di
lato abbastanza piccolo tale che:
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e i quadratini del reticolo sono tutti in €2,
e ogni z; appartiene a uno e uno solo dei quadratini aperti (dunque non sta sul lato),

e in ogni quadratino del reticolo la funzione ammette uno sviluppo del tipo (3.8): piu
precisamente: (a) se nel quadratino non ¢’ nessun polo la formula vale prendendo
come zy (per esempio) il centro del quadratino e in questo caso non ci sono a,, con
n < 0, (b) se nel quadratino c¢’¢ un polo z; la formula vale con 2y = z; — in entrambi i
casi si intende che il quadratino & tutto contenuto in D(zg, R), essendo R > 0 quello
della (3.8).

~ X\-
Al I P o
AR (O o
- =1 N

v 7

Figura 3.7: Dimostrazione del teorema dei residui

Sia ) uno dei quadratini del reticolo. Indichiamo con zy I’eventuale polo contenuto in )
oppure il centro di ) se () non contiene poli. Si vede che () N €2 & un aperto regolare a
tratti e allora, se vale la (3.8):

dz = n(z—20)" | dz =
/6(Qm)f(z) ’ /6(Qrm) (nz_ka =) ) )
Z an/ (z — 20)" dz = 2mia_y = 2mi Res(f, 2o)

dove nello scambio serie-integrale si e usato (3.1.12) e dove il calcolo degli integrali e
conseguenza della proposizione (3.4.13). Nell’eguaglianza sopra si intende che se z; non &
un polo il residuo & zero (perché la somma parte da n = 0).

A questo punto se sommiamo gli integrali su tutti i ) del reticolo possiamo notare che
i contributi dei lati adiacenti si cancellano tra loro in quanto percorsi secondo versi opposti
(vedi la terza figura in (3.5)). Dunque la somma di tali integrali restituisce I'integrale su
0€) che dunque deve essere pari a 277 volte la somma di tutti i residui contenuti in Q. [

A volte puo essere utile considerare €2 illimitato. In questo caso € necessario introdurre
il residuo all’infinito.

3.5.10 Definizione. Sia 2 un aperto di C. Diciamo che € & un intorno di oo se esiste
R > 0 per cui  contiene tutti i punti z con |z| > R, in altri termini : C\ D(0, R) C Q.
Se ¢ un intorno di co diciamo che f & meromorfa all’infinito ( 0 in co) se, per R > 0
abbastanza grande, f ¢ meromorfa su C\ D(0, R) C €. Per indicare che f ¢ meromorfa
su € e anche all’infinito useremo la locuzione “f meromorfa su QU {oo}”.
a2

2
meromorfa su D(0,1/R). Diremo che f ¢ analitica a oo se g ¢ analitica in 0 (cioe se nella
formula (3.10), applicata a g con z; = 0, non ci sono a, con n < 0). Diremo che oo & un
polo di ordine k per f se 0 € un polo di ordine k per g. Porremo infine:

Se © ¢ un intorno di co e f ¢ meromorfa su (2, anche la funzione g(z) :=

Res(f,o0) := Res(g,0).
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Il motivo della definizione sopra e chiarito dal seguente enunciato.

3.5.11 Proposizione. Sia Q un intorno di oo e f meromorfa su QU {oo}. Allora per
R > 0 abbastanza grande:

e C\D(0O,R) C ;
e f non ha poli in C\ D(0, R) C Q eccetto al pit oo;

e si ha:
/ f(z)dz = 2mi Res(f, 00).

9(C\D(0,R))

Dimostrazione. 1l primo punto ¢ conseguenza delle definizioni. Il secondo segue dal fatto
che essendo f meromorfa all’infinito si ha che g(z) ¢ meromorfa vicino a zero per cui 0 &
un polo isolato. Dimostriamo la formula scritta nel terzo punto:

/ F(=)dz = Oﬂ F(Re=)(—i) Re— dt

8(C\D(0,R))
2
/ g(Re™)iRe™ dr = / g(w) dw = 2mi Res(g,0) = 2mi Res(f, 00).
0 0D(0,1/R)

[]

3.5.12 Osservazione. Supponiamo che € sia intorno di co, f meromorfa su €2 e che esista
una costante M tale che, per R > 0 abbastanza grande

M
|f(Z)|§Z— Vz € Qcon |z| > R.

Quindi per (3.5.3) ¢ ¢ analitica vicino a zero ed f ¢ analitica a oco.
Pit in generale si vede che, se, per un certo k intero, esiste una costante M tale che

1f(2) < M|z|"*  VzeQcon|z| >R

per R > 0 abbastanza grande, allora co e un polo di ordine k per f.
P(z)
Q(2)

e se grado(()) > grado(P) + 2, allora f ¢ analitica a oo;

Per esempio se f(z) = con P e @ polinomi, allora

)
e se grado(Q) = grado(P) + 1, allora co & un polo semplice per f; in questo caso, se
P(Z) :akzk—i----—i-ao eQ(z) :bk+1Zk+1+"'+b0 si ha
ag

Res(f,00) = —m;

e se grado(P) = grado(Q) + k, con k > 0, allora co ¢ un polo di ordine k + 2 per f
(non diamo l'espressione del residuo, che ¢ un po’ complicata).
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Per vedere I'espressione del residuo nel secondo caso basta notare che:

Qg
— + - Fag
k ar 11+0(1 a
g(w) = — - Tk = ():__’f g1(w)
br+1 b1 w14 o(1) brt1
e+ ho
w

con g; analitica in zero e g(0) = 1.

Ne seguente teorema si considerano i poli fuori da €2.

3.5.13 Teorema (Secondo teorema dei residui). Sia Qy un aperto di C con Qq intorno
di 0o e sia f una funzione meromorfa su Qo U {oc}. Chiamiamo P linsieme dei poli di
[ (P C Q).

Supponiamo che Q sia un aperto limitato e regolare a tratti tale che (C\ Q)U0Q C Qq
e che PNOQ = 0. Allora PN (C\ Q) é fatto da un numero finito di punti zy, ...,z €

k k
/ f(z)dz = 2mi ZRes(f, z;) +2mi Res(f, 00) = 2mi Z Res(f, p) +2mi Res(f, 00).
a(C\Q) j=1 pEPN(C\Q)

Idea di dimostrazione. Prendiamo R > 0 abbastanza grande in modo che valgano le con-
clusioni della proposizione precedente. In particolare i poli fuori da €2 sono tutti contenuti

in ; :=(C\ Q)N D(0,R). Dunque per (3.5.9):

k
/ f(z)dz = 27riZRes(f, 2;).

oM j=

Ma si ha 99 = 0QUID(0, R) = 9(C\Q)UI(C\D(0, R)) Tenendo conto degli orientamenti
e usando la formula appena dimostrata si ottiene:

/f(z)dz: / f(z)d= + / F()dz
) )

o a(C\Q dD(0,R
/ f(z)dz — / f(z)dz = / f(z)dz — 2mi Res(f, 00)
a(C\Q) 9(C\D(0,R)) 9(C\Q)
da cui segue la tesi portando 27i Res(f, 00) a sinistra. O]

3.5.14 Osservazione. Se f ¢ meromorfa su CU {+oo} allora f ha un numero finito di poli
21, ...,z ed eventualmente il polo a oco. Inoltre

k
Z Res(f, zj) + Res(f, 00) = 0.

j=1

3.6 Qualche applicazione dei teoremi dei residui
3.6.1 Proposizione. Supponiamo che P e () siano due polinomi tale che () non ha radici

reali e grado(P) < grado(Q) — 2. Siano 24, ..., z, le radici di Q con parte immaginaria
positiva e z{, ..., z, le radici di Q) con parte immaginaria negativa. Allora

_:o ggg du = 2mi jzi; Res <% z;) — —2mi jzi; Res <28 , zj> .
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Yo,R

—R T1,R R

Figura 3.8: il mezzo disco

Dimostrazione. Per R > 0 consideriamo il “mezzo disco”
D} :={z€C:3m(z) >0,|z| < R}

(vedi la figura 3.8 che ha come bordo la curva yg = Y1 r + Y2.r dove v1 g(t) = ¢ per
—R <t < R (descrive il segmento [—R, R]) e y2,r(t) = Re™ per 0 < t < 7 (descrive la
semicirconferenza superiore di raggio R). Per R abbastanza grande tutti gli z§ stanno in
D7; applicando il teorema dei residui

& P(z) ,\ _ P(z) L R p(g) ) P(2) Z
ZWZ;RQS (Q(Z)’Zj> = -~ Q(z)d —/_R Q(:c)d + - (z)d (3.12)

Ma per l'ipotesi sui gradi si ha che esiste una costante M tale che, per |z| sufficientemente

: P(z) M
grande, si ha < —. Dunque
Q(z)| ~ [#
P(z) /” P(Re™)  _ . ‘ MRrn M7 poeo
dz| = — 1 Re" dt| < =— 0.
or Q2) o Q(Re") TR R

Ne segue la tesi andando al limite in (3.12).
Si poteva anche considerare il “mezzo disco inferiore ”

Dy ={2z€C:Qm(z) <0,|z| < R}

e con gli stessi calcoli, tenendo conto del fatto che I'orientamento del bordo di Dy porta
a percorrere il segmento [—R, R] in verso opposto a quello usuale, si ottiene la seconda
formula. [

3.6.2 Osservazione. Dall’enunciato precedente si deduce che
k h
P(z) ) (P(Z) )
Res | —=,2, ] + ) Res .20 ) =0.
2 <@<z> AP tTE

=1

Questo e conseguenza del fatto che, se grado(P) < grado(Q)—2, allora Res (58, oo) =0,

e dell’osservazione (3.5.14).
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3.6.3 Esempio. Si ha

+o0 2 2 1 ; 2 -1 ;
/ < dr = 2miRes (2— i) + 2miRes ( i , + Z) _ T
_ 1 + 24

o 142t 14+ 24 /2 V2 V2
2 +1+4
Infatti se f(z) := %, allora f ha quattro poli semplici in —22, e, calcolando i
z
residui nei due poli con parte immaginaria positiva, si ha:
141 22 1 z 1—1
Res ( f —) = — = — — —
’ 3 A . 2 A
V2 428 Azl dPllm 4V2
-1+ 22 1 z —1—
Res| f,—— ) = — = — — ’
(f \/§ ) 423 — 7\1/45‘ 4z — 7\1/;' 4|Z|2 p =i 4\/§

da cui la somma dei residui moltiplicata per 27 da:

5 ,(1—i+—1—i> 5 =21 T
) =2mi— = —.

42 42 42 V2
3.6.4 Esempio. Si ha

/m ! do = 2miRes [ 14} ="
T = 2miRes — 1) = —.
o (224224 2)2 a (22 + 22 +2)2 2

1

(22 + 22 +2)%
residui nel polo —1 + 4, che ¢ I'unico con parte immaginaria positiva, si ha:

1 N
Griggr GrLEOT

Infatti se f(z) := allora f ha due poli doppi in —1 £ 4, e, calcolando il

Res(f,—1414) =h'(=1+1i)  dove h(z) =

e l(z) = —=2(z+1+1)73 da cui
-2 -2 1
R —14i)=-2(-14i+1)3=— = ——=—
es(f,—1+1) (=1+4i+1) TR
che moltiplicato per 27i da il risultato scritto sopra.

3.6.5 Definizione (integrale nel senso del valore principale). Sia [a,b] un intervallo in
R. Dato un punto zy di ]a,b| e una funzione f : [a,b] \ {x¢} — C che sia continua su
[a,b] \ {x0}, chiameremo integrale nel senso del valore principale in xo di f su [a,b] il
limite:

(v.p.20) /  He)de = Tim ( / it [ fw) dx)

e—0t To+e
a patto che quest’ultimo esista. Piu in generale, se ¢ < 77 < --- < z, < be f :
[a,b]\ {z1,...,2,} — C & continua su [a, b] \ {z1,...,z,}, chiameremo integrale nel senso

del valore principale di f su [a, b] I'espressione

wr) [ ) do = zi;@.p.xj) / f(@) da

J

dovea=cp <z <1 <Tyg <y <+ <oy <Xy <c, =0b. Non e difficile verificare
che tale espressione, se esiste, non dipende dalla scelta dei punti intermedi ¢;. Infine, se
Ty < a9 < --<apese f:R\{xy,...,z,} = C & continua chiameremo integrale nel

senso del valore principale di f su R I'espressione (sempre a patto che esista)

—+o00

R
(v.p.) f(z)dx = RETm(v.p.) /Rf(x) dx.
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3.6.6 Osservazione. La definizione di integrale nel senso del valore principale generalizza
quella di integrale improprio (o generalizzato) secondo Riemann, in cui si richiede che
esistano separatamente e siano finiti i limiti

xro—€ b

lim f(z)dx lim f(z)dx

e=0t J, e—0t zote

(siamo nel primo caso, in cui ¢’eé una sola singolarita) e si definisce l'integrale improprio
mediante la somma dei due limiti sopra indicati. E evidente che se esiste l'integrale
improprio allora esiste I'integrale nel senso del valore principale ed essi coincidono. Il

viceversa non ¢ vero. Se consideriamo f : [-1,1]\ {0} = R, f(x) = 1/z, allora:

! "1
li —d —dx | = lim (1 —1 =0.
i (e [ d0) =t a0 -y <o
Quindi (v.p.) f_ll % dr = 0 mentre

—€ 1

lim —dr = lim In(¢) = —o0, lim —dx = lim (—In(g)) = +o0
e=0t J_1 X e—0*t e=0t J. X e—07t

e dunque l'integrale improprio non esiste. Si puo anche vedere che il fatto di avere escluso
un intervallo simmetrico ¢ essenziale. Per esempio si ha:

lim ( / . /2 1 ldx) — lim (In(e) — In(2¢)) = — In(2).

e—0t 1 x e T e—07t
che non ¢ quanto trovato prima. In generale, se gli integrali esistono come integrali
impropri, toglieremo (v.p.) davanti al simbolo di integrale.

3.6.7 Osservazione. Supponiamo che z; sia un polo di ordine 1 per f e, per p > 0,
consideriamo la curva 7,(t) := 2o + pe" per 0 < t < 7 (“mezza circonferenza”di centro zg
e raggio p). Allora

lim / f(z)dz = miRes(f, z0)
Ve

p—0t

Analogamente se f ha un polo di ordine 1 all’infinito si ha

lim / f(z)dz = miRes(f, o)

R—+o00 R

dove yg(t) = Re™™ per 0 <t < 7 (“mezza circonferenza”di centro 0 e raggio R, percorsa
in senso orario).

Dimostrazione. Possiamo scrivere f(z) = a_1(z — 20) ™' + Y oo g an(z — 20)" = a_1(z —
20) "'+ fi1(2), dove f; & olomorfa vicino a z;. Quindi

/ f(z)dz = / <a; + fi(zo + peit)) ipe' dz = mia_y + z'p/ fi(zo + pet)et dz
Ve 0 0

pe

Dato che f; ¢ limitata vicino a zy si vede facilmente che, se p tende a zero, il secondo
addendo sopra tende a zero, da cui la tesi. Il caso all’infinito si ottiene facilmente passando
alla funzione g. O
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3.6.8 Proposizione. Supponiamo che P e Q) siano due polinomi tale che grado(P) <

grado(Q) — 1. Siano 2, ..., z, le radici di Q con parte immaginaria positiva, 2y, ...,z
le radici di QQ con parte immaginaria negativa e 1, ..., x; le radici reali. Supponiamo che
tutte le radici reali siano semplici. Allora
+o00 P(:L‘)
(v.p.) dx =
w Qz)
k !
, P(2) ) , (P(z) ) , (P(z) )
271 Y Res 2+ 7wy Res| ——=%,x; ) +miRes| ——=%,00] =
> (G5 1) e (o)« v (i
h l ’
, P(2) ) _ (P(z) ) 4 (P(z) )
—27mi Y Res 2 ) —m Yy Res | —2%,x; | — miRes , 00
2o (G-) ~m e () oo (i

P
Si noti che, per le ipotesi sui gradi, co ¢ (al piu) un polo semplice per é; woltre se

grado(P) < grado(Q) — 2 il residuo all’infinito fa zero. Se poi non ci sono nemmeno le
radici reali allora si puo togliere (v.p.) e si ricade nel caso della 3.6.1

)

01 On

—RYo ga! R

Figura 3.9: il mezzo disco ridotto

Dimostrazione. Consideriamo la curva v := o9+ +01+71 +- - -+ 0, + 7, rappresentata
nella figura 3.9 (con n = 2), dove R ¢ sufficientemente grande in modo che tutti i poli
con parte immaginaria maggiore o eguale siano contenuti nel mezzo disco di raggio R — 1
e dove le semicirconferenze oy, ..., 0, hanno dei raggi 1, ...,¢, sufficientemente piccoli
in modo da non intersecarsi tra loro ed essere contenuti nel mezzo disco di raggio R.
Applicando il teorema dei residui

& P(z) P(z) P(z)
%Z;RGS(Q@)’ZJ) Q)" Z Z . Q)"

=0 'YJ

Mandando a zero &1, ..., &,, per I'osservazione 3.6.7 (nota il verso delle curve) si ha
P(z P
()dz—> mRes( xj) 7=1,...,n,
o; @(2) Q'

e per la definizione di integrale nel senso del valore principale

Z dz—)(p)/RgEi;dx

O'VJ
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da cui
k h
QWi;Res (%,z;) +m‘;Res (%,%) = (v.p.)/z%dx—l—/go %dz.

Mandando R all’infinito si ottiene la tesi dato che, sempre per la 3.6.7

25
JOQ(Z)dZ% t Res Q,oo :

Anche in questo caso si pu0 ragionare nel semipiano inferiore, ottenendo la seconda
formula. O

3.6.9 Esempio. Facciamo vedere che

+o0 T
D —————dr = —7.
(vp)/_oo 222 i

Infatti, posto f(2) = 2+++2
z z

reale) e che f ha un polo semplice all’infinito dato che lo scarto dei gradi tra numeratore
e denominatore e uno. Si ha

, si vede che f ha due poli semplici in —1 + 4 (nessuno

140 -1 1

Res(f,—1+1i) =

5% 2 o

224214

Res(f,00) = —1

(il residuo all’infinito & stato calcolato usando 'osservazione (3.5.12)). Dunque U'integrale
richiesto fa

270 (Res(f, —1+4)+ %Res(f, oo)) = 2mi (_—1 + L 1) = —T.

3.6.10 Esempio. Facciamo vedere che

( )/+°° 1 d T
P o Z(x?+22+2) Ty

1
2(22 422+ 2)
e 0 (reale), mentre f ¢ olomorfa all'infinito dato che lo scarto dei gradi tra numeratore e
denominatore e tre. Si ha

Infatti, posto f(z) := , si vede che f ha tre poli semplici in —144 (non reali)

1 1 -1+

(=1+4)2i  2(-1—4) 4

Res(f,—1+1i) =

1
2(z+1+d) |,
1 1

z2+2,z+2LO_ 2

Res(f,0) =

Dunque l'integrale richiesto fa

—142 1 .7
=3

27 (Res(f7 —1414)+ %Res(f, O)) = 2mi ( 1 + 1
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3.6.11 Proposizione. Supponiamo che P e Q) siano due polinomi tale che grado(P) <

grado(Q) — 1. Siano 2, ..., z, le radici di Q con parte immaginaria positiva, 2y, ...,z
le radici di QQ con parte immaginaria negativa e 1, ..., x; le radici reali. Supponiamo che

tutte le radici reali siano semplici. Sia inoltre a un numero reale. Allora

( k l
27TiZRes (f, 7)) +7TiZRes(f,xj) sea >0
j=1 j=1

+oo eiamP<l.) B
(v.p.) /OO de =

h I
—27i ZRes (f,2]) — mi ZRes (f,z;) sea<0.
j=1

e P(z)
Q(2)

Dimostrazione. Consideriamo a > 0. Usando le stesse curve del teorema precedente si

dove abbiamo posto f(z) =

arriva a
k h
271 ; Res (ewz ggz; , z;) + i ; Res (em%, $j> —

R iax P P
(v.p.) e—@)d:v—i-/ e'"* (2) dz

R ($) Q(Z)

P(z) M

———=| < — per un’opportuna costante M e |z| abbastanza
Q(z)| ~ ||

grande; ne ricaviamo che, essendo a > 0, si ha:

P T a(reity P(Re™ ,
/ elaz (’Z> dZ‘ _ / 6za(Re ) (Re )iRezt dt' <
o0 Q(’Z) 0

Q(Re™)
Si puo vedere (usando ad esempio il teorema di Lebesgue riportato nel capitolo seguente)
che 'ultimo integrale tende a zero (anche se I'integrando non tende uniformemente a zero)
per R — o0o. Da questo segue la tesi. Quando a < 0 si usa lo stesso ragionamento nel
semipiano inferiore usando la curva coniugata e tenendo conto del cambio di verso. O]

+oo 2ix
/ R ().

o 1422

Per le ipotesi sui gradi si ha

]\4/‘7r e?Re(iaRe“) dt = M /ﬂ efaRsin(t) dt
0 0

3.6.12 Esempio. Calcoliamo

Tale integrale esiste nel senso dell'integrale improprio secondo Riemann, perché e?® &

limitata e ¢ dell’ordine di 1/z? all’infinito e quindi non occorre scrivere (v.p.).

+ a2
Applichiamo la proposizione 3.6.11. Dato che I'integrando ha un unico polo semplice con

parte immaginaria positiva, cioe z = i, si ha:

5 R 62iz . 5 .62iz
(*)— Tihes (m,l) = 471 9,

672

. N
= 27T’l—, = -
21 e

z=1

Con questo calcolo, passando alla parte reale e alla parte immaginaria, abbiamo trovato

che: N N
oo 2 oo : 2
/ cos(2z) dp — 17 / sin(2z) dr — 0,
1+ 22 e? 1+ 22

Notiamo che il fatto che il secondo integrale faccia zero si poteva vedere subito dato che
I'integrando e dispari.

—00 —00
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3.6.13 Esempio. Facciamo vedere che

+00 3
/ sin(x) _
oo T
iz

Poniamo per questo f(z) := —. Questa funzione verifica le condizioni della proposizione
z

3.6.11 (a = 1) Essa ha solo un polo semplice in z = 0 per cui

“+o0

(v.p.) f(z)dx = miRes(f,0) = mi e =T

Passando alla parte reale e alla parte immaginaria si ottiene

(v.p.) /_+0° cos(x) =0, (v.p.) /_+OO sin(z) =.

00 T 00 T

Peraltro nel secondo integrale la funzione integranda e continua anche in zero (a causa del
sin(z)) e quindi 'integrale vicino a zero esiste secondo Riemann. Inoltre essendo f una
funzione pari si ha

C 1 C C T
/Of(m)dxzifcf(x)da::cginoo/o f(x)dsz

e questo mostra che f e integrabile in senso improprio secondo Riemann, dunque possiamo
togliere (v.p.) dal simbolo del secondo integrale.

3.6.14 Esempio. Calcoliamo

+00 :
/ xsin(z) .
o T2 42742

ZeZZ

22422 +2
proposizione 3.6.11 (a = 1) Essa ha due poli semplici in z = —1 4+ ¢ (nessuno reale) per
cul

Poniamo per questo f(z) := Questa funzione verifica le condizioni della

+oo Zezz

(v.p.) N f(z)dr = 2miRes(f, =1 + i) = 2mi =3l =

1 A\ i(—1+4) .
2m'( 2++Z)26~ T2 m(—1+i)e " =m(=1+i)e " (cos(1) —isin(1)) =
— 1

o3

[((—cos(1) + sin(1)) + i(cos(1) + sin(1))] .

Prendendo parte reale e parte immaginaria si ottiene

(v.p.) /%0 _meos(z) dx —E(— cos(1) +sin(1)),

o T2H20+2 e
( >/+OO PIT) =T (con(1) +sin(1)
v.p. —————~—dx =—(cos sin(1)).
b oo X242+ 2 e

Si potrebbe vedere (vedi l'osservazione 3.6.15 che segue) che in questo caso entrambi gli
integrali sopra sono convergenti in senso improprio secondo Riemann e dunque possiamo
togliere (v.p.).
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3.6.15 Osservazione. Se f(x) := g?; sin(az) con grado(P) = grado(Q)) —1 e a > 0 allora
T

f € integrabile in senso improprio a 400 e a —oo, cioe esistono finiti

+oo —Co —Co
f(z)dz = lim / f(zx f(z)dzx = lim f(z)dx

o c——+00 S c=—0o0 [,

dove ¢g € scelto in modo che tutte le radici di @ siano in [—cg, ¢p]. Vediamo per esempio
che esiste ol primo integrale. Fissiamo ¢ > ¢y,; integrando per parti:

[orerse= oG], . o) =

~~ v~

(1) (2)

P(x)
Q(x)

Dato che

— 0 all’infinito e che cos(az) ¢ limitato, si ha:

P(c,
— (¢,) cos(aco) per ¢ — +00.

d P(x
Per quanto riguarda il secondo pezzo si puo verificare che d_%

polinomi con differenza di gradi pari a due (nota che derivando 1/ si ottiene —1/z?).

Allora .
) — / ( ) cos(az) dx per ¢ — +00
o dzx Q(x a

dove quest’ultimo integrale ha perfettamnete senso perché appunto il termine che mol-

e rapporto di due

tiplica cos(az) ¢ dell’'ordine di —. Dunque fc‘; f(z)dx ha limite finito come volevamo
T

dimostrare.
La stessa proprieta vale se nella definizione di f si mette cos(ax) invece di sin(azx).

La funzione f e il tipico esempio di funzione che e integrabile in senso improprio
secondo Riemann, senza essere assolutamente integrabile: si puo infatti verificare che
f;:oo |f(z)] dx = +00. Questo pone comunque dei problemi, si vedra infatti che f non &
integrabile secondo Lebesgue.

3.6.16 Proposizione. Siano P e () due polinomi e sia o un numero reale non intero.

Poniamo f(z) = z* (v per x > 0 e supponiamo che
Q(z)
li =0 li =0.
A efle) =0, lim of(@)
Siano z1,. ..,z le radici di Q) e supponiamo che z; ¢ [0,4o00[ per ogni j. Allora

oo oo P(x) 2mi i

0

dove per calcolare i residui di f dobbiamo definire f(z) := z* usando la determina-

Q(z)
zione di z* data da (pe®®)® := p*e® per 0 < 0 < 2r. Tale funzione f non ¢& definita sui
numeri reali positivi, ma questo non ha rilevanza per il calcolo dei residus.
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Yr,R

R! R '

Figura 3.10: il “pacman”

Dimostrazione. Scegliamo la determinazione di z* e f(z) come detto sopra. E chiaro che

f ¢ olomorfa su C\ ({21,...,2r} U[0,400][). Se x ¢ un numero reale positivo
: _ . _ P(‘T) . o iaf _ 2ami
z%x,ggl(z)>0f(2) n f($)7 z%x,ggl(z)<0f(2) n Q([E) 9%%%7{[/1)~>xp ¢ — ¢ f(ZL’)

Consideriamo il cammino g, rappresentato nella figura 3.10. Per R grande ed r piccolo,
la curva “allaccia”tutti gli z;. Applicando il teorema dei residui.

k
27m'ZRes(f, zj) = / f(z)d=.

Facendo tendere r a zero si ottiene

k
2mi p Res(f, ) =
m; es(f,z /8

f(z)dz+/ORf(x)dx+/ > f(x) dx =

0
B(0,R) R
R
/ f(z)dz+ (1 — 62‘”“)/ f(z)dx
9B(0,R) 0

Mandando R — +oo lintegrale su dB(0, R) tende a zero a causa dell’andamento di f
all’infinito, e dunque si ottiene la tesi. O

3.6.17 Esempio. Calcoliamo

1+ 22

/0+00 Ve dr =: (x).

Applicando il risultato della proposizione 3.6.16 con a@ = 1/2 si ha che, posto f(z) :=

) — (x).

Per calcolare (xx) conviene mettere i ¢ —i in forma polare e ricordare che stiamo usando
la determinazione della radice che usa come argomento l’argomento principale. Dunque

el risulta:
z

(x) = (Res(f,i) + Res(f, —i)) = mi (\/Z

22

N

2z

1l —em

z=1
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. Ty . ™, . L
se z=1i=e2" si ha \/z = ei’, mentre se z = —i = €327 si ha /z = €*i’. Ne segue

g (egi +eil) = —23‘%@ (e ) = mcos(m/4) = V2

= TT—.

2

3.6.18 Esempio. Calcoliamo

+o0 1

———dr =:
(s R
1
Stavolta o = —1/3 e f(z) := il ) Risulta:
2mi .
(%) = —7(Res(f i) + Res(f, —1)) =
1—e"
27mi(1 — e3?) < 1 L )
(1—e TN —eF) \V222].,  V222]_

mu

mi(l — e ( (5+5)i 4 (3 +34)2.> mi(l — eF1) (e 4 1)
e 2 e 27T 72 — —
1—e 50— gz’+1 2(1 — cos(2m/3))
mi(e" ST+ 1 —1—e3Y)  mi2iSm(e37)

2( —(-1/2) 3 -

m(—2)sin(—27/3))  2wsin(27/3)) 27r‘/7g /3
3 B 3 -3 3
3.6.19 Esempio. Calcoliamo
+oo
/ VT (%).
o (I+at)
In questo caso a = 1/2 e f(z) := a ﬁ4). Risulta:

() = mi (Res(f,e®) + Res(f,eF) + Res(f, e ) + Res(f, e 7)) =

(L Vi v o

+ = + = + =
423 JO S 423 3% 423 JOm-E T 423 T

z=e€

" (o (5) eos (1)) = (eom (Z) —sn (5)) = Zeos (2) (1 ean (3)).

8

Vediamo ora un modo di utilizzare i residui per calcolare la somma di alcune serie

3.6.20 Lemma. Sia 0 < a < 27w. Pern € N consideriamo il quadrato @Q,, in C di vertici
+(n+1/2)+ (n+1/2)i (vedi la figura ). Allora esiste una costante C' tale che

taz

e

elmzz ]_
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-(n+1/2) H(n+1/2)i (n+1/2)y+Hn+1/2)i

-n-1| -n -2 -1 1 2 n n+l

212 (m+1/2)-(n+1/2)i

Figura 3.11: il quadrato @,

Dimostrazione. 11 bordo di (),, € composto dai quattro lati L%O’i) e L;v’i) :

LOH ={z+(n+1/2)i: —(n+1/2) <z < (n+1/2)},
LW = {t(n+1/2)+iy: —(n+1/2) <y < (n+1/2)}.

Dimostriamo la limitatezza sul lato orizzontale L>": se z = x + iy con —(n+1/2) <z <
(n+1/2) ey =(n+1/2) si ha:

elaz eiaxefa(n+1/2) efa(n+1/2)
e2miz _ | e2mizo—2m(ntl/2) _ 1| — 1 — e—27(n+1/2) n
Si vede allora che
lim CF = 0 sea#O’ lim O+ = 0 sea#27m
n—+00 1 sea=0 n——00 1 sea=2m,

e dunque C ¢ limitata. Si noti che, se 0 > a < 27, C;f — 0 per n — £oo. Consideriamo
L%~ stavolta dobbiamo prendere z = x + iy con —(n +1/2) <z < (n+1/2) ey =

n Y

—(n+1/2). Si ha:

elax 6(

e2miz _ p—2m(n+1/2)

a—27)(n+1/2) e(a—27r)(n—&—1/2)

= C-

eiazea(n+1/2)y
- = 1 = e—27(n+1/2) n

iaz
: ‘

627riz -1

e2mize2m(n+1/2)y _ q

e ragionando come per C;' si vede che C, ¢ limitato, anzi tende a zero se 0 < a > 2.
Consideriamo ora i lati verticali L% in cui z = z +iy con z = +(n+1/2) e —(n+1/2) <
y < (n+1/2). Dato che e*?m("+1/2) — g+mi — _1 i ha;

e

e—2my +1 = C(y)

1az ‘

eiia(n+1/2)67ay e~
e2miz _ | ef2mi(nt1/2) p—2my _ |

e si vede ancora facilmente che C(y) ¢ limitata (su tutto R). Si puo anche notare che, se
0 < a < 2, allora la funzione C'(y) ¢ integrabile su R. O
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3.6.21 Proposizione. Sia 0 < a < 27. Siano P e Q due polinomi tali che grado(P) <
grado(Q) — 2 e siano z1,. ..,z le radici di Q. Allora

e )

nez,Q(n

Dimostrazione. Per l'ipotesi sui gradi possiamo trovare una costante M tale che

M

=P

P(z)

Q=)

in particolare la serie scritta sopra converge assolutamente. Consideriamo il quadrato
(), definito prima e prendiamo n in modo che @), contenga tutti gli z;. Consideriamo la
P( Z) 6iaz

Q(Z) 627riz -1

Applicando il teorema dei residui:

per |z| grande;

funzione g(z) := ; tale funzione & olomorfa in tutto C tranne {z1, ..., z; }UZ.

k
/«9@ g(z)dz = 2mi Z Res(g, zj) + Z Res(g, h) (3.13)

J=1 |h|<7n,Q(n)7#0

(le radici di @ che sono anche degli interi le mettiamo nella prima sommatoria e non nella
seconda). L’integrale scritto a sinistra tende a zero per n — oo, infatti se z € 9Q), si ha
|z| > (n+1/2) e quindi

/8 o) e

(la lunghezza di 0Q),, vale 8(n + 1/2)— C ¢ la costante del lemma 3.6.20). Inoltre

M SMC

_ P(z) ™ _ Pla) e _ bh) e
Res(g, h) = Res ( —1’ ) - Q(Z) 27'('2'627”2’ 2=h Q(h) 2mi ‘

Q(Z) 627riz —
Mettendo questi fatti in 3.13 e andando al limite per n — 400 si ottiene la tesi. O

In realta, a patto di scrivere bene la tesi, si puo anche considerare il caso in cui la
differenza dei gradi sia 1. Analogamente a quanto fatto per gli integrali bisogna introdurre
il valore principale di una serie:

3.6.22 Definizione. Se (a,)nez € una successione con indici in Z, chiamiamo wvalore
principale della serie degli a,, il seguente limite (se esiste)

09) 3% oo >
n=—oo

3.6.23 Proposizione. Sia 0 < a < 27. Siano P e @ due polinomi tali che grado(P) <
grado(Q)— e siano z1, ...,z le radici di Q. Allora

wp) Y Qggg wn__zmzRes( ;e%i”_ 1,zj).

neZ,Q(n)#
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Dimostrazione. Per la dimostrazione si ripetono gli stessi ragionamenti del caso precedente
P(z) e

00, Q(Z) 627riz —1

e si riesce a concludere se si riesce a dimostrare che dz — 0 avendo a
disposizione solo che
z M
— | < — per |z| grande.
Q)| ~ |z

Per trovare cio notiamo che, usando le costanti indicate nella dimostrazione di 3.6.20

P(Z) eiaz
dz| <——92 1/2)CH =0
e Q) 1| Sy g2 RGO
(Z) eiaz B
< -
o OG) @1 dz _(n+1/2)2(n+1/2)0" — 0,
(Z) eiaz M /n+1/2
dz| <—u-— Cy)dy = 0
s Q@) 1| Sy |, S

(0 < a <27 !) dove I'ultimo limite & conseguenza del fatto che fj;o Cly)dy < +oo. O
3.6.24 Esempio. Siano P(z) :=1e Q(z) := 22 + 1. Allora se 0 < a < 27 si ha:

1az

1az

e e eiaz
= —omi (R : ) +R . —i) ) =
2 i 7”( es((22+1)(€2m_1),z)+ es(<z2+1><e2m—1>’ >)
' €

sey|_) = ey @) -
e? e @ e e cosh(a —
T (( ) a- >) - ((e,, e (e - eﬂ>) - sm(hm .

In particolare, prendendo a = 0 (e sfruttando la parita di n? + 1)

+

[e.e]

1 1 cosh(a — ) T
2 = l=1—————F+1= 1
; n?+1 nEZZ n?+1 N " sinh(7) * tanh(m) i

da cui:

i SRR (. ——
n2+1 2 \tanh(7) ’

[~
3
Il
3M/|\
4+ |~
N
+
—_
|
2
B
=N
+
—_

da cui:

3

> 7(12_-131 = % (sin;:(w) * 1> ‘

n=0
3.6.25 Esempio. Siano P(z) :=1 e Q(z) := 2z%. Allora per ogni a con 0 < a < 27 si ha:

eina ‘ eiaz 27Ti6iaz
Z 2 = —2miRes (m,()) = —Res(f, 0) dove f(Z) = m

n€Z,n#0

Lo zero & (purtroppo) un polo triplo per la funzione f e la parte analitica di f e

Az eiaz eiaz 1az )
h e : — — _ plazy —1
(2) e?mz — 1 g(2miz)  g(2) O
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Z_

1
dove abbiamo posto g(z) := ‘ e §(z) = g(2miz).
z

Per trovare il residuo in zero dobbiamo calcolare h”(0)/2. Per questo calcoliamo le derivate
di g in zero; dato che

k! 1 . (27i)*
®) () = — ®) () = 14
SO =y T O = (3:14)
Allora in particolare:
2 42
=1 FO=F=ri JO=-7

Ne segue che

W(z) =ia e 5(=) " — g (2)(2) 7,
waz ~/

K'(2) =(ia)” €*g(2) " —ia e g (2)§(2) 7" —ia G (2)g(2)* — e*g"(2)g(2) "+

Allora: L2 )
2
B(0) = —a® — (2mm - %) +2(mi)? = —a? + 2ma — %
da CU.iZ ina hl/ 0 2 2
62:_§>:%_m+_ Va € [0, 27,
n€Z,n#0
Notiamo che ' ' '
gina 0 eina e—ina COS(nCL)
N e D
n€Z,n#0 n=1 n€Z,n#0

e quindi il risultato trovato sopra si puo esprimere:

2 2

cos(na) a®* ma T
Z 2 22—7—}‘? VCLG[O,QTF].
neZ,n#0

Prendendo a = 0 0 a = 7 si trovano le due formule:

=~ 1 7 i(—l)”_ 2

n2 6’ n2 12°
n=1 n=1

3.6.26 Esempio. Con ragionamenti analoghi a quelli dell’esempio precedente, ma usando
la proposizione 3.6.23, si trova:

iaz
e

P (627riz _

mna

(vp) D =

n€Z,n#0

= —27iRes ( % O) = —Res(f,0) Va €]0, 27|

dove (con le stesse notazioni dell’esempio precedente)

O 2mier e R(2)
fz) = z(e?miz — 1) 225(2) 22
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Stavolta il polo z = 0 & doppio e il residuo da calcolare ¢ pari ad h'(0); tale valore si trova
subito usando i calcoli dell’esempio precedente: h'(0) = ia — 7i, da cui

(v.p.) Z - —h'(0) = —ia + im. Va €]0, 27].
n€Z,n#0 n
Notiamo che

ina

(vp.) Z en :ljl—glo Z

neZ,n#0 neN,0<|n|<k

I
B

k ; i S I
_ gan. - eran .~ sin(an)
= lim g + 7 —
k—o0 n —nNn n
n=1

n—=

=

da cui la relazione precedente diventa

g Sinr(nan) _T—a Va €]0, 2],
3.7 Serie di potenze nella soluzione di equazioni dif-
ferenziali ai dati iniziali

Vediamo un esempio di applicazione delle serie di potenze alla soluzione di problemi
differenziali ai dati iniziali. Supponiamo di avere un’equazione del secondo ordine

ay’ +by +cy=f
(0)

A0 - B (3.15)

dove a,b,c sono numeri reali con a # 0, A, B sono due dati iniziali assegnati in R e
dove f(x) e una funzione assegnata che supponiamo sviluppabile in serie di potenze in
un intervallo centrato nell’origine (sarebbe lo stesso se l'origine fosse sostituita da un
arbitrario xy in R). Quest’ultima proprieta significa che

:an:c" per —R<z<R

con R > 0, per un’opportuna successione (f,,). L’idea spontanea & di cercare la soluzione

y della forma
= Z Yn " (3.16)
n=0

per degli opportuni coefficienti y,,, sperando che tali coefficienti si riescano a trovare e
che la serie (3.16) sia convergente. Per trovare gli y, possiamo ragionare come segue —
ammettiamo che la serie (3.16) converga su |r,r[ per un qualche r > 0; allora per le
proprieta delle serie di potenze si ha che y & infinitamente derivabile in | —r, 7] e

"(z) = Zynnxn_l = Zyn+1(n + 1)z
Zyn (n—1x Zynﬁ n+1)(n+2)z"

che inseriti nell’equazione (3.15):

o0

Z ayn+2 n+1 (n+2)+byn+1(n+1 +Cyn an

n=0
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Se ne ricava da (3.4):
AYpi2(n+ 1) (n+2) + byp1(n+ 1) + cyn, = fa Vn (3.17)

Notiamo inoltre che
y(0) = yo, ¥'(0) =u

e quindi la successione (y,,) deve verificare la condizione ricorsiva (3.17) unitamente alle
condizioni yo = A, y; = B. E facile convincersi che queste condizioni individuano una e
una sola successione (y,). Si puo inoltre dimostrare, con un po’ di pazienza che la serie
di potenze risultante da tale successione ha raggio di convergenza maggiore o eguale al
numero R in cui converge la serie relativa a f e dunque, ragionando a rovescio, la y cosi
costruita risolve effettivamente I’equazione (3.15) nell'intervallo | — R, R].

Una caratteristica interessante di questo metodo e che ¢ assai facile calcolare i coeffi-
cienti y, usando la formula ricorsiva (ammesso naturalmente che.si conoscano gli f,).

Abbiamo considerato sopra un esempio abbastanza elementare, in cui in realta, a causa
dei coefficienti costanti si puo dire molto di piu con la teoria “elementare”. In realta si
potrebbe dimostrare un teorema pitt generale

3.7.1 Teorema. Consideriamo ['equazione differenziale (3.15) con a,b,c ed f funzioni di
x sviluppabili in serie di potenze in un intervallo ssmmetrico centrato in zero:

= Zan:c”, b(x) = anx”, c(x) = chx", flz) = ana:”, per |z| < R
n=0 n=0 n=0 n=0
e supponiamo che a(x) # 0 per |z| < R. Allora la soluzione y ¢é sviluppabile in potenze
nell’intervallo | — R, R|.

Il teorema precedente ci permette di studiare le proprieta delle soluzione di equazioni
per cui non e possibile trovare esplicitamente la soluzione.

3.7.2 Esempio (Equazione di Legendre). Consideriamo il problema

{ (1—2?)y" — 2z + pp+ 1)y =0

y(0) = A,4'(0) = B (3.18)

dove p & un parametro assegnato (e A, B sono assegnati in R). In virtu del teorema
precedente possiamo scrivere

y(x) = Zynx” per —1l<z<l1 (3.19)

Ripetendo i calcoli fatti nel primo esempio possiamo ricavare y’ e 3" — moltiplicando 3"
per 1 — 2% otteniamo

(1—2%)y" = (1 —2? Zyn n—1)x Zyn n—1)x Zyn n—1)x
Zyn+2n+2 n+1 Zynnn—l

n=0

(nella prima serie abbiamo “scalato” di due l'indice, nella seconda aggiunto i primi due
termini che comunque fanno zero). Analogamente

2xy’ = 2w i yona" Tt = f: 2y, nx” = i 2y, na”.
n=1 n=0

n=1
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Mettendo tutto nell’equazione:
Z Ynr2(m+2)(n+1) —yn(n—1) = 2y,n+ p(p + y,) 2" =
n=0
Z (Ynr2(n+2)(n+1) —y, (R*+n—p° —p))) " =
n=0

D Wasa(n+2)(n+ 1) = yo(n = p)(n + p+ 1)) 2"

da cui ricaviamo la relazione ricorsiva

(n—p)n+p+1)
n+2)(n+1) "

Yn+2 = Yo=A,y1 =B (3.20)
Notiamo che nella formula sopra manca y,+; quindi, se per esempio n e pari il valore di
yn dipende solo dal valore di y,_o che ¢ il termine pari precedente e la stessa cosa vale per
i termini dispari.

Possiamo esprimere matematicamente questo fatto ponendo u,, := yon, v, := yonr1. Allora

@n—p)@ntp+l) _ (@n-p)@ntp+l)
@n+2)2n+1) 7" @n+2)2n+1) "

Up+1 = Yont2 =

e quindi (u,,) verifica

(2n—p)(2n+1+p)

ntl = n =A 3.21
T T o 2)2n+ 1) o (3:21)
e analogamente
B _@n+1-p)2n+1+p+1) _(@n+1-p)(2n+p+2)
Un+1 = Yon43 = Yont1 = Un
2n+1+4+2)2n+1+1) (2n+3)(2n +2)
da cui ) . ) )
vy = R 1=p)Cn+24p) v = B. (3.22)

@n+3)2n+2) ™

Se indichiamo con (@), la successione prodotta da (3.21) con A = 1 e condizione (v,),
la successione prodotta da (3.22) con B = 1, allora la soluzione generale y risulta definita
da y(x) = Au(z) + Bo(x) dove

oo o0
— Zﬂnx%, o(z) = Zﬁnx%“, per |z| < 1.
n=0 n=0

La funzione u (pari) e la funzione v (dispari) sono le soluzioni dell’equazione (3.18) con
condizioni iniziali u(0) =1, @’'(0) = 0 e v(0) = 0, v'(0) = 1, rispettivamente.

3.7.8 Osservazione. Cisiamo “fidati” del teorema (3.7.1) per dire che i coefficienti (uy,), €
i (vp)n definiscono delle serie di potenze con raggio di convergenza 1. Potremmo in realta
vedere facilmente questa proprieta usando il criterio del rapporto. Per esempio nel caso
degli u,, (che sono evidentememte positivi se A > 0), dalla (3.21) si ha:

lim Up1 i (2n —p)(2n+ 1+ p)

= = 1.
n—+0o Uy, n——+00 (2n + 2)(272 + 1)
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Supponiamo ora che p sia un intero positivo pari, diciamo p = 2k. Allora guardando
la (3.21) si vede che il lato destro dell’eguaglianza diventa zero per n = k. Ne segue che
gli u,, fanno zero per n > k + 1. In altre parole v € un polinomio di grado 2k = p.
Analogamente se p = 2k + 1 & un intero dispari si vede dalla (3.22) che tutti i v, sono
nulli per n > k4 1 e quindi v € un polinomio di grado 2k + 1 = p.

3.7.4 Definizione. Dato p intero si chiama polinomzio di Legendre di ordine p il polinomio
L,(x) definito da:

k k
L,(x) = Ay Zﬂnx% se p = 2k, L,(x) = By Z@n:ﬂQ"H sep=2k+1,
n=0 n=0

dove Ay, e By sono dei fattori di normalizzazione scelti in modo che L,(1) = 1.

I polinomi di Legendre sono utilizzati nella risoluzioni di equazioni differenziali alle
derivate parziali che descrivono il campo gravitazionale (o il campo elettrostatico) in con-
dizioni di simmetria sferica. Una loro importante proprieta e la seguente “ortogonalita”.

3.7.5 Osservazione. Siano n ed m interi. Allora

/_l Ly(z) Ly (z)dz =0 sen #m. (3.23)

1

Per vederlo notiamo che I'equazione di Legendre si puo scrivere:
(1= a2)y) +n(n+1)y =0
Mettendo L,, al posto di y, moltiplicando per L,, e integrando tra —1 e 1

1

0— /_1((1 = I (2)) Lon(x) d + n(n + 1) /_1 Lo(2) L) dir =

(1= )L () ()], — /_ (1= 2) L. () L. () dz + n(n + 1) / Lo(2) L) d

< ~ 1 -1

~~

=0

(abbiamo integrato per parti il primo termine). Ne segue:

! 1 ' 2\ 71/ /
/1 L,(x)Ly(z)dx = pp—— /1(1 —z°) L, (x)L,,(x) dx.

Scambiando n con m otteniamo anche

/ Lo(2) Lo () da = ;/ (1 22)I (2) L. (z) dz.

1 m(m+1) 1

e siccome n # m 'unica possibilita e che
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3.8 Funzioni di Bessel

Cerchiamo le soluzioni dell’equazione lineare
22y +xy + (22 —n®)y =0 (3.24)

dove n & un intero assegnato. Notiamo che I'equazione non & in forma normale (e se la
mettiamo in forma normale diventa singolare in zero). In particolare non vale il teorema
(3.7.1). Proviamo comunque a cercare la soluzione come somma di una serie di potenze
centrate nell’origine (anche se l'origine & un punto “cattivo” per I’equazione). Poniamo

o
ciod y(x) = > apa®. Derivando:
k=0

= Zakxk, y'(z) = Zakkxkfl, y'(x) = Zakk(k —1)z*2
k=0 k=1 k=2

da cui:
22y + a2y + (22 — n?y Zakkz —1)z" +Zakkx —i—Zakx —n2Zakxk:
k=2 k=0
Z ak(k:2 - k):vk + Z apkz® + Z ap_ox* — n? Z aprt =
k=2 k= =0
Z )+ ag_ Q}xk—n ap + (1 —nHax
k=2
da cui

nay = 0, (1 —n*a; =0, ap(k* =n®) +aro=0 Vk>2.

Consideriamo il caso n > 2 (per semplicita - pero tutto quanto segue si estende facilmente
anche ai casi n =0, n = 1). Allora le due prime eguaglianze danno ag = a; = 0. La terza
fornisce la relazione ricorsiva, valida da 2 in poi:

ar(k? —n?) = —ag_s (3.25)

che, come abbiamo gia notato nel caso dei polinomi di Legendre, permette di ricavare
indipendentemente i termini con k pari e i termini con k dispari. In effetti se si pone
U = Qo € ki 1= agey1 la (3.25) equivale alle due relazioni ricorsive

up11((2k +2)* — n?)
ven(2h 4+ 3)? — )

— Uk (3.27)

Supponiamo per esempio che n sia pari, diciamo n = 2m, allora si vede che tutti i vy
sono nulli. Infatti la (3.27) si puo scrivere

Vg

pu— pu— 0
2k +3)2 —4mz 0"

Vk+1 = —

in cui il denominatore non si annulla per nessun k. Per i termini pari si puo fare una
considerazione analoga ricavando che tutti gli upy = 0 con k per k£ < m — 1. Infatti la
proprieta ricorsiva:

U,
(2k +2)2 — 4m?

Uy =— Qg = 0 (328)

Uk+1 = —
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funziona fino a k = m — 2. Al passo k = m — 1 la formula originaria (3.26) dice solo
che U, - 0 = uy,—1(= 0), che & vera qualunge sia u,,. Dunque il termine w,, = az, = a,
puo essere scelto ad arbitrio. Da k = m in poi la (3.28) torna ad essere efficace, dato che
il denominatore non si annulla piu, e quindi i termini u; per kK > m sono univocamente
determinati da wu,,, mediante la relazione ricorsiva.

In modo analogo si vede che, se n = 2m + 1 e dispari, allora u, = 0 per ogni k£ mentre
vr = 0 per £ < m — 1, mentre “rimane libero” il termine v,, = as;msi1 = a,. Da k =m in
poi i v sono univocamente determinati da v,,.

Volendo esprimere tutto in termini di n vediamo allora che:

e a, =0,se k <nosek > ek ha parita diversa da n;

e « = a, si puo fissare ad arbitrio;

e ¢gli a; con k > n e con la stessa parita di n sono univocamente determinati da «
mediante la (3.25) (e dipendono linermente da «).

Non ¢ difficile verificare che:
(-1)" (—=1)"n!
a = =
PR TR 2 k] [n+ D(n+2)--(n+ k)] 4PRI(n+ h)

(una volta intuita la formula la si dimostra per induzione!). Dunque:

B 00 (_1)h nioh n s (—]_)h x\ 2h
y(z) = an! % Phitn 4 R0 omi ; M(n + h)! (5)

Applicando il criterio del rapporto ¢ immediato verificare che tale serie converge per ogni x
reale e quindi risolve I'equazione (3.24). Convenzionalmente si chiama funzione di Bessel
di prima specie di ordine n la funzione sopra con o = 27" /n! cioe:

)= (5) S o (3)

h=0

Queste funzioni si annullano tutte in x = 0 tranne quella di ordine n = 0, anzi dalla
definizione si vede che J,,(x) ~ Qﬁ—z, per z — 0. Inoltre J,, ¢ una funzione pari se n & pari
ed e dispari se n ¢ dispari. Con un’analisi pit approfondita (che non possiamo fare qui)
si potrebbe dimostrare che per x — +o00

2 2n —1
Jn(x)ww%cos <x— n4 7T).
(n)

Dunque ognuna di queste funzioni ammette una successione di zeri (z;’) (numerati con

2 1
k =0,1,...) che per k grande tendono a disporsi come z,(C L +

m+2km. Riportiamo

nella figura 3.12 i grafici delle prime J,.

Notiamo che, nonostante 1’equazione sia del secondo ordine, abbiamo trovato solo una
famiglia a un parametro di soluzioni. Cio e dovuto al fatto che abbiamo voluto cercare
una serie di potenze centrata in zero, punto in cui l'equazione e singolare. In questo
modo abbiamo selezionato le soluzioni che si prolungano con continuita in zero. In realta
possiamo trovare delle informazioni anche sulle soluzioni che sono singolari in zero. Per
questo supponiamo che y; e ys risolvano l'equazione (3.24) per x > 0. Allora:

{ 2y + zyy + (¥ — )y =0 N { Y ys + xyiys + (27 — n?)yrys =0 N

Yy + ayh + (¥ — n®)ys =0 LYy + zyhyn + (27 — n?)yayr =0

d
z(yly2 — 1ys) + (e — 1ys) = 0 & . (z(1y2 — 11ys)) = 0 & x(yyye — 1ys) = K
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Figura 3.12: Funzioni di Bessel Jy, Ji, Jo, J3, J4

dove K ¢ una costante. Dividendo per zy?:

K yiye—yyy,  dy (/ >
A2 192 - — d + K
zy? Y3 ~day ba(e) = (e HG) St

dove K; e un’altra costante. Non e difficile far vedere che vale il viceversa, cioe se 1
¢ soluzione di (3.24), allora y, definita sopra ¢ soluzione su {z > 0} per ogni coppia di
costanti K e K;. Se definiamo la funzione

o) = =) j 5;26(5)

vediamo facilmente che per z — 0 Y, (x) ~ —@x_" per n > 0 mentre Yy(z) ~

In(x). Allora J, e Y, sono linearmente indipendenti, per cui a.J, + fY, genera tutte le
soluzioni di (3.24) su {z > 0}. In particolare a.J,, descrive esattamente le soluzioni che
sono prolungabili in z = 0.

La funzione Y,, introdotta sopra si dice funzione di Bessel di seconda specie di ordine n.

Fissiamo ora un numero R > 0. Per n ed m interi poniamo v, ,(p) = J, (%z}f?)

Allora la funzione y,, ,, risolve:

2 Ym m(0) + 0¥ (P)nim + (fnmp® = 7% Ynm(p) =0 in ]0, R|
Yn.m(0) =0(se n > 0),ypm(R) =0

L)

m . N .
dove fiy ., = <?> , che si puo anche scrivere

2

(py:%m(p)) + <:un,mp - ?) )yn,m(p) =0 1in ]O, R[ '
Yn.m(0) =0(se n > 0),ypm(R) =0

(3.29)

3.8.1 Proposizione. Se j # k si ha:

R
/ oy ()i (0) dp = 0.
0
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Dimostrazione. Moltiplichiamo l'equazione (3.29), con m = j, per y,x(p) e integriamo
tra zero e R. Si ottiene (integrando per parti):

R , R n2
0= / (PYn;(£)) Ynai(p) dp + / (Mn,jp - ?> Yn,i (P)Ynk(p) dp =
0 0
2

R R
(05 () Yk ()]~ — /0 Y (0)Yn i (p) dp + /O (Mn,jp — %) Y (P)Yn s (p) dp,

p=0

-

=0

(il primo termine sparisce perché v, si annulla in 0 e in R); quindi

R R TL2
/ PYn i (P)Yn 1 () dp = / (un,m — 7) Yn.i (0)ynr(p) dp.
0

0

Scambiando j e k si ottiene:

R R n2
/ PYn.;(P)Uni(p) dp = / (un,kp — ?> Yn.i (P)yni(p) dp.
0 0

e prendendo la differenza:

R
(ﬂn,j o ,Un,k)/ pynv](p)yn,k(p) dp = 0.
0

Dato che p,, ; # finr ne segue la tesi. O
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Capitolo 4

Integrazione e norme integrali

4.1 Cenno alla teoria dell’integrale di Lebesgue

Come gia accennato avremo bisogno nel seguito di approssimare delle funzioni mediante
delle norme integrali, seguendo l'idea della norma ||-||; considerata nel paragrafo (2.3).
Abbiamo gia visto pero che successioni di funzioni integrabili secondo Riemann possono
tendere in questa norma a funzioni ovunque discontinue, che per questo motivo non sono
integrabili. Questo e un difetto dell’integrale di Riemann che ci porta a considerare
un’altra nozione di integrale: quello secondo Lebesgue.

I procedimento (di cui daremo qualche idea ) che si usa per definire tale integrale e
comunque basato sull’idea di “approssimare mediante rettangoli” un insieme arbitrario,
ma a differenza del caso di Riemann si potranno usare anche unioni infinite (purché
numerabili) di tali rettangoli. In questo modo si perviene ad una nozione di integrale che
di fatto coincide con quella solita su tutte le funzioni con cui abbiamo abitualmente a che
fare (per es. continue o discontinue solo su un numero finito di punti), ma che ha senso
su una classe assai piu ampia di funzioni ed e qundi “piu stabile”.

La situazione e molto simile a qualla in cui ci si trova quando si sceglie di usare i
numeri reali per studiare I’analisi. I numeri razionali (che sono gli unici numeri con cui
si interagisce nella pratica) non sono stabili rispetto al passaggio al limite (successioni di
razionali possono tendere a oggetti che non sono numeri razionali). Si costruiscono allora
i reali come un sopra-insieme dei razionali che ¢ stabile per passaggio al limite, in modo
che la teoria che ne deriva sopra sia piu semplice da sviluppare. Questo non esclude che
poi “nella vita” utilizzeremo solo (alcuni tra ) i razionali

Cominciamo questa presentazione ricordando prima di tutto alcune notazioni che
useremo nel seguito. Un intervallo ¢ un sottoinsieme di R del tipo

{reRia<z<b} {reRia<z<b},{reRia<z<b},{reRia<z<b}

dove a e b possono essere numeri reali oppure +00 e sono detti gli estremi dell’intervallo.
Dato un intervallo I di estremi a e b la lunghezza di I ¢ il numero positivo b — a (che
puo essere zero se b = a, cioe se 'intervallo si riduce a un punto o 400 se l'intervallo e
illimitato). Indicheremo con |I| la lunghezza di I.

Sia data una funzione f : RY — [0, +oc]. Chiamiamo epigrafico di f I'insieme

epi(f) =={(z,y):2 € R",y e R,0 < f(z) <y}
(che & un sottoinsieme di RN¥*1). Chiamiamo supporto di f I'insieme

spt(f) := chiusura di {z € R": f(z) # 0}

91
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fﬁ\f'\

N

Figura 4.1: Approssimazione mediante plurirettangoli finiti interni ed esterni

Ricordiamo anche che, dato un qualunque numero reale z si introducono z* detto parte
positiva di x e = detto parte negativa di xr mediante

. {x se x>0 _‘_{O se x>0

T o=
0 sex<0’ —x sex <0

di modo che x>0, 27 >0, x = 27 — 2~ mentre |z| =2t + 2.
Il punto di partenza per la nozione di misura (area/volume) e quindi di integrale ¢ la
misura dei rettangoli. Chiameremo rettangolo in RY un insieme R della forma

RZIl XIQ X X[N [1,[2,...,[]\[ intervalli
e chiameremo misura del rettangolo R il numero (in [0, +00])
|R|:= L] - L] - [ x|

Quindi se N = 2 la misura e l'area (basexaltezza), se N = 3 la misura ¢ il volume. Si
noti che se uno dei lati del rettangolo ¢ illimitato si ha |R| = +c0.

4.1.1 Definizione. Chiamiamo plurirettangolo finito una unione finita di rettangoli limi-
k

tati, cio¢ un insieme P di RY esprimibile come P = |J R; dove ogni R; & un rettangolo
j=1

limitato, j = 1,..., k. Se gli R; sono mutamente disgiunti, cio¢ se RyNR;» = () per j' # j”,

chiamiamo misura di P la somma delle misure di tutti i rettangoli che lo compongono:

k

|P| = > |R,|. Si puo dimostrare che |P| ¢ indipendente dal modo (che non & chiaramente
j=1

unico) in cui P & scomposto in rettangoli disgiunti. Si puo anche dimostrare che, preso un

plurirettangolo generico P, lo si puo sempre esprimere come unione di rettangoli disgiunti

(scomponendo ogni R; in rettangoli pit piccoli e scartando le sovrapposizioni) e quindi

risulta definita in ogni caso la sua misura |P].

Per completezza ricordiamo velocemente la definizione di integrale di Riemann in R¥.

4.1.2 Definizione (misura e integrale di Riemann). Sia A un insieme limitato di RY.
Poniamo:

mp(A) :=inf {| P|: A plurirettangolo finito A C P}
mp«(A) :=sup {|P|: A plurirettangolo finito P C A}
(vedi la figura 4.1). m}i(A) e mg.«(A) si dicono rispettivamente la misura esterna e

la misura interna secondo Peano-Riemann dell’insieme A. Si dice che A & misurabile
secondo Peano-Riemann se mh(A) = mpg.(A), cioé se approssimando A con plurirettangoli
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inscritti o con plurirettangoli circoscritti si giunge al medesimo risultato. Se A € misurabile
indichiamo con mpg(A) il valore comune delle due misure (interna ed esterna). Si vede
facilmente che la misurabilita di A ¢ caratterizzata da:

Ve >0 dP;, P, plurirettangoli finiti tali che P, C A C Py e |Py\ Pi| <« (4.1)

(si noti che la differenza P, \ P; ¢ ancora un plurirettangolo). Sia ora f : RN — R una
funzione limitata e a supporto limitato. Diciamo che f e misurabile secondo Riemann se
gli epigrafici epi(f*) e epi(f~) sono insiemi misurabili secondo Riemann. In questo caso
chiamiamo integrale di Riemann di f il numero

. f(@) dz == mp(epi(fT)) — mr(epi(f))

Infine se A ¢ un insieme misurabile e f : A — R ¢ una funzione limitata possiamo dire
che f e integrabile su A se la funzione f che & eguale a f su A e vale zero fuori di A e
misurabile e in questo caso si definisce I'integrale di f su A come

/Af(:c) dx = - f(x)dz.

Si potrebbe ora dimostrare una serie di proprieta per gli integrali; per esempio si puo
vedere che se A e A sono due insiemi misurablili disgiunti, allora la loro unione e misurabile
e mr(AU B) = mg(A) + mgr(B) (questo non ¢ vero se A e B non sono misurabili).
Oppure si potrebbe vedere che se f e g sono integrabili, allora la loro somma e integrabile
e Jon(f+9) = [on f+ Jan g- Queste proprieta (e le varie altre che si possono dimostrare)
fanno si che la misura e l'integrale di Riemann siano un’ottimo modello matematico per
I'idea di area o volume in questioni di geometria elementare.

Purtroppo pero, come accennato all’inizio, queste nozioni di misura e integrale non
sono stabili per passaggio al limite. Non & per esempio vero (e invece servirebbe) che 1'u-
nione di una successione di insiemi misurabili € misurabile. Per superare questo problema
€ necessaria una nuova costruzione di integrale basata sui pluritettangoli numerabili.

4.1.3 Definizione. Chiamiamo plurirettangolo numerabile una unione numerabile di ret-
tangoli, cioe un insieme esprimibile come P = fj R; dove ogni R; ¢ un rettangolo e j
varia negli interi. Si puo definire la misura di P,jzklle indichiamo ancora con |P| come

P {+oo se per almeno uno degli R; si ha |R;| = +o0,

limy_oo ‘Ule R;| se tutti gli R; hanno misura finita,

che, con un po’ di pazienza, si dimostra essere indipendente dalla famiglia (R;);en scelta
per rappresentare P. Notiamo che |P| puo risultare infinita anche nel secondo caso.

4.1.4 Definizione (misura esterna). Sia E un qualunque sottoinsieme di R". Chiamiamo
misura esterna di E il numero (in [0, +00])

m*(E) := inf {|P| : P plurirettangolo numerabile con £ C P}.
Ricordiamo che la differenza simmetrica tra Ae B ¢ AAB :=(A\ B)U(B\ A).

4.1.5 Definizione (misura secondo Lebesgue). Sia £ un sottoinsieme di RY. Diremo
che E e misurabile secondo Lebesque se

Ve > 0 3P plurirettangolo numerabile tale che m*(EAP) < e. (4.2)

Indicheremo con M la famiglia di tali insiemi. Se E & misurabile allora la sua misu-
ra esterna viene detta semplicemente misura (secondo Lebesgue) di E, cioe m(E) :=

m*(E) VE € M.
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Vediamo ora (senza dimostrarle) le proprieta che si ottengono da questa definizione.

4.1.6 Proposizione (Proprieta della misura di Lebesgue). Si ha

~

. linsieme vuoto e tutto lo spazio RY sono misurabili e m(0) = 0, m(RY) = 4o0;
o0

2. se (En)n € una successione di insiemi misurabili, allora la loro unione E == |J E,
n=1

¢ misurabile; se inoltre gli E,, sono a due a due disgiunti, allora m(E) = > m(E,);
n=1

ne seque in particolare

E.FeM, ECF=m(E)<m(F)

3. se E ¢ misurabile, il suo complementare CE := RN \ E ¢& misurabile; ne seque che

o0
(En)n € una successione di insiemi misurabili, l'intersezione (| E, é misurabile;
n=1

4. se E ¢ un sottoinsieme di RN con m*(E) =0, allora E ¢ misurabile (e m(E) =0);
5. se A e aperto allora A e misurabile; ne seque che se C é chiuso allora C é misurabile;

6. Se (Ep)nen € una successione di insiemi misurabili crescenti,cioé E, C E,.1, allora

neN

7. Se (Ep)nen € una successione di insiemi misurabili descescenti, cioé En1 C E,, e
se m(Ey) < +o0, allora

neN

4.1.7 Osservazione. Notiamo di nuovo che in tutti i punti sopra la misura puo essere
infinita. Cio non pone ambiguita in quanto trattandosi di numeri positivi somme, serie,
limiti e diseguaglianze hanno senso con eventuale valore +ooc.

4.1.8 Definizione. Diremo che un insieme F ¢ (Lebesgue-) trascurabile se m(E) = 0.

Ogni insieme fatto da un numero finito di punti ¢ ovviamente trascurabile. Anche N
o o

e Z sono trascurabili in quanto N = (J {n} e Z = |J {n, —n}. Ma anche 'inseme Q

n= n=

dei numeri razionali ¢ trascurabile. Infatti ¢ noto che anche Q ¢ “numerabile”, cioe &
o

immagine di una successione (¢,), cioe Q = |J {g,}. Quest’ultimo esempio permette di
n=0

esibire un insieme misurabile secondo Lebesgue ma non secondo Peano: basta prendere

in R l'insieme E = [0,1] N Q che non & misurabile secondo Peano (e quindi non si puo
definire mp(F)) mentre E ¢ misurabile secondo Lebesgue e m(E) = 0.

4.1.9 Teorema (confronto con la misura di Peano). Se A ¢ un insieme limitato misurabile
secondo Riemann, allora A é misurabile secondo Lebesque e m(A) = mpg(A).

Idea di dimostrazione. Se A & misurabile secondo Peano, per ogni € > 0 si trovano due
plurirettangoli P’ e P” tali che P C A C P", |P"\ P'| <e. Ma allora AAP' C P"\ P’ e
quindi per definizione di misura esterna, m*(AAP’) < e. O
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Fatta la misura facciamo l'integrale.

4.1.10 Definizione. Sia f : RY — [0, +00]. Diciamo che f & misurabile secondo Lebesgue
se epi(f) ¢ un insieme misurabile in RN*!. Per una tale f chiamiamo integrale di f
I’espressione

[ f@)dr = miepil)

Tale integrale pud benissimo essere +0o. Se invece si considera una funzione f : RY —
[—00, 00| diremo che essa € misurabile se la parte positiva f* e parte negativa f~ sono
entrambe misurabili.

Diremo che f ¢ integrabile se f ¢ misurabile e se gli integrali di f* e f~ sono entrambi
finiti. In tal caso chiameremo integrale di f 1’espressione

. f(z)dx = /]RN fH(x)de — . f(z)dx

Notiamo dunque che le funzioni misurabili positive hanno sempre integrale (eventualmente
infinito) mentre le funzioni a segno variabile hanno integrale solo quando questo ¢ finito.

Infine se A € un insieme misurabile e f : A — R ¢ una funzione possiamo dire che f ¢
misurabile (integrabile) su A se la funzione f che & eguale a f su A e vale zero fuori di A
¢ misurabile (integrabile). Si definisce inoltre l'integrale di f su A come

/Af(:v) dx = - f(x)dz.

Notiamo che insiemi misurabili o funzioni integrabili non sono necessariamente limitati.

4.1.11 Definizione. Nel seguito diremo che una proprieta P(z) € vera quasi ovunque
in RY o che P(z) vale per quasi ogni z di RY, se I'insieme delle z di RY per cui P(x)
e falsa e trascurabile. Per esempio diremo che una funzione f e quasi ovunque nulla o
equivalentemente che f(x) = 0 per quasi ogni z, intendendo con questo che l'insieme
{z: f(z) # 0} ha misura zero. Analogamente diremo che due funzioni f e g sono eguali
quasi ovunque se la loro differenza € quasi ovunque nulla. Per esempio la funzione f
dell’esempio (2.3.15) & quasi ovunque nulla.

Diremo anche che una successione di funzioni converge puntualmente quasi ovunque
su A a una funzione f, se si ha nh_}ngo fn(z) = f(z) per tutte le z di A tranne al piu un

insieme trascurabile.
4.1.12 Proposizione (proprieta delle funzioni misurabili/integrabili).

1. Se f e g sono misurabili allora f + g e fg sono misurabili 1. Inoltre se f e g sono
integrabili, e c € R, allora f + g e cf sono integrabili e si ha

[ @ aande= [ faydes [ gla)d,
/RN(cf(x))dx =c . f(z)dzx.

2. Se f é misurabile allora |f| ¢ misurabile (il viceversa non é vero).
Se f & misurabile allora f ¢ integrabile se e solo se |f| é integrabile.

'hisognerebbe dire cosa si intende per f(z) + g(z) se f(x) = +o00 e g(x) = —o0, o viceversa; si vede
pero che si puo decidere di porre tale somma eguale ad un valore arbitrario e i risultati scritti sono veri
- nel caso poi dell’integrabilita si puo vedere che tali x costituiscono un insieme trascurabile che non
influenza il valore dell’integrale.
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3. Se f é misurabile, g ¢ integrabile e |f| < g, allora f ¢é integrabile e

s/RN |f<x>rdx§ANg<x>dx-

4. Se [ e integrabile ed é positiva allora il suo integrale é positivo; inoltre

f(z)dx
RN

(x)dx = 0= f(x) =0 per quasi ogni x (f =0 quasi ovunque).
RN

5. [ & misurabile se e solo se tutti gli insiemi E. = {x: f(x) <c} con ¢ € R sono
misurabili.

6. Se f e misurabile e g = [ quasi ovunque, allora g é misurabile.
Se [ ¢ integrabile e g = f quasi ovunque, allora g ¢é integrabile e gli integrali sono
gli stessi. In particolare se f e misurabile e A é trascurabile, allora f é integrabile

sude [, f=0.

7. Se (fu)n € una successione di funzioni misurabili che tendono puntualmente ad una
funzione f: f,(x) — f(x) per ogni x, allora f é misurabile. Lo stesso é vero se
fn — [ quasi ovunque.

4.1.13 Proposizione (confronto con 'integrale di Riemann). Valgono i fatti sequenti.

e Se f ¢ una funzione limitata con supporto compatto integrabile secondo Riemann,
allora ¢ integrabile e le due definizioni di integrale coincidono.

e Se f ¢ assolutamente integrabile in senso improprio secondo Riemann (su un inter-
vallo di R) allora ¢é integrabile e l'integrale improprio coincide con l'integrale.

In particolare le funzioni continue o continue a tratti sono certamente misurabili e sono
integrabili sugle intervallt chiusi e limitati.
Invece le funzioni integrabili in senso improprio secondo Riemann che non siano assolu-

tamente integrabili non sono integrabili secondo Lebesgue (perché parte positiva e parte

sin(z
negativa hanno entrambe integrale infinito). Per esempio f(x) = (z)

non ¢ integrabile

secondo Lebesque su R.
I rapporto tra le varie nozioni di integrale ¢ schematizzato nella figura (4.2).

4.1.14 Teorema (di Lebesgue o della convergenza dominata).

Siano A misurabile e f, : A — [—00, +00] delle funzioni misurabili. Supponiamo che (f,)
converga puntualmente (quasi ovunque) x su A a una funzione f.

Supponiamo inoltre che esista g integrabile in RN con la proprieta |f.(x)| < g(x) per ogni
n in N e per (quasi) ogni x in A. Allora la funzione f é integrabile e

/ f(z)dx = lim [ f.(z) fx.

A neo J A

4.1.15 Esempio. Abbiamo gia visto che la convergenza puntuale in generale non implica
la convergenza degli integrali. Mostriamo ora un altro controesempio di questo fatto,
confrontandolo con il teorema precedente. Possiamo considerare la la seguente successione
di funzioni su R:

fn(x) =

n seO<x§%
0 sexSOOppurex>%
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Valore principale

Riemann improprio

Riemann improprio
assolutamente convergente

Lebesgue

Figura 4.2: Confronto tra varie nozioni di integrale

Si vede facilmente che [, f,z)dz = fol/n ndxr = %n = 1 ma che per ogni z fissato f,(z) =0
sexz < 0osex >0en > 1/x; ne segue che f,(x) — 0 e dunque l'integrale non
passa al limite. In effetti il teorema di convegenza dominata non puo valere dato che

“'inviluppo”delle f,, ¢ la funzione 1/ che non & integrabile.

Dal teorema di Lebesgue si deducono i seguenti teoremi di passaggio al limite sotto
il segno di integrale. Notiamo che, tra le ipotesi scritte sotto, quella di misurabilita (che
pure dobbiamo mettere) & verificata praticamente sempre - lo & per esempio non appena
la funzione & continua (o continua a tratti). L’ipotesi cruciale ¢ il fatto che gli integrandi
siano dominati uniformemente rispetto al parametro.

4.1.16 Teorema. Sia A un aperto di RN e sia F: A x RM — R una funzione tale che

- per ogni y fissato in RM la funzione x — F(x,y) & continua in A;
misurabile;

- per ogni x fissato in A la funzione y — F(x,y) é
| <g(y) vV, Vy.

- esiste g : RM — R integrabile tale che |F(x,y)

(la terza proprieta si puo interpretare dicendo che la funzione y — F(x,y) é integrabile
iny “uniformemente rispetto a x in A”).
Allora la funzione f: A — R definita da

fla) = [ Plandy

e continua, cioe per ogni xo tn I:

lim F(z,y)dy = / F(zo,y) dy

T—=T0 JpM RM

Supponiamo ora che k sia tra 1 ed N e che, oltre alle precedenti, si abbia:

- per ogni y fissato in RM x +— F(x,y) ha derivata parziale k-esima continua;

0
- per ogni x fissato in A la funzione y — ——F(x,y) € misurabile;

8xk

0

- esiste g1 : RM — R integrabile tale che
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Allora la funzione f é derivabile rispetto a xy, e si puo derivare sotto il segno di integrale:

0 0
Y= Lr .
o (2) /R v 9o (z,y)dy

4.1.17 Esempio. Consideriamo

+o00
flz) = /0 e dy.

La funzione scritta sopra ha senso se e solo se x > 0 (altrimenti l'integrale ¢ infinito).
Ci possiamo chiedere allora se f sia continua o derivabile in ]0,4+o00[. Per provare la
continuita, cercando di applicare la prima parte del teorema precedente, si e indotti a
cercare una funzione integrabile g tale che

e < 9(y) Ve > 0,Vy > 0.

Si capisce facilmente che una tale g non si puo trovare, perché in tal caso la f(z) verrebbe
finita anche in zero. Possiamo pero fissare un numero a > 0 e ragionare su |a, +00]. E
immediato che

e~y < eV’ Ve >a,Vy >0

da cui si deduce la continuita di f in Ja, +oo[ (essendo g(y) := e~ integrabile su [0, 4-00[).
Dato pero che a > 0 ¢ arbitrario se ne deduce che f & continua su tutto ]0, +o0[.
Per studiare la derivabilita conviene fissare 0 < a < b < +00 e notare che

0
—e
dy

—zy?

= 231:3/6_%2 < 2bye‘“y2 Va € [a,b],Vy > 0.

Allora f & derivabile in |a, b[ e per ogni z in |a, b] si ha

“+o0o
f(z) = —295/ ye ™ dy.
0

Per I'arbitrarieta di a e b tale risultato e valido per ogni x > 0.
Osserviamo che in realta le proprieta della funzione sopra si possono trovare piu
facilmente mediante il cambio di variabile s = y/zy nell’integrale, da cui:

flz) = % /;OO e ds.

Un altro teorema di passaggio al limite, questa volta sotto il segno di serie, si ottiene dal

teorema di Lebesgue ricordando che una serie ) a, si pud sempre vedere come 'integrale
neN
su [0, 400 della funzione costante a tratti f(z) := aj,). Si ha allora:

4.1.18 Teorema (Teorema di Lebesgue per le serie). Sia (anm) una successione a due
indici. Supponiamo che

e per ogni n esiste a, := lim a, ,;
m—oo

o csista una successione (by,) tale che b, >0 e

an < 400, lanm| < b, Vn,m.
neN
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Allora (a,) é sommabile e

lim E anjm:E Qp,-
m—00

neN neN

I seguenti teoremi stabiliscono che gli integrali in RY sono degli “integrali multipli”.
E importante il fatto che il primo teorema (che riguarda funzioni positive) vale anche se
gli integrali sono infiniti e puo essere allora usato come criterio di integrabilita.

4.1.19 Teorema (di Tonelli). Supponiamo che la funzione f : RNTM — [0, 400] sia
misurabile. Per ogniy in RM poniamo f,(x) := f(x,y): Allora:

e per quasi ogni y in RM f, & misurabile su RY;

o se poniamo F(y) := [pu fy (definendola a piacere dove f, non & misurabile),allora
F ¢ misurabile su RM ;

/ f(%y)dxdy:/RMF(y)dyz/ /f(:v,y) dz | dy.

RN+M R]VI RN

e si ha

Notiamo che, in particolare, scambiando x e y, si vede che gli integrali fatti nell’ordine

inverso portano allo stesso risultato.

4.1.20 Osservazione (principio di Cavalieri). Sia A un insieme misurabile di R¥*Y e per
ogni yo in RM indichiamo con A,, I'insieme AN {(x,y):y = yo} ciot la sezione di A fatta
tramite l'iperpiano di equazione y = 1. Allora (come si vede facilmente applicando il
teorema di Tonelli alla funzione che vale 1 su A e zero fuori di A):

e per quasi ogni y in R si ha che A, & un sottoinsieme misurabile di RY;
e la funzione y — m(A,), definita a piacere dove non ha senso, & misurabile su RY;

e si ha

m(A) = /m(Ay) dy.

4.1.21 Osservazione. Si deduce dal teorema di Tonelli che tratti rettilinei sono trascurabili
nel piano: per esempio l'asse x € trascurabile in quanto la misura della sua sezione con
una qualunque parallela all’asse y € trascurabile (essendo fatta da un singolo punto).

4.1.22 Osservazione. Il teorema di Tonelli puo essere usato come criterio di integrabilita:
per verificare se una f(x,y) ¢ integrabile su R¥*M basta controllare se

/RM (/RN £, y)l dx) dy < +oc

dato che f & integrabile se e solo se |f| ¢ integrabile.

Nel prossimo teorema, a differenza di quanto fatto nel precedente, si suppone che f
sia integrabile. Come prima f,(x) = f(z,y).

4.1.23 Teorema (di Fubini). Sia f : RN*™™ — R una funzione integrabile. Allora:
e per quasi ogni y in RM f, ¢ integrabile su RY;

e se poniamo F(y) := [ou fy (definendola a piacere dove f, non ¢ integrabile),allora
F ¢ integrabile su RM;
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| temdein= [ Foa- [ /f:cy iy

RN+M RM

e si ha

Anche in questo caso (se vale lipotesi che ora é lintegrabilita di f) gli integrali iterati
non dipendono dall’ordine in cui sono svolti.

4.1.24 Teorema (di cambio di variabile). Supponiamo che A sia un aperto di RN e che
®: A — RY sia una applicazione iniettiva e C1(A).

Allora ogni sottoinsieme misurabile E di A di ha che ®(F) é misurabile, Inoltre se f :
O(E) — [—o0,+00] ¢ integrabile si ha

/ I dx—/f )) [det (Ja(y))] dy

dove Jg indica la matrice Jacobiana di ®: (Js);;(y) = a—@-(

Yi
4.1.25 Esempio (coordinate polari). Consideriamo ® : R? — R* definita da ®(p,6) =
(pcos(0), psin(f)). E immediato verificare che:

Jalp.0) = ( cos(0) sin 0

—psin(f) pcos()

Peraltro ® non ¢ iniettiva come si vede subito, sia perché ®(0,6) = (0,0) per qualunque
0, sia perché ®(p, 0 +27k) = ®(p, ) per k intero. Se prendiamo A := {p > 0,0 < 0 < 27}
si vede facilmente che A € un aperto e che ® ¢ iniettiva su A; peraltro I'immagine di
A ¢ B :=R?*\ {0} x [0,+00[ che non esaurisce tutto R?. Se invece prendiamo A; :=
{p>0,0<0<2r1} (A, = A) allora immagine di A; & tutto R? (ma A; non & aperto e
® non ¢ iniettiva su A;). Notiamo pero che A; \ A ¢ trascurabile in quanto formato da
tratti rettilinei (anche se alcuni illimitati) e per lo stesso motivo & trascurabile R? \ B =
{0} x [0, +oc.

A questo punto prendiamo un insieme misurabile F' in R? e una funzione f : F —
[—00, +00] integrabile.
Definiamo F := {(p,0) € A;: ®(p,0) € F} = &' (F)NA;; poniamo anche F* := F\ {0} x
[0, +00[= FNBed E*:={(p,0) € A: ®(p,0) € F*} = &~ (F)N A. Dunque ®(E) = F e
O(E*) = F* e si ha:

) = detJgp = p.

/ fany)dedy = [ fla,y)dedy = / f(x,y) de dy =
a d(E*

F* (E%)
/E* f(@(p,0))pdpdd = /Ef(q)(p’ 0))pdp df

(nel primo e nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato la trascurabilita di F'\ F* C R?*\ B
edi £\ E* C A; \ A mentre nel passaggio tra la prima riga e la seconda abbiamo usato
il teorema di cambio di variabile).

4.1.26 Esempio. Consideriamo la funzione f(x,y) = e~@**+¥*). Passando in coordinate
polari (A; € quello di prima) e poi applicando Fubini-Tonelli:

2m 400
/e ) dy dy = / pe " dpdf = / </ pe"’2> df =
J, A 0 0

27rl /+00 etdt=mr [—e‘t} o _
2 /o

0
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Notiamo peraltro che (sempre per Fubini-Tonelli):

/e_(x2+y2) dx dy = /6_;526_3,2 dx dy =

R2 R2

+00 2
/612 dx /692 dy | = (/ - dx)
R R o

o0 9
/ e dr = /T

o0

®

da cui

4.2 Spazi di funzioni con norme integrali

4.2.1 Definizione. Dato un insieme misurabile A di RY consideriamo:

Z*(A) := {funzioni integrabili su A},
ZL%(A)

{
{funzioni f misurabili su A tali che |f|? sia integrabile} ,
ZL*(A) := {funzioni f misurabili su A tali che IM per cui |f| < M quasi ovunque} .

Gli elementi di .£?(A) sono dette funzioni a quadrato sommabile o a energia finita (dove
I'energia di f ¢ I'integrale di f2). Le funzioni di £>° sono dette essenzialmente limitate.

4.2.2 Definizione (norme integrali). Data f misurabile poniamo:

1l = / (@) d,

191/ [ 176 da.
A
[fllo :==inf {M € R:[f(z)| <M per quasi ogni x} .
Questi numeri possone essere infiniti; e chiaro peraltro che:
LN A) =A{f: Ifll, < +oo}, L2A) = {f: |Ifll, < +oo}, Z(A) = {f: | fll < +oo}.

4.2.8 Osservazione. Tutte le nozioni di integrale sono state date, fino ad ora, per funzioni
a valori reali (estesi). Si puo ripetere tutto per funzioni a valori complessi dicendo sem-
plicemente che una funzione f : RY — C & misurabile/integrabile se e solo se Ref e Sm.f
(che sono a valori reali) sono entrambe misurabili/integrabili. Con questa definizione ri-
sulta immediatamente che se f & misurabile allora f integrabile se e solo se | f| integrabile
(n.b. il modulo di f ¢ una funzione reale). Si possono definire quindi gli £, £? ed £
anche per funzioni a valori complessi pur di sostituire il valore assoluto con il modulo.

4.2.4 Proposizione. Valgono le sequenti proprieta, di facile dimostrazione:
o LYA), L*A), L>(A) sono spazi lineari;

o |Ill;, Iy ell-ll., verificano le proprieta (2) e (3) della norma (vedi la definizione
2.3.6). Non vale invece la (1) dato che — se || f|| € una tra ||f||,, || flly e |l fll.:

Ifll =0< f(x) =0 per quasi ogni z.
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o se fe LY A) esege L*(A), allora fg € L (A); mnoltre || fgll; <11 l9]ls
e se f,g € L*A), allora fg € L' (A); inoltre || fgl|, < % HfH; + % ||gH§

Per fare in modo di avere degli spazi normati con le norme integrali sopra introdotte
dobbiamo introdurre un’altra definizione.

4.2.5 Definizione. Sia A un insieme misurabile di RY. Date due funzioni misurabili f
e ¢ diciamo che sono equivalenti e scriviamo f ~ g se f e g sono eguali quasi ovunque.
Considereremo 2

L'(A) = Z'(A) in cui funzioni equivalenti sono considerate eguali,
L*(A) = Z?(A) in cui funzioni equivalenti sono considerate eguali,

L>®(A) = £*(A) in cui funzioni equivalenti sono considerate eguali.

Con queste definizioni le due funzioni

x) = 0 per ogni z, T) =
f(z) =0 per og 9(@) =1, ©rdQ.
“sono lo stesso oggetto” in L'/L?*/L> (sono due rappresentanti della stessa classe di
equivalenza) dato che I'insieme Q ¢ trascurabile. Per lo stesso motivo anche la funzione

[ dell’esempio (2.3.15) & (un rappresentante dello) lo zero in L'([0, 1]).
Possiamo infine considerare ||f|l,/ || f|l./ || /]l per f in L'(A)/L*(A)/L>*(A). ?

{1 sex €Q,

Si vede allora che vale il seguente risultato.
4.2.6 Proposizione.
e |ll, ¢ una norma in L*(A);
e |ll, ¢ una norma in L*(A);
o |||l € una norma in L=(A).
E vero anche il seguente importante risultato.
4.2.7 Teorema. Gli spazi L'(A), L*(A) ed L>(A) sono completi.

L’importanza dello spazio L? sta nel fatto che in L? si puo introdurre un prodotto sca-
lare e si puo di conseguenza parlare di ortogonalita e di proiezioni. Dato che ci interessera
anche il caso complesso, diamo la definizione direttamente in questo caso.

4.2.8 Definizione (prodotto scalare in L?). Date due funzioni f,g in L?*(A) (a valori
complessi) definiamo il prodotto scalare (f, g) tra f e g ponendo

(f.g) = / f(2)9(@) da

(I'integrale ha senso perche se f e g sono in L*(A) allora fg ¢ integrabile).
Si diremo che f & ortogonale a g se (f,g) = 0.

2Per definire rigorosamente questi insiemi bisognerebbe parlare di classi di equivalenza rispetto alla
relazione introdotta sopra: data f misurabile si definisce [f] := {g misurabile : g ~ f}; allora [f] si dice
la classe di equivalenza di f rispetto a ~, mentre f si dice un rappresentante [f] - inoltre [f] =
se e solo se f ~ g. Con queste definizioni L'(A) = {[f]: f € L1 (A)}, L*(A) = {[f]: f € L*(A } e
1o°(4) = {[f]: f € £=(A)}.

3In realtd dovremmo dire che ||f|, = ’

f H dove f € un qualunque rappresentante di f, notando che
1

tale definizione sta in piedi perché funzioni equivalenti hanno lo stesso integrale.
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Il prodotto scalare ha le seguenti proprieta: date f,g in L*(A4) e z in C:

o (f.9)="{g. 1), (f..1)=IfII%
o (fi+ f2,9) = (f1,9) + (f2, 9), (f 91+ g2) = (f, 1) + ([, 92);
o (zf,9) =2(f,9), {f,z9) =2 ([, 9)

La seguente diseguaglianza ha una notevole importanza ed e sostanzialmente indipendente
da come e stato definito il prodotto scalare, dipendendo solo dalle proprieta elencate sopra.

4.2.9 Teorema (disuguaglianza di Schwartz). Siano f e g in L. Allora

(Lol < 1 fIHgll-

In altri termini, per ogni f e g in L*(A) (£*(A)) vale:

e \/ / |f<x>|2da:\/ JNERE

LFI* = 2Re (2 (/. 9)) + = [lgl*.

Dimostrazione. Per z € C si ha:

Se prendiamo z del tipo z (f, g) con z reale, otteniamo:

0 <p(a) = | fII* =22 (f.9) P +2®[{f.9) Pgll® vz eR.

Allora polinomio di secondo grado p(z) deve avere discriminante negativo, cioe

L 1 = IFIP 19 Pllgll* <0 [(f.9) P < IIFI” gl

Trattandosi di numeri positivi si puo passare alla radice e ottenere la tesi. O

4.2.10 Osservazione. Se (f,), ¢ una successione di funzioni di L'(A) ed f € L'(A) allora

fnL—1>f:>/Afn—>/Af. (4.3)

Infatti 'operatore lineare I(f) := [, f ¢ lineare su L'(A) & continuo in quanto

ni=| [ 1)< [1n=1s

(e dunque ||I|| <1 - si puo vedere che ||| =1).
Analogamente se (f,,)n € (gn)n sono due successioni di funzioni di L?(A) ed f,g € L*(A):

fo 5 frgn g = /Afngn — /Afg- (4.4)

4.2.11 Osservazione. Se I'insieme A ha misura finita allora, per ogni f misurabile

Ll < vm(A) Al (11l < vm(A) [l s (4.5)
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da cui si deducono le inclusioni L*(A) C L*(A) C L'(A).
La prima disuguaglianza segue dalla disuguaglianza di Schwartz con g = 1:

A|f(x)|dx—A\f(x)|'ldI§ \/Alf(x)\de\/A12dx

(la seconda ¢ immediata). Da (4.5) segue anche (sempre se A & limitato):

Ay N R N RN

Se invece m(A) = +o0, allora i due spazi L'(A) e L?(A) sono inconfrontabili. Per esempio

se A = R la funzione fi(z) = non ¢ in L'(R) perché all'infinito ¢ dell’ordine di

1+ 22
1
— che non ¢ integrabile, ma ¢ in L?*(R) perche il suo quadrato ¢ dell’ordine di — che
x x
1
¢ integrabile all’infinito. D’altra parte la funzione fy(r) = ————— ¢ in L'(R) ma

VIzl(1 + 22)

non in L?*(R) — all’infinito non ci sono problemi né per f, né per f2, mentre in zero fo &
1
dell’ordine di —— che ¢ integrabile e f2 & dell’'ordine di —| che non ¢ integrabile.

Vial [

4.2.12 Osservazione. Se A & un compatto di R allora le funzioni continue su A sono
elementi di L>°(A) ( dunque di L*(A) C L'(A)) * e dire f, i £ equivale a f, 2 f. In
effetti la norma ||-|| _ ¢ la vecchia norma uniforme per le funzioni limitate (con la differenza
del senso quasi ovunque per le funzioni). Possiamo quindi pensare che lo spazio C(A) sia
un sottospazio chiuso di L>(A).

4.2.13 Esempio. Consideriamo « > 0 e la successione di funzioni (f,,) definite da

fn(x) =

n® se0 <z < %;
0 < altrimenti.

Allora: 1
+oo = ne B
= [ e = [Tt =" = e

—0o0 0 n

N Lt
e quindi f,, — 0 se e solo se a < 1. Invece

= ( / - |fn<as>|2dac)é - ( / e das)é _

. L? 1 .
e in questo caso f, — 0 se e solo se a < 5. Dunque le due convergenze non coincidono
in generale (si potrebbe anche vedere che (f,) non ha limite in L?(R) quando a > 1 e non
ha limite in L'(R) quando o > 1).

N
S \ e
N——
SIS

Il

S

Q

|

Concludiamo con un confronto (senza dimostrazione) tra convergenza in L' o L? e la
convergenza puntuale. Diciamo subito che in generale

non ¢ detto che f, LN [ = fu(z) = f(x) per (quasi) ogni x

Vale pero il seguente risultato

1a patto, sempre, di pensare alle classi di equivalenza; in questo senso dire che una f di L'(A) &
continua significa dire che c¢’¢ una funzione continua quasi ovunque eguale a f.
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1 2
4.2.14 Proposizione. Se f, L f oppure se f, N f, allora esiste una sottosuccessione

(fn.) tale che f,, (x) — f(x) per quasi ogni x.
In particolare se ne ricava che:

1 2
Fo = (fa = f) € fu = g quasi ovunque = f =g

cioé la convergenza quasi ovunque individua il limite (se esiste) in L' /L*.

4.3 Approssimazioni in norma integrale

4.3.1 Proposizione. Sia E misurabile. Allora esiste una successione (P,),, di pluriret-
tangoli numerabili tali che

lim m(EAP,) = 0.

n—-+4o0o

Se inoltre m(E) < 400 é anche limitato, allora i P, si possono trovare finiti.

Idea di dimostrazione. L’esistenza dei P, segue abbastanza facilmente dalla definizione
di misurabilita. Nel caso in cui m(E) < +oo ogni P, ha misura finita. Ma allora,

00 k
se P, = |J R; si vede che, passando a un’unione finita P, := |J R;, la misura della
j=1 j=1
differenza | P, \ P/ | diventa piccola a piacere pur di prendere k(= k,) abbastanza grande,
e allora vale anche m(EAP)) — 0. O

4.3.2 Definizione. Se A ¢ un insieme misurabile chiamiamo indicatrice di A la funzione
14 definita da 14(x) = 1se z € A, 14(z) = 0se z ¢ A. L’indicatrice di A & misurabile,
positiva e m(A) = [on 1a.

Diremo che una g & costante a tratti se si pud scrivere g = Y ., 1g, dove Ry,..., Ry
sono rettangoli. Notiamo che una tale g ¢ integrabile se e solo se tali rettangoli sono tutti
limitati.

Se A ¢ un insieme aperto chiamiamo C>°(A) l'insieme delle funzioni f : RY — R infini-
tamente derivabili e tali che il supporto di f e limitato ed & contenuto in A (tale f deve
fare zero fuori da un chiuso limitato che non tocca il bordo di A).

4.3.3 Proposizione. Sia A un insieme misurabile e sia_f in L*(A) (oppure in L*(A)).
Consideriamo la funzione f definita su tutto RN ponendo f(z) = f(x), sex € A, f(x) =0,
sex ¢ A Allora

1 ~
o csiste una successione (f,) di funzioni costanti a tratti tali che f, L f (rispettiva-

2 ~ ~
mente f, RGN f; inoltre si puo anche ottenere che f,(x) — f(x) per quasi ogni x,
r 5

cioe f, — f quasi ovunque ° ;
e se f & anche limitata, allora le f, si possono trovare tutte equilimitate: f,(x) < C
Vn, Vx per una opportuna costante (fissa) C;

e Se A ¢ aperto allora le f,, invece di costanti a tratti, si possono trovare in C°(A).

Idea di dimostrazione. La dimostrazione di queste proprieta discende dall’approssimabi-
lita in misura di un insiemi misurabile mediante plurirettangoli finiti stabilita nella propo-
sizione 4.3.1, dato che (a meno di qualche precisazione) approssimare ’epigrafico di una
funzione integrabile mediante dei plurirettangoli finiti in RY*! equivale ad approssimare
f con funzioni costanti a tratti. La convergenza puntuale quasi ovunque si puo dedurre

Snotiamo che le f,, (f?2) sono integrabili e dunque f,,(x) = 0 fuori da un disco (che dipende da n)
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dalla 4.2.14.

Nel caso dell’aperto infine ¢ abbastanza intuitivo (anche se lungo da dimostrare) che le
funzioni costanti a tratti si possono “arrotondare” vicino ai punti di salto senza far variare
troppo l'integrale. In questo modo si riesce a dimostrare 1’approssimabilita (in integrale)
mediante funzioni regolari. O

Vediamo ora alcune conseguenze delle approssimazioni sopra indicate.

4.3.4 Proposizione (principio di eguaglianza debole). Sia A un aperto f una funzione
di f € LYA). Se siha

[ t@otayaz =0 voincx(a)

allora f ¢ quasi ovunque nulla (quindi f = 0 se la pensiamo in L'(A) ). Ne seque che, se
f,g€ LY A) e se

/A f(2)o(x) dz = / g(@)d(e)dr Yo in C2(A) (4.6)

allora f = g quasi ovunque (quindi f e g sono la stessa funzione in L*(A) ). Lo stesso
discorso vale in L?(A).

Dimostrazione. Supponiamo per semplicita che A sia limitato (si puo fare lo stesso senza,
ma & pit complicato). Allora se A" := {z: f(z) >0}, A~ = {z: f(x) <0}, At e A~
sono misurabili e la funzione g := 14+ — 14- ¢ integrabile. Dunque possiamo trovare
una successione ¢, di funzioni C°(A) tali che ¢, L—1> g € ¢, — g quasi ovunque; dato
che |g| < 1 possiamo anche supporre che |¢,(z)] < C per ogni = e per ogni n, dove C' ¢
un’opportuna costante. Allora si ha che f¢, — fg = |f| e anche |f(z)pn(z)| < C|f(z)| e
quest’ultima ¢ una funzione integrabile che non dipende da n. Applicando il teorema di
Lebesgue

0 / F (@) (2) dir — / (@) de = / (@) dz =0
e dunque f = 0. O

4.3.5 Osservazione. Data f in L'(A) possiamo considerare [’operatore L; che ad ogni ¢
in C2°(A) fa corrispondere il numero Ly¢ := [, f¢. Tale operatore ¢ lineare e per la (4.6)
la conoscenza di Ly su tutte le ¢ in C2°(A) individua la f a meno di quasi ovunque (cioe
individua la f come elemento di L!(A).

Conviene pensare che ognuna di queste funzioni ¢ rappresenti una “misurazione”che
si puo effettuare per cercare di trovare i valori di f, misurazione il cui risultato ¢ Ly¢.
Con questa classe di misurazioni non potro mai trovare l’esatto valore f(z() in un punto
assegnato x dato che il risultato L ;¢ coinvolge tutti i punti del supporto di ¢; potro pero
andarci arbitrariamente vicino pur di prendere il supporto sempre piul concentrato vicino
al punto xg.

Un altro modo di interpretare il risultato detto sopra e dire che, se due fenomeni f e g
sono diversi (nel senso che f differisce da g su un insieme non trascurabile), allora si trova
una misurazione ¢ che li distingue, tale cioe che Ly # L,¢.

Il fatto di utilizzare gli integrali per fare le misurazioni (& abbastanza intuitivo supporre
che non si possa fare altro che delle “medie”) porta inevitabilmente al fatto che (anche
ammettendo di avere a disposizione misurazioni arbitrariamente accurate) si pud conoscere
f solo quasi ovunque, da cui la necessita della relazione di equivalenza introdotta all’inizio.

Un altro risultato che ci servira pit avanti e il seguente.
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4.3.6 Lemma (di Riemann). Sia f una funzione integrabile su R. Allora

nETm/IRf(x) sin(nz) dx = 0.

Dimostrazione. Supponiamo prima che f = 1,5 con a < b reali. Allora

— 0.

- cos(n:z:)} " _ cos(a) — cos(b)

. f(z)sin(nz) dz = / bsin(nx) dr = {

n n

Per linearita la stessa proprieta vale se f € costante a tratti. Passiamo al caso generale
f € LYR). Per (4.3.3) possiamo trovare una successione (f;); di funzioni costanti a

1
tratti tali che fj L f per k — 4o00. Sia € > 0. Prima di tutto si trova un k tale che
| f — frll, < /2. Dato che f, & costante a tratti, per il punto (2), esiste n tale che

<e/2 Vn>n.

/R Fo(z) sin(nz) dz

Ne segue che, per n > n:

x) sin(nz) dx

= /R(f(x) — fr(x)) sin(nz) dx—l—/fk(x) sin(nx) dz| <

/| ~ fula))| |sin(nz)|dz +

/fk )sin(nz) dx| <

1f = fell + ‘/Rfk(x) sin(nz)de| <e/2+¢/2=¢.

cioe la tesi. O

4.3.7 Osservazione. Naturalmente nel lemma precedente possiamo considerare 'integrale
su un intervallo invece che su tutto R. Basta per questo utilizzare una funzione nulla fuori
dall’intervallo considerato.

4.4 Derivate generalizzate

4.4.1 Definizione. Sia I un intervallo aperto (limitato o illimitato) di R e sia f in L'(I).
Diciamo che f ¢ derivabile nel senso di L' o pitt semplicemente che f ha derivata in L' se
esiste una successione di funzioni (f,,) ed esiste una funzione g tali che

Vn fo € L'(D), fo€C'(I),  fo o f, £ g

(C'(I) = funzioni con derivata continua in I). In tal caso diremo che g & una derivata (in
senso di L') di f.

Vedremo tra un momento che se g; e g sono due derivate nel senso di L! allora g; = g5
quasi ovunque e dunque tale derivata, se esiste ¢ univocamente definita (in L') e la
possiamo indicare con f’. Questo simbolo & coerente con il fatto che, se f & gia una
funzione C! allora si puo prendere f,, costantemente eguale a f: in questo caso la derivata
nel senso di L! coincide con quella tradizionale, definita punto per punto (tramite il limite
del rapporto incrementale).

4.4.2 Proposizione. Se f e g sono in L*(I) e se g ¢ (una) derivata di f nel senso di L
allora

/I g(1)6(t) dt = — / FOF B dt Ve () (4.7)
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Dimostrazione. Per la definizione esiste una successione (f,,) di funzioni in C'(7) tali che

1 1
fn EEN felfl EGN g. Prendiamo una ¢ in C2°; integrando per parti:

/I 1) / Fu))6 (1) dt + [ / fult)

(dove a e b sono gli estremi di [ e si ¢ sfruttato il fatto che ¢(a) = ¢(b) = 0). Facendo
tendere n all’infinito si trova la tesi (usando (4.3). O

4.4.8 Osservazione. La definizione di derivata generalizzata ¢ univoca: se g; e gs sono due
derivate di f nel senso indicato sopra allora g; = g in L' (cioe g(x) = go(z) per quasi
ogni x). Infatti se g; e go sono due derivate generalizzate per f si deduce dalla (4.7) che

/I (61(t) — a()B() =0 Y € C(A).

Usando il principio di eguaglianza debole (vedi proposizione 4.3.4) si ottiene g; = go quasi
ovunque.

4.4.4 Proposizione. Se f € L'(I) ha una derivata g nel senso di L' allora f ¢ continua
e vale la formula:

F(t) = f(to) + / t gltydt Vg€ I (4.8)

to

1 1
Dimostrazione. Sia (f,) una successione in L'(I) N C! tale che f, L felf N g.
Fissiamo un punto ¢y in I e definiamo

= /t: fi(r)dr, F(t) = /t:g(T) dr.

Allora, per qualunque ¢ in [
t
R = FOI< [ 1= glar < [ 15~ glar =117, = g,
to I

dacul ||F, — F|l < |If;, — f'll;, = 0 e quindi F, i P In particolare F' € una funzione
continua in I (questo si poteva anche dimostrare direttamente, usando il teorema di
Lebesgue). Fissiamo ora un qualunque intervallo [a, b] contenuto in I; si ha

b b b
/ fult) dt = / (fulto) + Ea(t)) dt = (b— a) fulto) + / Fy(t) dt

e quindi, facendo tendere n all’infinito

wit =5 ([ nwa- [[mw) > ([ 0w~ [ Fo)

Chiamiamo C' il valore trovato a destra nella ultima relazione; quindi f,(ty) — C per

n — o0o. Mettendo insieme quanto visto fino ad ora si ha che f,, = f,,(to) + F, urid C+F,
1

ma dato che f, RN f se ne deduce che f = C' + F. Dunque f ¢ continua e calcolando

'espressione precedente in ¢y si ha C' = f(¢q), da cui la tesi. O

Analogamente al caso di L' si puo dare la definizione che segue.
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4.4.5 Definizione. Sia I un intervallo aperto (limitato o illimitato) di R e sia f in L*(I).
Diciamo che f ¢ derivabile nel senso di L? o pilt semplicemente che f ha derivata in L? se
esiste una successione di funzioni (f,,) ed esiste una funzione g tali che

Vn fo€ (D), foeC (), fu-f 1.5

In tal caso diremo che g ¢ la derivata (in senso di L?) di f e la indicheremo con f’. Anche
in questo caso la definizione & ben posta in quanto, se f ha derivata in L? la derivata ¢
unica.

Si vede anche in questo caso che se f ha derivata in L? essa & continua e vale la stessa
formula di prima

t
ft) = f(to) +/ fl(t)ydt Yty el (4.9)
to
4.4.6 Esempio. La funzione f(x) := |x| ha come derivata in L?/L' la funzione g(t) :=

sgn(t) definita da ¢g(t) = —1set <0, g(t) = 1 se t > 0 (e non c’¢ bisogno di definirla in
zero, perché {0} e trascurabile). In effetti se si considerano le f,, definite da

1
|z] se |z| > —,

_ n
fale) = nx? 1 1
— 4+ — selr| < —

2 2n n

si puo vedere che f, N felfl N g.

Viceversa la funzione H(x) di Heavyside definita da H(z) =0 per x < 0 e H(xz) = 1 per
t > 0, non ha derivata in L' per ché non ¢ continua. Quindi non c¢’@ modo di approssimare
fin L' con delle f, tali che le f/ convergano a qualcosa in L.
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Capitolo 5

Serie di Fourier

5.1 La serie di Fourier in L2

2w
Sia T' > 0 assegnato e per il resto di questo paragrafo poniamo wg := — T (T & un periodo

assegnato e wyp € la corrispondente frequenza angolare).
In quanto segue considereremo funzioni T-periodiche a valori complessi; poniamo:

L. (T)={fR=>C:ft+T)=f(t) Vt,|f|2 integrabile su [0, 7]} .

p(iT’

Utilizzeremo in L2, (T) il prodotto scalare (f, g) fo

per
Dato n intero relativo indicheremo con e, : [0, T] —+Cla funmone di L?,.(T) definita da:

per
e, (t) = et

5.1.1 Proposizione. 5i ha

T sen=m.

(en,em) = {0 sen #m,

Dimostrazione. Se n # m si ha:

T ) T ei(nfm)wot T
<en7 em> — / emwotezmwot dt = / ez(n—m)wot dt = [—} —0
0 0 Z( 0

n — m)wo

(perché t s e!(=m)wot & periodica di periodo T'). Se n = m:

T ] T
(€n,em) = / giln—meot gp — / dt =T.
0 0

O
5.1.2 Definizione. Per n in N poniamo
En:{Z)\kek:)\keC,k— n, ,n},
k=—n
E, ¢ il sottospazio di dimensione finita (pari a 2n 4 1 ) generato da e_,,,...,e,,...,€,.

Inoltre data una funzione f in L2, (T) poniamo:

per

fn<t> = Z Ckek(t> dove Cp = f ek / f f'mwot dt.

Chiameremo f, l'approssimante di Fourter di f di ordine n e chiameremo coefficienti di
Fourier complesst in numeri cy.

111
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5.1.3 Osservazione. 1 coefficienti di Fourier ¢, sono definiti non appena la funzione f e
integrabile. Inoltre essi formano una successione che tende a zero per n tendente all’infinito
o a meno infinito. Quest’ultima proprieta segue dal Lemma di Riemann, dato che

Cp = %/OT f(t) cos(nwot) dt — %/OT f(t) sin(nwot) dt.

In particolare i ¢, sono limitati, cosa che peraltro si vede direttamente dalla definizione:

I 1
ol <5 [ 1O = Z 11 (51)

A questo punto ci possiamo chiedere se per n — oo le f, tendano a f in qualche
senso. La prima cosa che puo venire in mente e che f,(t) — f(t) ¢ per ogni ¢, cioe che
le f,, convergano puntualmente a f. Notiamo per inciso che per avere la convergenza
uniforme ci vorra come minimo la continuita di f, dato che le approssimanti f, sono
funzioni contunue, anzi infinitamente derivabili. Vediamo un lemma preliminare.

5.1.4 Lemma. Si ha

fult) = /0 f(r)Dy(t —7)dr vt € [0,T] (5.2)

dove D,, ¢ il nucleo di Dirichelet definito da

Inoltre D,, ha le sequenti proprieta:
1. Dp(x+T) = D,(z) per ogni x in R;

2. fOT D, (z)dx = fOT D, (t —z)dx =1 per ogni t in R;

3.
1sm ((n +w22 wox) — 1 w + cos (nwox) sex #0
D, (z) = T sin (%) T | tan (%)
2n+1 sex =0
- = 0.

Dimostrazione. Per dimostrare la (5.2) basta scrivere la definizione di f,, sostituire ai ¢,
al loro espressione e scambiare sommatoria con l'integrale. E anche immediato constatare
che D,, ¢ T-periodico. Per vedere che fOT D,, = 1 basta notare che fOT e, =0sek #0

mentre fOT ey = T. Essendo D,, T-periodico la seconda proprieta ¢ immediata. Ricaviamo
I'espressione di D,,(z) per x # 0 (usando la formula per la progressione geometrica):

n ) n ) ] 2n ) ) (eiwox)2n+1 -1
§ : ezwok:p —_ E (ezwox)k — efzwonmE (ezwom)k — efzwon:r : —
ewoT 1
k=—n k=—n k=0
iwoT iwg(nt+1/2)x _iwg(ntl/2)x
F (T ) i (04 2) o)

iwT iwT —iwpx : wox
€2<€2—62> sin (4 .
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5.1.5 Teorema. Sia [ T-periodica e derivabile. Allora f, converge puntualmente a f.

Dimostrazione. Fissiamo t. Se f e derivabile, allora la funzione:

ft) = f(7)
- se T #£t,
hy(7) = ?}é;vo(t -7)/2) .
wO/Q se T =1.

e continua (basta usare De I’'Hopital). Dato che fOT D, (t — 7)dr = 1 possiamo scrivere
= fOT D, f(t)(t — ) d7 e allora, usando l'espressione di D,,(x):

ﬂw—n@wzlﬂﬂw—fv»aﬁ—fmfz[ﬁmvmm<(n+§)ma—70dr

Per il Lemma di Riemann I'ultimi integrale tende a zero se n — co. O]

Quindi per avere la convergenza puntuale abbiamo dovuto chiedere f derivabile. Tale
ipotesi si potrebbe migliorare, ma non si puo arrivare a chiedere la sola continuita: si
potrebbe infatti vedere che esistono funzioni continue per cui serie di Fourier non converge
in nessun punto !!!' D’altra parte si potrebbe dimostrare il seguente teorema in cui si
rinuncia alla continuita, ma solo in un numero finito di punti.

5.1.6 Teorema. Supponiamo che 0 =ty <ty <--- <t, =T siano dei punti in [0,T] tali
che f ¢ continua e derivabile in ogni |t;, t; 1] e f'(t) ammette finiti i limiti da destra e da
sinistra in ogni t; (potendo anche essere discontinua in t;). Allora per ogni t esistono il
limiti da destra e da sinistra di f e vale

i) = 3 (Jm 0+ i 10

n—+00 t—t— t—tt
Per trovare la convergenza uniforme basta richiedere la continuita di f’.

5.1.7 Teorema. Supponiamo che f abbia derivata prima continua. Allora f, — f
uniformemente su [0, T).

Dimostrazione. Questo risultato segue dalla proposizione (5.1.22) che dimostreremo piu
avanti. Vediamo pero una dimostrazione nel caso in cui f abbia derivata seconda continua.
In questo caso i coefficienti di Fourier verificano:

B f( ) —iwont ] T T / B
= — 1wonT dT wonT dr =
/ fr [ —wonT" | __, sznT S T=

=O

/ —iwonT 1 T=T 1 T ) 1
|:f (T)@ :| . / f//(T)e—zwonT dr = _w2 dn
0

2,2 2,2 2
won* T | __,  wyn®T on

(.

Vv
=0

(si e integrato per parti due volte — i pezzi agli estremi si semplificano tra loro per la
periodicita). I d,, nella formula sopra sono i coefficienti di Fourier della derivata seconda
1", che & integrabile essendo continua. Applicando (5.1) ai d,:

1"

len| <

:>Z|cn\ < +00.

nel
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Osserviamo ora che essendo le funzioni e,, costantemente di modulo uno si ha

d 1
> levenll = Sl = X 22 <> I < o

nel nez nGZ

dove nel penultimo passaggio si ¢ usata la (5.1) per i d,,. Abbiamo quindi verificato la
convergenza totale della serie di Fourier, da cui la tesi. O

Dai teoremi scritti sopra si ricava il seguente risultato, che dice che se due funzioni
hanno gli stessi coefficienti di Fourier allora devono coincidere. E interessante notare che
non serve per questo che le funzioni siano somma delle loro serie di Fourier (cosa che, per
quanto detto prima, richiede ipotesi ben piu forti).

5.1.8 Proposizione. Siano f e g in L'([0,T]. Se

T T
/ ft)e ™ot gt = / g(t)e "ot dt Vn € Z,
0 0

allora f = g in LY(0,T), cioé f(t) = g(t) per q.o. t. Se poi f e g sono continue allora
coincidono ovunque.

Dimostrazione. Prendiamo una funzione ¢ di classe C* e siano una ¢, = > .,  prey le
sue approssimanti di Fourier. Per il teorema (5.1.7) si ha che ¢,, — ¢ uniformemente (per
quanto abbiamo dimostrato basterebbe che esista ¢” continua). Ne segue:

0= o [ (gt = [ 0) - o)t

Yt — / (F(t) — 9(t)8(0) dt.

k=—n
Dunque:
T —
| w0 -sma@ae =0 voec(o.7)
0
che ¢ sufficiente (vedi la 4.3.4) per avere f = g quasi ovunque e cioe la tesi. O

I teoremi precedenti, per quanto utili e interessanti, non gettano piena luce sulla con-
vergenza delle f, a f. In realta, le f,, sono le “proiezioni” in L? di f su E,, come vediamo
ora (vedi la figura (5.1)), per cui la convergenza “giusta” da cercare ¢ (in generale) sara
quella in Lz,,.(T).

per
5.1.9 Proposizione. Sian € N. La funzione f,, sopra introdotta ha le sequenti proprieta:
o f,EE,;
e per ogni g in E, si ha (f — fn,g9) =0;
e per ogni g in E, si ha:
1F =gl = I1f = fulls + 1fo = gll5 (5.3)

e quindi f, ¢ l'elemento in E, che ha minima distanza (L*) da f;

e si ha inoltre

115 = Ifalls + 1 = fall3
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Dimostrazione. La prima affermazione e ovvia. Per dimostrare la seconda basta notare
che per ogni j tra —n ed n:

n

(furei) = > (arer,e;) = ¢ (ej,€;) = Te; = (f,e;) .

k=—n

Dunque (f — f,,e;) = 0; ne segue che se g = > Aje; si ha (f — f,,9) = 0.

j=-n
Dimostriamo (5.3); presa una g in F,:

1= alls = I(F = ) + (Fa = D)l = {(f = fo) + (Fu = 9). (f = fu) + (fa — 9)) =
1] = Falls +2Re{F = fu fu = ) + 1 = glls = 1 = Julls + 1w = ll3
perché (f, —g) € E, e quindi & ortogonale a (f — f,,). Ne segue che || f — g[|3 > || f — full3

e l'eguaglianza vale esattamente quando g = f,,; dunque f,, e il punto in F,, di minima
distanza da f. Per dimostrare I'ultima relazione basta prendere g = 0 in (5.3). O

f_fn

?/ en

<>
=

I

- RN

Figura 5.1: La proiezione di f su F,

5.1.10 Osservazione. Siha T Y e, > < || f3; inoltre

n=—oo

+00
L2
fo == Fe =T ) leal®

n=—oo

Dimostrazione. Notiamo che, per la 5.1.1 si ha

n 2 n
Z cker|| = Z CCh (€k, €n) = Z |ex[*T
2

k=—n k,h=—n k=—n

2
1fally =

Usando 'ultima delle 5.1.9 si ricava

n

o alPT +1If = falls = 1£115

k=—n
da cui seguono entrambe le tesi. O

Vediamo ora che le f,, “a qualcosa convergono”.
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5.1.11 Proposizione. Sia assegnata una successione (cg)gez di numeri complessi tali che
+o0 n L2
_2: |ca|? < +o00. Allora esiste una funzione g di L2, (T) tale che gy, == k_z Ckep — ¢

per n. — o0. Inoltre:

1 =
= (g,ex) per ogni k € Z, lgll5 = Tn;oo e

Dimostrazione. Dimostriamo che (g,) € una successione di Cauchy in L2, (7). Siano
n > m interi, allora, per 'ortonormalita degli e;:

2 2
lgn = gmlls = || D cver— D anerl| = || D ael| = D lal
|k|<n |k|<m 9 m+1<|k|<n 9 m+1<|k|<n
+00 oo
Dire che Y |e,|? < 400 significa che Z len|* < oo e Z lenl? = D |en]? < oo e
n=-—00 n=0 n=-—00 n=0

dunque, fissato € > 0 possiamo trovare un n intero tale che, se m > geqn:

n

n
YoolalP<ef= Y alf<e Vn>m

m+1<|k| m+1<]k[<n

Dunque per n > m > 7 ||gn — gmll, < €, cioe (g,) € di Cauchy. Per la completezza di
L*([0,T1) (gn)n ammette limite g in L2, (7). Ora che abbiamo g fissiamo j intero; si ha

n

(Gn, €j) = Z c (e, e;) = Tc; Vn > j

k=—n
da cui al limite (g, e;) = T'¢c;. Per l'altra proprieta si ragiona allo stesso modo. O
—+o00
5.1.12 Osservazione. D’ora in poi scriveremo g = > cpe, per indicare g & somma della
2 n=—o00

n
. L2 . .
serie in Lzer(T) cioe che > crer — g, per n — +oo. In maniera analoga scriveremo
k=—n

+o00o
= > cpe, per indicare g & somma della serie uniformemente su un qualunque
unif. N——00

intervallo [a, b] di R, cioe che > cxeg unif g (su [a,b]), per n — +o00.

k=—n

5.1.13 Teorema (completezza dei polinomi trigonometrici). Se f ¢ in L2, (T) allora la

successione f, converge in L? a f:

per (

+oo
_ —zwom'
= E ; = =
f z CLCL dove ¢, = f e,) / f(r dr.
2

k=—o00
Inoltre vale 'uguaglianza di Parseval

[ erar=1 3 o

n=—oo

2
Dimostrazione. Per la proposizione 5.1.11 esiste una g tale che f, AN g e tale g ha
la proprieta (g,er) = T'cx. Dato che vale anche (f,ex) = T¢; (per definizione di c)
applicando il “principio di identita” (5.1.8) si ha f = g quasi ovunque, da cui la tesi. [
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Il teorema sopra dice che 'insieme delle funzioni e; con k in Z ¢ una “base ortogona-
le” per Lper(T) che genera ogni elemento di L2 (7). I numeri ¢ si possono quindi pensare
come le “componenti’di f rispetto a tale base.

Ce quindi una perfetta corrispondenza tra le funzioni f di L? (funzioni di energia

+00
finita) e le successioni (¢, )nez con > |c,|* < 400,
n=-—oo
Vediamo ora la versione in R dei risultati precedenti. Supponiamo che f sia in L?_(T)

e sia a valori reali. Siano ¢ i coefficienti di Fourier di f. Allora

cp=(fer) =(f ) <ek7f> (er, f) = (f.er) =

per (

(come vedremo poi vale anche il viceversa). Quindi

+o0o
E crer = Co€o + E Crer + C_pe_) = coeo + E cker + Cr€y) =

n=-—o00 n=1 n=1

+oo “+oo “+oo
co€o + 2 Z Re(cper) = co + 2 Z Re(cg) cos(wokt) — 2 Z Sm(eg) sin(wokt) =

n=1 n=1 n=1

“+oo +00
ag + Z ay, cos(wokt) + Z by sin(wokt)

n=1 n=1

dove:

ap = o = %/Tf(t)dt e per k> 1:
2 r
ar =  2Re(cy) = ?/ f(t) cos(wokt) dt (5.4)
0

2 T
b = —29m(cy) = T/ f(t) sin(wokt) dt
0
Si possono allora ritrovare gli stessi risultati di convergenza trovati nel caso complesso.

5.1.14 Proposizione. Sia f una funzione in L
e (bg)k>1 definiti in (5.4). Poniamo

2 (T) con f a valori reali e siano (ax)k>o

- Z ay cos(wokt) + Z by, sin(wokt). (5.5)

k=0 k=1

Allora f,, converge a f in L2, .(T) (in energia) e si ha
T < T
Hf||3:Ta(2)+§ZaZ+§Zbi- (5.6)
k=1 k=1

Viceversa supponiamo che (ay)r>o € (bx)r>1 siano due successioni di numeri reali tali che

[e.e]

[e.e]
Zai<—|—oo, Zbi<+oo.
k=0 k=1

Allora, definendo f,, come in (5.5), esiste una funzione f in L2, (T) tale che f, 2 f.

per
Inoltre sviluppando tale f in serie di Fourier si ha che i coefficienti dati da (5.4) coincidono

con gli (ag)g>o0 € (bg)k>1 di partenza e vale (5.6).
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5.1.15 Osservazione. Scriveremo di nuovo f = éak cos(kwot) + 2 b sin(kwot) per in-
dicare che le due serie scritte a destra convergono in L? e che f & la loro somma e am-
metteremo anche la scrittura f = ki::)ak cos(kwot) + ]2 br. sin(kwot) per indicare che la
convergenza di entrambe le serie ¢ uniforme su ogni intervallo [a, b] di R.

5.1.16 Osservazione. Un altro modo di vedere le cose nel caso di f a valori reali, e il
seguente. Sia k # 0 e scriviamo ¢, = pre®*. Per le (5.4) si ha a, = 2ppcos(f) e
by = —2py sin(6y) e dunque

ay, cos(wokt) + by sin(wokt) = 2py, cos(wokt + O ).

In sostanza il modulo del coefficiente ¢, ¢ legato all’ampiezza della componente (sinu-
soidale) ay, cos(wokt) + by sin(wpkt) mentre 'argomento di ¢; € legato alla fase di tale
componente.

5.1.17 Osservazione. Dato che le funzioni che consideriamo sono T-periodiche e facile
vedere che i coefficienti di Fourier di f si possono ottenere come

1 to+T )
e L[ e
to

qualunque sia to in R (e lo stesso discorso vale per gli a,,/b,).
5.1.18 Proposizione. Sia f in L., (T). Allora
1. f e reale se e solo se c_y, = ¢ per ogni k;

f € pari se e solo se c_, = ¢ per ogni k;

f e dispari se e solo se c_, = —cy, per ogni k;

f e reale pari se e solo se c_j = ¢, € R per ogni k; questo e equivalente a dire che
b = 0 per ogni k;

5. f e reale dispari se e solo se c_, = —ci € iR per ogni k (cioé i ¢ sono immaginari
puri); questo é equivalente a dire che ap =0 per ogni k;

Dimostrazione. Vediamo prima le implicazioni “=". La prima ¢ gia stata vista prima.
Dimostriamo la seconda supponendo f pari. Usando il cambio di variabile s = —t

T T T
2 f(t)e—iwokt dt _ 2 f(_t)e—iwokt dt _ 2 f(s)eiwoks dS
T

Sl

!

da cui ¢y = c_j. In modo analogo si ragiona se f ¢ dispari. Le altre proprieta seguono
combinando quelle trovate e utilizzando 1’espressione degli ay, bg.

Per quanto riguarda le “<=” dimostriamo per esempio la prima. Se ¢_; = ¢ per ogni
k si ha

+oo
f = Z Cn€n = Co + Z (cnen +Cne,) = co + 2 Z Re(cnen).
2

n=-—o00 n=1 n=1

e quindi f € una funzione a valori reali. Le altre si fanno in modo simile. O]

5.1.19 Definizione. Se f e una funzione e ¢, € R indichiamo con f;, la funzione translata
di to, cioe fto (t) = f(t — to)
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2

5.1.20 Proposizione. Siano f in L, .(T) ety in [0,T], e chiamiamo ¢, i coefficienti di

Fourier di fy,. Allora ¢, = e~"“otokey.

Dimostrazione. Con un semplice cambio di variabile nell’integrale

T T—t
C* — l f(t —t )e—iwgkt dt _ l 0 f(T)e_iwok(T-f—to) dt —
T, 0 T

—to

e~ iwokto

T

T
/ f(T)efinkT dt —_ e*iWOtokck.
0

5.1.21 Proposizione. Sia (¢,)nez una successione di numeri complessi tale che

+oo
Z |en|? < +oo

n=—oo

+00

e sia f in L2, (T) la somma della serie di Fourier associata ai cp: f = 3 cqen.
2 n=—o0

+o00o +o00o
e Sesiha Y. |cu| <400, allora f é continua, T-periodica e f = . cye,.

n=-—o0 unif. p="co

+00 oo
e Se > n|c,| < +oo, allora f ¢CY, f ed f' sono T-periodiche, f = . cpe, e

n=—o00 unif. p="oo
+o0o +o0o
/ / .
= > cuel, = > cpiwgne,.
unif. =00 n=-—o00

+o0 .
e In generale, seh € Ne Y. nllec,| < +oo, allora f ¢ di classe C", f9) ¢ T-periodica
A o e .
e fU = 3 cei = 3 culiwgn)e,, per tutti i j =0, ..., h.

unif. pn="co n=-—o00

+00
Dimostrazione. Supponiamo che Y |c,| < 4+o00. Allora, dato che le funzioni e,, hanno
n=—oo

modulo costantemente eguale a 1, si ha:
+o0 +oo
> lenenllo = Y lenl < +o0.
n=—oo n=—oo

(la norma uniforme essendo fatta su un qualunque intervallo [a,b]) e quindi la tesi segue
dal teorema (2.2.3).

+oo
Supponiamo ora che > nlc,| < 4+00; notiamo che e/, = iwyne, e allora:
n=—00
+o0 +00
D el lle =wo Y nlea| < +o0.
n=—oo n=—oo

e quindi la tesi segue dal corollario (2.2.4) (seconda affermazione). Il caso generale si fa
in modo analogo. []
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Nella proposizione precedente non ¢ mai possibile dimostrare il viceversa. Non e detto
per esempio, come abbiamo gia visto, che se una funzione ¢ continua la serie dei |c,|
¢ convergente. Se ci mettiamo invece nella prospettiva di L? otteniamo una perfetta
caratterizzazione della derivabilitd (sempre nel senso di L?). 1l risulato sotto riguarda
la derivata prima, ma si puo facilmente generalizzare a derivate successive (iterando il
ragionamento).

2

5.1.22 Proposizione. Sia [ una funzione in L,

(T') e siano (cy)nez @ suoi coefficienti di
+o00
Fourier. Allora f ¢ derivabile nel senso di L* se e solo se Y. n?|ec,|? < +o0o. Se questo

n=—oo

avviene, la derivata generalizzata di f é

o0
f = E 1WoNCnen
Lo

n=—0oo

che esiste in L? per lipotesi fatta. Inoltre la funzione f ¢ continua, T-periodica e

+oo
furjf Z Cn€n
n=-—00
n 2
Dimostrazione. Se f, := > cyey allora f, G f. TInoltre f, ¢ di classe C' e f! =
k——
n +00 !
S dwokerer. Se Y. n?len|? < +oo, a causa di (5.1.11), esiste una g tale che g =
k=—n n=-—o00 2
+o0

> dwpncpe,. Per definizione di derivata nel senso di L? tale g ¢ la derivata in L? di f.

n=—oo

Viceversa supponiamo che esista f” derivata di f nel senso di L?. Per definizione esiste
. . . . L?
una successione (f,), (non necessariamente quelle di prima) con f, di classe C!, f, — f
L2 . . .
e fi — f'. Fissato k in Z si ha:

—twokt t=T
/T fn(t)eiikwt dt — [fn(t)e k :| 1 /T f/l(t)e,iwokt dt
0 0

. +-
—1kwo o wok

~~
=0

(abbiamo integrato per parti e sfruttato la periodicita). Facendo tendere n — +oc:

iwok / flt)e ™ot dt = / f(t)e ok d
0 0

(la convergenza L* implica la convergenza degli integrali). Dunque i coefficienti di Fourier
di f’ sono iwpkcy,.
Per vedere I'ultima proprieta notiamo che

o B o n|cy| < =1 |
nz_:oo|cn|—nz_:oo—n _nz_:ooﬁ n|cy| —1—@ < 400

(abbiamo usato la disuguaglianza ab < (a? +b*)/2). Possiamo allora usare il primo punto
della proposizione precedente (5.1.21) e concludere che f ¢ continua, T-periodica e la sua
serie di Fourier converge uniformemente. O]
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Notiamo che quanto appena dimostrato ci da un criterio piu debole di quello visto in
(5.1.7) per avere la convergenza uniforme della serie di Fourier.

Concludiamo con un risultato che permette di trovare la somma di una serie di Fourier,
utilizzando i metodi di analisi complessa visti in precedenza.

5.1.23 Proposizione. Siano P e ) due polinomi con grado(P) < grado(Q) — 1. Indi-

chiamo con z1, ...,z le radici di Q. Allora se
Pn)
DY
L2 ool Q(n)
st ha
ezwotz
= —2mi Z Res < ) ez 1,2]‘) per0<t<T (5.7)

(in effetti poter prendere 0o menot =0 ot =T non ha nessuna importanza poiché f é
definita a meno di un quasi ovunque). Notiamo anche che la f ¢ ben definita in quanto,
a causa dellipotesi sui gradi,

Z Pm)|* < 400
n€Z,Q(n)# (TL)
Se poi grado(P) < grado(Q) — 2 ¢ chiaro che
P
Z ﬂ < 400
(n)

n€zZ,Q(n)#0

e dunque f deve risultare continua e deve aversi f(07) = f(T7), in modo che [ estesa
per pertodicita risulti continua.

Dimostrazione. Per quanto visto, posto

= Y T

kEZ,|k|<n,Q(k)#0 Q)

si ha f, LN f. Peraltro da 3.6.23 (usando a = wyt €]0, 27[), si ricava

wwotz

z) e
nll_{&fn = —QWZZRGS( () & = 1,2j) vt €]0, 7.

Dato che la convergenza puntuale quasi ovunque individua il limite L?, ne segue la tesi. [

5.2 Alcuni esempi

5.2.1 Esempio (onda quadra). Sia

f(t)::{l seOStS%

—1 se%<t<T

ed eventualmente estesa per periodicita (con periodo T') a tutto R. Calcoliamo lo sviluppo
in serie di Fourier di f. Applicando le formule si ha:

1
= = dt = 0;
Co T/() 3

N
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e per k # 0:

2
Ck = —
kTo

N

— 1w T/2 —iw T
—iwokt o ]' ! —iwgkt _ 1 € oht . 1 € okt o
e dt — — e dt = — | — — | — —
T T T | —iwok |, T | —iwok /2
i

(e = 1) = (- e ) = (<) - 1)

1
2k

Passando alla forma reale di ha:

1— (1)
ap = 0, bk =2 (/{} )
T
e quindi
L: Z sin(wokt) = - Z sm ((2k + 1)wot)

k=1 k=0

Nelle figure 5.2, 5.3, 5.4 sono riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini
n. Si noti come l'approssimazione (che come abbiamo visto ¢ in energia) diventi cattiva
vicino ai punti di salto anche per n grande.

Figura 5.2: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 10

5.2.2 Esempio (dente di sega). Sia

f(t) =

Figura 5.3: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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_ﬁ =1

Figura 5.4: Onda quadra: polinomio di Fourier di ordine n = 200

Figura 5.5: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 10

123

estesa per periodicita (con periodo T') a tutto R. Per calcolare i coefficienti di Fourier
possiamo usare l'intervallo [—7'/2,7/2] invece di [0,7], notando che f(t) = t in tale

intervallo. Si ha allora:

T
S -
CO—T _%t = U]

e per k # 0 (integrando per parti):

1ofE o L fteoR]E 11 fE
== | teoM = — — okt gy —
* T/g6 T{—iwgk]_T+Tiwok/ge
2

- T —iwokL | T iwokT . .

L 5¢€ Pt gete P — g T kU
— 0= S e G L
27 k + 47Tk;(e e = (=1) 2k ) wok

Passando alla forma reale di ha:

T 2
=0 b = —(—1)fF = = —(—1)"—
=0 b= =g
e quindi
T (D8
f(t)i—;; k: sin(kwot).

Nelle figure 5.5, 5.6, 5.7 sono riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini n.

Anche in questo caso I'approssimazione non € molto buona vicino al punto di salto.
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Figura 5.6: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 50

Figura 5.7: Dente di sega: polinomio di Fourier di ordine n = 200

T T T
5.2.3 Esempio (onda triangolare). Sia f(t) := [t| — — se —= < ¢ < 7 estesa per

4 2 -
periodicita (con periodo T') a tutto R. Si ha:

1 (3 2[5/ T 2 [ TH]?
— nat== [ (t-=)a==|2-=| =0
T %f() T/O < 4) T{Z 4}0 ’

e per k # 0 (si usa 'integrazione per parti):

T T/2
1 5 T (|t| o ) —iwokt
— t _ —zwokt dt
* T/T <|| 4)6 T —iwok i
2 -T/2
11 0 11 7
- -1 —iwokt dt — = / 1 —iwokt dt =0
T —iwok /_72“( )e T —iwok 0 (+ )e +
L /0 e—iwokt b /g e_i""okt d 7 e—iwokt 0 - e—iwokt _% _
2k _% 0 2wk —ink _% —in]ﬂ 0
1 . . 1 T
1 ikm —szr_lz _119_1: _]_k_l
2mwok? ( ten e ) muok2<( ) ) 27r2k:2(( ) )
Passando alla forma reale di ha:
T
ar =0, eper k>0 ak:W((—l)k—l), by =0
e quindi
_ L i cos(kw t) A i 5 cos((2k + 1)wot).
fz 2 0 2 0

k=1 k= 0
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-6 -4 -2 2 4 6
-1+t

Figura 5.8: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n =5

-6 -4 -2 2 4 6
_1,

Figura 5.9: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 10

T X 1
Dato pero che la serie dei moduli dei coefﬁmentl — Z m e convergente si puo
dire che
2T 1
ft) = —— ——— cos((2k + 1)wot)

unif. 71'2 om0 (2]{,’ + 1)2

e in particolare la serie sopra converge a f(t) in ogni t. Nelle figure 5.8, 5.9, 5.10 sono
riportato i grafici dei polinomi di Fourier di diversi ordini n. Stavolta ’approssimazione
¢ nettamente migliore (per ordini n anche piu bassi dei precedenti). A cercare il pelo
nell’'uovo c¢’e qualche problema nell’approssimare gli spigoli, che sono sempre un po’ tondi
nelle approssimanti. Si puo anche notare che la serie delle derivate e

D

k=0

P 1

2 2k +1)2

( [ (2k 4+ 1)wp sin((2k + 1)wot)]
k=0

Sln ((2k 4+ Dwot),

>1|4>

che ¢ la serie di Fourier dell’onda quadra esaminata nel primo esempio. Dunque 'onda
quadra ¢ la derivata in senso di L? dell’onda triangolare. Osserviamo che quest’ultima
non ¢ C! dato che non ¢ derivabile in zero.

5.2.4 Esempio. Sia f(t) = t* per —Z <t < L (estesa per periodicita su tutto R). Si ha:
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/o

Figura 5.10: Onda triangolare: polinomio di Fourier di ordine n = 50

e per k # 0 (integrando due volte per parti):

T

T T

1 Qte—iwokt % 1 % Qe—iwokt
0+ — |/ S
T [ wak? }_ T /_T w3
2

N

2 T?
— (-1 = —1)k.
w8k2( ) 27T2]€2( )

Passando alla forma reale di ha:

T

= 2 —iwokt] 2

Cr :l /2 t2€—iwokt dt = l {ﬂ ’
-z —iwok | _

1 T
ote Wkt qp —

2

T (.Uok‘

1 T —ikT T ikm
Tw2k2 2—6 + 256 +0=

T2 T2 -1 k
aozﬁ, eper k>0 akzﬁ%, b, =0
e quindi
T2 T2 = (—1)F
f(t) = =3 —i— 12 cos(kwot)
1 :
Dato che = < +o00 si deduce
T2 T2 o -1 k
ft) = i 12 —i— ( k2) cos(kwot)

k=1

(e in particolare la serie converge puntualmente a f). Se T'= 27 si ha allora:
ﬂ' oo

Calcolando il tutto in £ = 0 e rispettivamente in ¢t = 7 si ritrovano le formule:

cos(kt) su [—m, 7]

—~ (-1)F =~ 1 n?
Z k12 ;k2_6

k=1

Riportiamo anche per questo esempio (vedi figure 5.11, 5.12, 5.13) i grafici di alcuni
polinomi di Fourier approssimanti - la situazione ¢ simile a quella dell’onda triangolare.
In effetti la funzione f che stiamo esaminado non ¢ C! (anche se la formula f(t) = ¢
potrebbe suggeriere che lo sia). Per capirlo dobbiamo ricordare che la f & definita su
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Figura 5.12: f(t) = t* — w?/3: polinomio di Fourier di ordine n = 10

tutto R e vale t2 solo in [—T'/2,T/2], mentre fuori da questo intervallo & estesa in modo
da risultare periodica di periodo T' (come & chiaro dai grafici delle approssimanti). Vista
cosi e chiaro che f non e derivabile nei punti +7'/2. In effetti se calcoliamo la serie delle
derivate troviamo

T2 K (—1)F 2T = (—1)F
— [—kw sin(kwot)] = ——
m k=1 k2 g k=1

sin(kwot).

I coefficienti di quest’ultima serie sono solo a quadrato sommabile (mentre non sono
sommabili) e quindi la derivata c’¢ solo nel senso di L.

Concludiamo il paragrafo osservando che, negli esempi 3.6.24, 3.6.25 e 3.6.26 si sono

Figura 5.13: f(t) = t* — 7/3: polinomio di Fourier di ordine n = 50
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in pratica trovato che

cosh(wot — )

1 iwont _ .
0= 5 = ) == )
ft) = Z %eiwom = f(t) = @ — wt + W—Q in [0, 77,

n€Z,n#0 n 2 3
ft) = Z %e’wo”t = f(t) = i(m — wot) in [0, 7.
n€Z,n#0

(usando a = wyt e la proposizione 5.1.23). Il primo degli esempi sopra si puo generalizzare

cercando I'espressione di

ezwo nt

ft) 1:Zm

neZ
per b > 0. Ragionando come nel caso b =1 si ha (per 0 <t <T):

‘ 1 eiwotz ‘ 1 eiwotz )
f(t) = —2mi (Res (,22 T o 1>bz) + Res (22 T2 ez — 1’ —bz)) —

1 ez’wotz 1 eiwotz T e—bwot ebwot
T ([226271-12_ 1:|zbl+ |:22€2mz_1:|z—bi) b (€2b7r_1 e?bﬂ_l)

- ( ebwot e —bwot > B ( eblwot—m) eb(wotﬂ)> B Wcosh(b(wot—ﬂ))

b \e2r _q + 1—e2m ]~ p \ehm—ebn * ebm — e=br b sinh(brr)

Possiamo anche passare alla derivata e trovare

, iwgneont
(@) = % PN
da cui
N et 1 mhwgsinh(b(wet — 7)) | . sinh(b(wet — 7))
% et iwo b sinh(br) - sinh(br)

Un altro caso trattabile in questo modo ¢ il calcolo di

+oo eiwont
f(t) o R per b ¢ Z.

n=—oo

Usando sempre la stessa formula, per 0 < ¢t < T, su ha:

‘ 1 eiwotz . eiwotz . eiwobt
f(t) = —2mi Res S PR b = —2mi G — = —QWZT =
Z_beﬂzz_l 67rzz_1zzb eﬂ'l_l
eiwobt—ﬂ'bi eib(wot—T()
—2m—— = | —-nT—|.
embi — g—mbi sin(7b)

5.3 Serie di Fourier con soli seni o soli coseni.
Funzioni nulle agli estremi

T
In questo paragrafo fissiamo 7" > 0 e poniamo @ := T (cioe la meta della frequenza

angolare considerata nel paragrafo precedente).
Dato k intero positivo indicheremo anche con sy, : [0, 7] — R le funzioni si(t) := sin(wkt);
notiamo che le funzioni s, sono nulle in zero e in T, qualunque sia k.
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5.3.1 Teorema. Sia f una funzione in L*([0,T]) a valori reali. Poniamo, per k > 1

g = % /0 F(O)se(t) dt = % /0 £(¢) sin(kat) dt (5.8)

Allora

UnpS
F= S us,
n=1

o . e L2
(cioe, come al solito, Y ugsy — f per n — oo). Inoltre
k=1

T - 2 2 _ ’ 2
g2 =lli= [ ora

o0
Viceversa supponiamo che (uy),>1 sia una successione di numeri reali tali che > u? <
n=1

+00. Allora esiste un’ unica f in L*([0,T)) tale che f = " uns, e vale la relazione (5.8).

Ly n21
Dimostrazione. Estendiamo f a [—7,7T] in modo che sia dispari, ponendo
< ft) setel0,T]
—f(—=t) sete[-T,0]
Per i risultati del paragrafo precedente

n

f(t) = Z ay cos(wkt) + Z b sin(wkt)

L
> k=0

ma essendo f dispari tutti gli a; sono eguali a zero, mentre

/f t) sin(wkt) d :—/f t) sin(wkt) d

Allora, per quanto detto nel paragrafo precedente, f Z UnSy in [=T,T]. In particolare,

L_

restringendo tutto a [0,77] si ha che f = > Upsy, in [0, 7). Inoltre
2 k=1

o0

2_@00 2 _ T~2 _ g 2
T;un— 5 ;bn_/Tf(t)dt_Q/o F2(t) dt

da cui la formula con I'energia per gli u. Per il viceversa basta applicare il viceversa di
5.1.14 sull’intervallo [-T,T] e restringersi a [0, 7. O

Nello stesso modo si puo sviluppare rispetto ai coseni. Per ¢ € [0, T] indichiamo con
ci(t) := cos(wkt) (notiamo che ¢, (0) = ¢, (7") = 0); allora vale anche il teorema seguente.

5.3.2 Teorema. Sia f una funzione in L*([0,T]) a valori reali. Poniamo, per k intero

_ %/OT F(t) cos(kot) dt se k£0, vy = %/OTf(t) dt. (5.9)



130 CAPITOLO 5. SERIE DI FOURIER

Allora -
f L:2 ZO Up,Cp-

Inoltre

T & T
s +Td == [ R
n=1

o
Viceversa supponiamo che (v,),>1 sia una successione in R con Y. v2 < +oo. Allora
n=1

esiste una funzione in L*([0,T)]) tale che f = Y v,c, € vale la relazione (5.9).
2 n=0

Dimostrazione. Basta prolungare f a f definita su [T, T] in modo che f sia pari e imitare
la dimostrazione precedente. O

Analogamente a quanto fatto nel paragrafo precedente si hanno delle proprieta di rego-
larita della funzione f a seconda della sommabilita degli u,,. Non diamo la dimostrazione
dei seguenti risultati che e simile a quelle fatte nel paragrafo precedente.

oo
5.3.3 Proposizione. Sia (u,),>1 una successione di numeri reali tale che > u? < +00
n=1

oo
e sia f = > UpSy.
n=1

o Se Z |un| < +o0, allora f é continua, f = Z ups, € f(0) = f(T) = 0.

n=1 un

nlu,| < +oo, allora f ¢C', f = iunsn, f(0) = f(T)=0¢ef =

1 unif. ;-1 unif.

gL

o Se

S
Il

o)
’ ~

nS, = E nwWu,Cy, .

1 n=1

8
<

3
Il

o

e In generale, dato un intero h, se > n"|u,| < +oo, allora f ¢ derivabile h volte e
n=1

tutte le derivate di ordine minore o equale ad h sono continue. Di tali derivate quelle

ordme pam' (compresa la funzione) sono nulle agli estremi dell’intervallo. Infine
Z Ups) (che é una serie di seni o di coseni a seconda che h sia pari o

unzf n—
dzspam

o0
5.3.4 Proposizione. Sia (v,),>0 una successione di numeri reali tale che Y v2 < 400

n=0
o
e sia f:= > v,Cy.
L2 n=o
(o)
o Se > |v,| < 400, allora f é continua e f Z UnCh .-
n=0
o (0]
e Se > nlv,| < +oo, allora f ¢ C!, Z UnCn, f’ Z UpCl = — Y NWUS,
— un n=1

e £/0) = /(1) =

e In generale, dato un intero h, se Y n"|v,| < +oo, allora f ¢ derivabile h volte,
n=1
tutte le derivate di ordine minore o equale a h sono continue. Di tali derivate quelle
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di ordine dispari sono nulle agli estremu dellintervallo. Infine fﬁj) = > vnc,(qh)
unif. ;—1

(che é una serie di coseni o di seni a seconda che h sia pari o dispari).
Le proposizioni seguente sono analoghe alla (5.1.22)
5.3.5 Proposizione. Sia f una funzione in L*([0,T]) e siano (u,)n>1 i coefficienti definiti

+o00o 00 00
come sopra. Se Y n*u? < +oo allora f ha derivata in L* e f' = > uys, = Y. n@u,c,.
L
n=1 2 n=1 n=1

Inoltre f & continua, f = > uys, e f(0)= f(T)=0.

unif. 1
“+o00
Pit in generale se h ¢ un intero positivo tale che > (n"u,)* < +oc allora f ha derivata
n=1

di ordine h nel senso L* e f = ni—o% s (che é una serie si seni o di coseni a seconda
se h & pari o dispari).

Inoltre fU) ot ni—o% unsy per j=0,....h—1e fO0)=fO(T)=0sej=0,...,h—1,
J € pari.

5.3.6 Proposizione. Sia f una funzione in L*([0,T]) e siano (v, )n>0 @ coefficienti definiti

+oo 00 00
come sopra. Se > n*v: < 400 allora f ha derivata in L? e f' = > v,c, = > nwv,s,.
Ly n—1

n=0 n=1
oo
Inoltre f & continua e f = > v,Cy.
unif. 1
+o0
Piti in generale se h ¢ un intero positivo tale che > (n'v,)? < +oo allora f ha derivata
n=0

o0

. . h \ . . . . .

di ordine h nel senso L? e fW = Y vnct) (che é una serie si coseni o di seni a seconda
L2 p=1

se h & pari o dispari).

Inoltre fO) = > uned perj=0,... h—1c¢ fO0) = fO(T)=0sej=0,...,h—1,
unif. ;-1
j e dispari. Quindi nel caso j = 2 la derivata prima € continua e nulla agli estrems.

5.4 Esempi di applicazioni a problemi differenziali ai
limiti

Sia T' > 0 e poniamo wy := —. Consideriamo il seguente problema differenziale, dove a,

b e ¢ sono numeri complessi con a # 0.
ay’ +by +cy=f in [0, 7], P,
f

y(0) = y(T),y'(0) = y'(T).

dove f : [0,7] — C ¢ una funzione assegnata e l'incognita ¢ la funzione y. Mostreremo
ora come, utilizzando le nozioni fin qui introdotte, si possa risolvere il problema sopra, in
un senso generalizzato, per dei dati f molto generali. Si puo poi indagare se, mettendo
delle ipotesi piu speciali su f, la soluzione y risolva il problema nel senso usuale.

5.4.1 Definizione. Sia T' > 0 e sia f in L?*([0,7]). Diciamo che y ¢ una soluzione del
problema (Py) nel senso dell’energia, se y & in L*([0,T7]), y ha derivate prima e seconda
nel senso di L?, y, y' e y” verificano la relazione scritta nella prima riga di (Py) e vale
la condizione al bordo espressa nella seconda riga di (Pf). Notiamo che la condizione al
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bordo ha senso in quanto se y ¢ derivabile due volte nel senso di L? essa e la sua derivata
devono essere continue e dunque se ne possono prendere i valori in 0 e 7.

Quindi,se y & una soluzione nel senso dell’energia, essa puo non essere derivabile due
volte in senso usuale ma & sicuramente di classe C'.

Per quanto segue conviene introdurre il polinomio caratteristico associato all’equazione
differenziale scritta sopra: P(z) := az? + bz + ¢

5.4.2 Proposizione. Supponiamo che non ci sia nessun k € Z tale che P(iwgk) = 0.
Allora si hanno i fatti sequenti.

1. Il problema (Py) ha soluzione per ogni f in L*([0,T]).

+o00o
2. Se f = > cney allora la soluzione y ¢ data da

2 n=—o
“+00
- . n
L Piwgn
2 2=, Pliwon)

e quindi la soluzione € unica.

+o00 +o00
3. Se f = Yo onen con Y en] < 400, allora y ha derivata seconda continua (cioé
2 n=—o00 n=—00
la soluzione ¢ C?) e periodica e verifica l'equazione in (Py) nel senso usuale. Pit in
+oo
generale se Y. n"|c,| < +oo per h >0, allora y € C"*2,

n=—oo

5.4.3 Proposizione. Supponiamo che ci sia un solo intero relativo ko per cui P(iwgko) =
+00
0. Sia f in L*([0,T]) e supponiamo che f = > cpen. Allora si hanno i fatti sequenti.

2 n=—o0

1. Il problema (Pf) ha soluzione se e solo se cx, = 0.

2. Se cy, = 0 allora le soluzioni y hanno la forma

Cn T

Yy = E . €n C €k,

L P(iwgn
? n€Z,n#ko ( 0 )

per un arbitrario numero ¢ (dunque non c¢’é unicita).

+o00
3. Seck, =0ese > |cn| < +oo, allora ogni soluzione y ¢ C* e verifica l’equazione
n=-—o0o0
+00

in (Pf) nel senso usuale. Piu in generale se Y, n'|c,| < 400 per h > 0, allora

n=-—oo
y € Ch+2.

+o0o
Notiamo che, se definiamo Xy, = { > cnenicr, = 0}, allora possiamo dire che per
n=—oo

ogni f in Xy, esiste unica una soluzione y in Xy, .

Dimostrazione delle due proposizioni. Supponiamo che ci sia una soluzione y ed estendia-
mo tale y a tutto R in modo che sia periodica di periodo T'. Non ¢ difficile vedere (ma lo
omettiamo) che a causa della condizione al bordo la y cosi estesa ¢ ancora derivabile due

volte in senso di Lfm(T ). Allora possiamo scrivere

1
= n®n d n — — ;s €n) .
Y= me ove = = (Y, €n)

nez
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Dato che esiste la derivata seconda nel senso di L2 ,.(T') si ha:

/ . /] 2. 2 2 2
Y = > iwonynen, Y = > —win’ e, e Y [Pyl < +oo
? nez ? nez nez

Dato che vale 'equazione, cioe che ay” 4 by’ + cy ed f sono la stessa funzione in L2, (T),
allora hanno gli stessi coefficienti di Fourier, quindi per ogni n intero relativo:

Cn = —wWnary, + iwenby, + v = Piwon)v,. (5.10)

Se tutti i numeri P(iwyn) sono diversi da zero, allora -, ¢ individuato univocamente da

Cn

"= Bliwon) (5.11)

Se invece c¢’¢ un ko per cui P(iwgko) = 0 allora per la (5.10) si deduce che ¢, = 0 ( e
quindi questa condizione ¢ necessaria per la risolubilita). Se ¢, = 0 allora qualunque =
verifica la relazione (5.10) con n = ko, mentre per n # ko ¥, ¢ univocamente determinato
da (5.11).

Viceversa supponiamo che f verifichi (I’eventuale) condizione di compatibilita, che i coef-
ficienti +, siano dati da (5.11) (con eventualmente -, indeteerinato, se P(iwgko) = 0).

Allora e chiaro che si puo trovare una costante K tale che < K e dunque:

(twon)

n’c,

2
_rn < K2 . 2 <
P(iwgn)| — Z len]” < o0

n€Z,n#ko

Yoo twl= )

neZ,n#ko neZ,n#ko

Questo significa che y = »_ yne, & ben definita il L2, (T) e che ha derivata seconda in
2 nez

L2..(T). Dato che i suoi coefficienti verificano (5.10), allora y risolve I'equazione e dato che

per la 5.1.21 y e 3/ sono continue e T-periodiche & anche verificata la condizione al bordo.
+o00
Per quanto riguarda I'ultimo punto della tesi basta notare che, se > nl|c,| < +oo

n=—0o0
C?’L

“+o0o
I hez|_Tn__
allora > n P (i)

n=—oo

< +00 e applicare la 5.1.21. O

Nello stesso modo si tratta 'ultimo caso rimasto.

5.4.4 Proposizione. Supponiamo che ci siano ki, ks € Z con P(iwgk,) = P(iwgks) = 0.
+o0
Sia f in L*([0,T)) e supponiamo che f = > cue,. Allora si hanno i fatti sequenti.

2 n=—o

1. 1l problema (Py) ha soluzione se e solo se ¢y, = ¢, = 0.

2. Se cp, = cg, = 0 allora le soluzioni y hanno la forma

Cn
Yy = E ———e, +cey, +dey,
Ly P(iwgn)
neZ,n#k1,n#ka
per arbitrari ¢ e d.
+oo
3. Secy, =cp =0 ese > |, < 400, allora ogni soluzione y ¢ C? e verifica
n=—00
+oo
Uequazione in (Pj) nel senso usuale. Piu in generale se Y. n'|c,| < +oo per
n=—o00

h >0, allora y € C"*+2.
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+oo
Anche in questo caso, se definiamo X := { Y pen ik =y = 0}, possiamo dire che
n=-—oo

per ogni f in X esiste unica una soluzione y in X.

5.4.5 Esempio. Fissiamo per semplicita T" = 27. Consideriamo A reale e f a valori reali.
Allora il problema

v+ y=f in [0, 27],

y(0) = y(2m),y'(0) = y'(2m).
ha soluzione (nel senso di L? ) unica per ogni f in L*([0, 27]) se e solo se A # k? per ogni
k intero (basta controllare i k positivi dato che c¢’¢ il quadrato).
Per esempio se A < 0 ¢’¢ soluzione per ogni dato f in L*([0, 27]).

Se invece A = k2 per un intero ko # 0 allora esiste soluzione se e solo se i coefficienti ¢y, e
c_k, relativi a f sono zero; cioe equivale a

/%f@aM%ﬂﬁ:Q /%f@am%wﬁ:o

Se infine A = 0 c’e soluzione se e solo se ¢y = 0 cioe se

%ﬂwﬁ:Q
0

In questi casi la soluzione y non e unica, ma lo diventa se si impone che verifichi

/27r y(t) cos(kot) dt = 0, /27T y(t) sin(kot) dt = 0.

27
/ y(t)dt = 0.
0
nel caso A = 0.

In tutti casi la soluzione y e continua, derivabile, periodica con derivata periodica, mentre
per avere che esiste la derivata seconda in senso usuale bisogna avere qualche proprieta in
piu su f, per esempio che i coefficienti di f diano una serie sommabile.

nel caso ko # 0 oppure

Consideriamo ora un problema con condizione zero agli estremi. Non facciamo la
dimostrazione che ¢ analoga a quella della 5.4.2.

T
5.4.6 Proposizione. Sia T' > 0 e poniamo & = T ricordiamo che s, (t) = sin(wnt).

Siano X reale e f in L*([0,T]) a valori reali. Diremo che y ¢é soluzione del problema

YNy = in[0,T],
(P7)
y(0) = y(T) = 0
sey € L*([0,7]), y ¢ derivabile due volte nel senso di L?, y vale zero agli estremi e vale
l'equazione scritta in (P}). Notiamo che dire y(0) = y(T) = 0 ha senso in quanto (avendo
derivata seconda in L?) y ¢ continua.

Allora il problema (P}) ha soluzione unica per ogni f in L*([0,T]) se e solo se A # &*k?
per ogni k > 0 intero (nota che il risultato é diverso da quello dell’esempio precedente,
dato che lintervallo ¢ cambiato). Tale soluzione é data da

oo U o
n
Yy = g ————S, dove f= g Uy S,
Lo A—@n?2 " Lo
n=1 n=1
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Se invece X = W*k2 per un intero ko > 0 allora esiste soluzione se e solo se il coefficiente
ko-esimo relativo a f é zero, cioé se e solo se

/ ") sin(koist) dt = 0.

In questo caso la soluzione y non € unica, ma lo diventa se si impone che verifichi

/ " (0) sin(ko@t) dt — 0.

(potendosi in generale aggiungere a tale soluzione usy, con u in R).
In tutti casi la soluzione y ¢ continua, derivabile e nulla in 0 e in T dunque effettivamente
verifica la condizione agli estremi. Come nel caso precedente per avere che esiste la deri-

vata seconda in senso usuale bisogna avere qualche proprieta in piu su f, per esempio che
o

7 Jug| < +oo.

n=1

In maniera analoga si tratta un problema con condizione di derivata nulla al bordo.

5.4.7 Proposizione. Sia T' > 0 e poniamo @ := %; ricordiamo che c,(t) = cos(wnt).

Siano A reale e f in L*([0,T]) a valori reali. Diremo che y ¢é soluzione del problema

y'+dy=f in [0, 77, 1

/ ) _ (Pf)

Y(0) = /(T) = 0

sey € L*([0,7]), y & derivabile due volte nel senso di L?, y, y' vale zero agli estremi e

vale l'equazione scritta in (P}). Notiamo che dire y (0) = y/(T) = 0 ha senso in quanto
(avendo derivata seconda in L?) y' ¢ continua.

Allora, il problema, (P}) ha soluzione unica per ogni f in L*([0,T]) se e solo se X # &*k?
per ogni k > 0 intero. Tale soluzione é data da

o0 [e.e]
dove f:Evc
Z)\ D22 n o 0"”
n=

n:0

“II

Se invece A = djzk‘g per un intero ko > 0 allora esiste soluzione se e solo se il coefficiente
ko-estmo relativo a f € zero, cioé se e solo se

T
/ f(t) cos(kowt) dt = 0.
0
In questo caso la soluzione y non € unica, ma lo diventa se si impone che verifichi
/ y(t) cos(kowt) dt = 0.
0

(potendosi in generale aggiungere a tale soluzione vcy, con v in R). Anche in questo caso
la regolarita di y aumenta se si hanno informazioni aggiuntive sulla sommabilita dei (vy,).
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Capitolo 6

Trasformate di Fourier e Laplace

6.1 La trasformata di Fourier in L' e in L?

In questo paragrafo introdurremo la trasformata di Fourier per funzione definite su tutta la
retta, senza ipotesi di periodicita. Per intuire un collegamento con le serie di Fourier (fatta
per funzioni periodiche) facciamo un ragionamento “formale”. Prendiamo f : R — C e,
fissato 7" > 0, consideriamo i coefficienti di Fourier relativi all’intervallo [—7"/2,T/2];
cio equivale a dire che consideriamo la funzione T-periodica fr che coincide con la f di
partenza tra —7T/2 e T/2, e sviluppiamo fr in serie di Fourier. Come abbiamo visto i
coefficienti sono

1 T/2 T/2

=7/, f(t)emotdt = 22 s F(tyemmotdt = 2,
dove &, := _Téz f(t)em™m=otqdt. e si ha:
too | ¥eo
fr(t) = Z cpe'™0t = py Z en€™ 0wy

La serie scritta sopra si puo interpretare come un integrale di una funzione a scalini:

+oo . w
fr(t) = %/_ é[%]ezwo[%] dw

dato che

w
|:_:| =n se nwy < w < (n + 1)(")07
Wo

e che il fattore wy, essendo pari alla lunghezza dell’intervallino [nwo, (n + 1)wp] “diventa

w
dw’nell’integrale. Mandando T all’infinito wy tende a zero ed essendo w—wy < wp |— | <

Wo

w si ha wy {i] — w. Allora (formalmente)
Wo

T/2

— e_iwo[%o}t - el gt = F(w
2=/, 00 dt - / et = (@)

e (sempre formalmente) fr(t) — f(t), da cui:

L[t

ft) =5 flw)e! dw.

137
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Se queste formule hanno un fondamento (come vedremo di dimostrare ora) esse dicono
che un segnale non periodico si esprime come un integrale di segnali periodici al variare di
tutte le frequenze possibili (non piu sui multipli della frequnza del segnale di partenza).

6.1.1 Definizione. Sia f in L'(R) (a valori complessi). Chiameremo trasformata di
Fourier di f la funzione definita da

flw):= +00 f(t)e ™t dt Yw e R.

6.1.2 Proposizione. Se f € L'(R) allora f ¢ continua e si ha anche

lim f(w)=0.

|w|—00

Dimostrazione. La continuita ¢ conseguenza del teorema 4.1.16, dato che la funzione di
due variabili F(w,t) := f(t)e"** & continua in (w,t), in particolare & misurabile in ¢ ed &
continua in w, e vale la relazione (uniforme in w)

[Flw, ) =[f®)lle™ =1f®)] € L' vt, V.

Notiamo che se ne ricava |f(w)| < f;oo |f(t)] dt per ogni ¢, da cui

1fllee < 1£1l1- (6.1)
Per il comportamento all'infinito consideriamo prima il caso f = 1. Allora
b —jwt 7 t=b —ibw _ —ilaw
f(w) — / e*lwt dt — |:6 . ‘| — ZL
a —w |,_, w

che tende a zero per w — 400. Per linearita la proprieta e vera se f e costante a tratti.
Nel caso generale possiamo trovate una successione ( f,,), di funzioni costanti a tratti tali
che f, — fin L'. Allora f, — f uniformemente su R a causa della (6.1), e dunque per
il teorema di scambio dei limiti 2.1.8 si ha

lim f(w)= lim lim f,(w) = lim lim f,(w)=0.

w—Foo w—rto00 n—o0 n—o00 w—+too

]

6.1.3 Definizione. Indichiamo con CJ(R) lo spazio delle funzioni continue da R in C che
tendono a zero a +oo. In tale spazio consideriamo la convergenza ottenuta mediante la
norma uniforme (si puo vedere abbastanza facilmente che la norma uniforme ¢ una buona
norma in CJ(R)).

6.1.4 Osservazione. E chiaro che, date f e ¢ in L'(R), o, B € C, si ha (af/—l—\ﬁg) = af+4§.
Inoltre per quanto visto nella dimostrazione appena fatta si ha || f|lsc < || f|l;. Dunque
loperatore  F : L'(R) — CY(R) definito da F(f) := f & lineare e continuo (di norma
minore o eguale a uno — si potrebbe anche vedere che tale norma fa uno).

6.1.5 Proposizione. Sia f in L'(R). Allora valgono i fatti sequenti.

1. Set"f(t) ¢ in LX(R), allora f ha derivata n-esima, f™ e CO(R) e

F(w) = F(H) "M (w) = (=)"F("f(1)(w).
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2. Se f ha derivata n-esima nel senso di L' allora

~

F(f)(w) = i"w"F(f)(w) = i"w" f(w).
3. Sety € R allora (fi,(t) := f(t —tg))
Flfu)w) = e F(f)w) = e f(w).

4. Se wy € R allora

(o (@) = F(flag (W) = F( (1)) ().

5. Se a # 0 allora

1 w
F(fa)@) = 70 (3)
6. Si ha
F(Hw) = F(H(-w)
Dimostrazione. 1. Se poniamo F(w,t) := f(t)e"™* si ha
%F(a},t) = —itf(f)e ™, e allora %F(u},t)‘ =t|f(t)| € L*(R)

per cui si puo applicare la seconda tesi del teorema 4.1.16 e derivare sotto il segno
si integrale ottenendo

. d +o0 400 )
f/(w):@/_ F(w,t)dt:/ a—wF(w,t)dt:

oo — 00

/_ (i) f(B)e = dt = F(—it f(1)(w).

[e.9]

Dato che f’ ¢ trasformata di una funzione L' essa appartiene a CJ(R). Abbiamo
dimostrato il caso n = 1, il caso generale si ottiene iterando il procedimento.

2. Supponiamo che f ed f’ siano continue e in L'(R). Allora integrando per parti

—+00

Plwy= [ ferdt=[fHe ]2+
iw +OO FHe ™t dt =0+ iwf(w) = iwf(w).

Si ¢ sfruttato il fatto (che accettiamo senza dimostrazione) che se f, f' € L' allora
f(t) — 0 per t — 400 da cui segue che il primo dei due termini dopo l'integrazione
per parti fa zero.

Nel caso generale, per definizione di derivata in L', possiamo trovare una successione
(fa)n di funzioni in L' con derivata continua f’ in L' e tali che f, — f in L' e
f/ — f"in L'. Applicando la formula sopra alle f, troviamo ]?T’L(w) = jw fn(w);
peraltro a causa delle convergenze L' si ha f;’l — f’ uniformemente e fn — f
uniformemente. Ne segue la tesi per n =; per n generale si itera il procedimento.
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3. Si ha, usando la sostituzione s =t — tg:

—+00 “+oo

fo@) = | fo®e™dt= [  f(t—to)e ™ dt =

+o0 +o0 A
/ f(s)efiw(erto) ds = eitow/ f(s)efiws ds — efitowf(c‘.))'

o0 [e.9]

4. Si ha

— oo )
) = [ et =

00
“+oo

Fro(D)eT 0 dt = f(w —wo) = fuo ().

5. Usando la sostituzione s = at e tenendo conto del fatto che gli estremi si scambiano
se a < 0, si ha:

— +oo ] 1 +aoco ' W
6. Si ha
= too +00 §
fw) = f@edt = [ ferdt = f(-w)
O

6.1.6 Definizione. Data una funzione f indicheremo con f* la funzione “riflessa”, cioe
f*(t) = f(—t). Notiamo allora che, per le (5) e (6) della 6.1.5, si ha

F()=x),  F)=F)r=F)

— N

o anche (f*) = f* e?:?* :F.
6.1.7 Osservazione. Sia f in L'(R), allora si ha che
e f ¢ pari se e solo se f ¢ pari;
e f ¢ dispari se e solo se f e dispari;
e f & reale se e solo se f(—w) = m;
e f ¢ reale pari se e solo se f e reale pari;
e f ¢ reale dispari se e solo se f € immaginaria pura dispari.
Per esempio si ha
fpari:>f:f*:>j?:f*:>f:f*:>fpari,
e analogamente si ragiona per le altre proprieta. Per i viceversa si ragiona al contrario

usando il fatto che vedremo tra breve che (in qualche senso) f = f*
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6.1.8 Definizione. Sia f in L'(R). Per ogni numero reale M > (0 definiamo

M
fu(t) = % /M f(w)e™! dw.

Notiamo che fy = %]—"(f M) = i]—"(f* 1) € quindi fr € CY(R); anzi fu &
di classe C*°, a causa di (1) della 6 L.5.

6.1.9 Teorema. Se f ¢ C' e se f ed f' sono in in L'(R), allora

f@t)= lim fy(t) = lim —/ flw)e™! duw. (6.2)

M—o00 M—o00 27‘(

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ simile a quella di 5.1.5; si ha

fu(t) = %/M ( - fr)et= dT) dw =

—-M

([ [

+00 sin(M(t—7))
m(t—)
(nel secondo integrale, si usa il cambio di variabile s = M (t — 7)):

(si & usato Fubini); dato che per ogni M si ha f dr = 1 possiamo scrivere

ft) = fu(t) = / ) % sin(M(t — 7)) dr =

Oy~ F0) ()
o w(t—71) (Mt )d +/tl w(t—7)

Ol = £(7) sin(M(t — 7)) dr + f@) /M sin(s) ds — 0

m(t—7) T J_um S

sin(M(t — 7)) dr =

— 00

per M — +o0; tale limite ¢ conseguenza del Lemma di Riemann per quanto riguarda il
SO g—10401 — f(7)
w(t—7)

di f in t), mentre il secondo integrale tende a zero perché ha integrale improprio

s
finito. O

primo integrale, dato che ¢ integrablie in 7 ( a causa della derivabilita

sin(s)

. . N . oo p ; N
6.1.10 Osservazione. In generale non si puo scrivere —21 f f(w)e™! dw, dato che non &
s — o

vero in generale che f & in L'(R). Lo si pud fare se f ¢ di classe C* e f, f', f" sono
in L'(R), perche in tal caso w?f(w) — 0 all’infinito (da (2) della 6.1.5), e quindi f & in

LY(R). Quindi in questo caso si pud scrivere f(t) = & f(—t).
Viceversa per l'esistenza del limite puntuale (6.2), puo bastare di meno della derivabilita

di f. In effetti vale il risultato seguente.

6.1.11 Teorema. Supponiamo che f € L'(R), ty € R, f abbia derivata in |ty — 0,to +
5[\ {to} per un opportuno & > 0 ed esistano finiti i limiti f'(ty) e f'(ty). Allora (devono
esistere i limiti f(t$) e f(ty) e)

2 M—oo M—oo 277
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6.1.12 Proposizione. Se f e g sono in L'(R), allora

—+00 —+00

Fgtyde= [ f(t)g(t)dr. (6.4)

Notiamo che gli integrali hanno senso perché gli integrandi sono prodotti di una funzione
integrabile per una limitata.

Dimostrazione. Si ha

“rwama= [ s ([ et ar) dr= ()
/. IRCION )

/_ o) ( _:o F(t)emimt dt) dr — _:O F(r)g(r) dr.

oo

Per poter fare il passaggio (*) si usa il teorema di Fubini, notando che la funzione
f(t)g(T)e™"™ & integrabile su R? dato che (per Tonelli) risulta finito I'integrale del modulo:

[ 1#0aeaar = [ 1r0gliar = [ 170 [ oryr <.
[l

6.1.13 Proposizione. Supponiamo che f e g siano in C*(R) (infinitamente derivabili e
nulle fuori da un intervallo). Allora f e g sono in L*(R) e si ha

“+oo R “+o0 “+00

f(w)j(w) dw = 27 fr()g(t) dt = 2m f{)g"(t) dt. (6.5)

Dimostrazione. Dato che f e g sono nulle fuori da un intervallo si ha, per la (1) di 6.1.5,
che f e ¢ sono infinitamente derivabili. Dato che f e g sono infinitamente derivabili si ha,
per la (2) di 6.1.5, che per qualunque k w*f(w) — 0 e wkg(w) — 0; in particolare f e §
sono in L?. Allora per la (6.4) si ha

oo +oo . +o0
Fwide = [ fogtyd=om [ F(-alt)dt

dove si & usato che f(t) = 2rf(—t), a causa della regolarita di f, come gid osservato in
6.1.10. E chiaro poi che il —t puo passare su g con un cambio di variabile nell'integrale. [

6.1.14 Osservazione. La proposizione precedente si puo interpretare come segue: se f e g
sono in C°(R) si ha:

(£.9) =2m(f.9).
Infatti

(1) = [ i@ = [ fwfe a-

—0o0

—00 —00

In particolare, prendendo f = g (sempre in C2°(R))

R +0o0o R “+oo
12 = / (@) dw = 2 / @R dt =20 12

o0 —0o0
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6.1.15 Teorema. Si puo estendere la trasformata di Fourier F su tutto L*(R) in modo
che (indicando sempre F(f) con f)

—+00 “+oo

(f9)= |  J@i@ide=2x [ fge)de=2m(f.0)

—00 —

per ogni f e g in LA(R). In particolare, prendendo f = g si ha ||f|l2 = V27 ||f| e quindi
F & un’applicazione lineare e continua da L*(R) in L*(R) di norma /2. Inoltre per ogni
fin L*(R) risulta

f=5F(FWN)

21

e quindi F & biunivoca e ha come inversa F ! = %}"*.

Dimostrazione. Data f in L*(R) si puo trovare una successione di funzioni (f,,)nin C°(R)
che tendono a f in L2 Dato che ||fn — fmlls = V27| fu — finll2 si vede che (fy)n ©
una successione di Cauchy in L?*(R) e dunque essa converge a una funzione di L*(R) che
chiamiamo f . Tale funzione ¢ univocamente determinata da f poiché se ¢ e limite di
un’altra successione (g, ), dove (g,), sono funzioni in C°(R) che tendono a f, si ha

If = all= lim [fy = galls = V2r lim || fu—=dulle=|If = flla=0
n—-+o0o n—-+o0o

e dunque g = f . Possiamo quindi chiamare f la trasformata di Fourier di f. E abbastanza
semplice a questo punto ricavare le altre proprieta affermate sopra mediante dei passaggi
al limite. Per esempio, indicando sempre con (f,,), una successione in C°(R) che tende a
fin L2 si ha (per la deﬁn1z10ne d1 trasformata appena 1ntrodotta) che fn — f in L?, da

cui fn — f in L? e infine f — f* in L2 Dato che f, = fn (per la regolarita di f,) si
deduce che f = % f ) m

6.1.16 Osservazione. La trasformata di una funzione L?(R) non & un integrale (a priori
neanche un integrale improprio). Pero

+R

R 2 A
f=(L*— lim f(t)e ™t dt <Cioé : f(t)e ™ dt RGN f) .
-R

R—+o00 _R

Infatti ¢ chiaro che f-1;_g g i [ e quindi, (essendo F continua) si ha F(f-1_gr) — LN

F(f). Siccome
+R

F(f - l-rr) = f(t)e ™t dt

si deduce la tesi. La stessa proprieta vale per I'antitrasformata, cioe

+R +R

f= (L% — lim i f( Ye™t duw <cioé QL f(w)ei”t dw L—2> f) )

R—+o00 2T T J_ R

Esprimeremo allora questi fatti (come facevamo per le serie di Fourier) scrivendo:

+o0 1 +o0

flw) = ferd, (1) =5 | Flw)e™ dw.

Lo 0 Ly 27
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6.1.17 Proposizione. Supponiamo che P e @ siano due polinomi con grado(P) <

grado(Q) — 1 e supponiamo che Q) non abbia radici reali. Indichiamo con z,...,z le
P(t
radici di Q. Allora f(t) = Pl ¢in L*(R) e
Q(t)
( P(Z)efiwz )
— Res | ———, %, sew >0,
A jzlz;.,k < Qz)
flw)=2mig SmE<

> Res (%ez)m, zj) se w < 0.
J=Tok

 Sm(z;)>0

A P
Un’analoga formula vale per Uantitrasformata: se f(w) = ﬂ, dove P e () sono come

Qw)

nel primo caso, allora:

/ P —izt
. 12314 Res( (5)(62) ,zj) set >0,
J=L.
. ) Sm(z;)>0
l) =1 —iz
1 — >, Res Plz)e ™ Zj set <0
=1,...,k Qz) ’ '
[ Sm(i<0

Dimostrazione. Sappiamo per le proprieta della trasformata che

+R . L2 ~
fe ™tdt = f
R

per R — +o00. D’altra parte per i teoremi sui residui si ha che, se si fissa t # 0, allora
f:f f(t)e~ ™t dt tende all’espressione scritta sopra. Dato che la convergenza puntuale
individua il limite L? ne segue la tesi. Stesso discorso per I'antitrasformata. O]

Per F in L*(R) valgono ancora tutte le proprieta enunciate nella proposizione 6.1.5.
Non facciamo la dimostrazione che sarebbe una serie di passaggi al limite (in L? ) delle
proprieta dimostrate. Riportiamo solamente le proprieta che legano derivabilita e somma-
bilitd all’infinito poiche nel caso di L? assumono una forma leggermente diversa (le altre
invece restano identiche pur di sostituire L?(R) a L'(R) ).

6.1.18 Proposizione. Sia f in L*(R). Allora valgono i fatti sequenti.

1. Set"f(t) ¢ in L*(R), allora f ha derivata n-esima nel senso di L* e si ha
F(HM(w) = (=)"F(#" f(2)) ().
2. Se f ¢ derivabile n volte nel senso di L* allora
F(fr)(w) = i"w"F(f)(w);

in particolare w™ f(w) € L2(R).

Il risultato seguente non avrebbe a priori bisogno delle trasformate, ma la dimostra-
zione ¢ assai semplice tenendo conto di quanto abbiamo trovato fin’ora.

6.1.19 Proposizione. Supponiamo che f € L*(R) e f abbia derivata prima nel senso di
L% Allora f ¢ continua e f(t) — 0 se t — +oo.
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Dimostrazione. Dalla (2) della proposizione 6.1.18 si deduce che wflw) = F(f)(w) € L2.
Ne segue che f € L', infatti usando la disuguaglianza di Schwartz

+oo R ) 1
/_OO |f(w\dw—/|w|§1|f(w]dw—l—/|w|21 \wf(w)]mdwg

) ) 1/2 1 1/2
2 —_—
/|w|§1 |f(w] dw + </w21 lwf(w)]” dw ) (/|w|21 3 dw) < +o00.

Dato che f € LY(R) e che f = %}"(f*) si ha f € CJ(R) che ¢ la tesi. O
6.1.20 Esempio. Consideriamo la funzione f(t) := e~ dove a > 0. Allora
A~ Foo . 9 . +oo Cw )2 w? w? 2
f(w) :/ e et dt :/ e~a(tt5:) =% gt = 6_4a/ e dz
—o0 —o0 Yoo

dove, dato w in R, ~,, indica la curva illimitata definita da ~,(t) = t +i52 per t € R. Dato
R > 0 consideriamo la curva 7, g(t) := 7,(t) per —R <t < R e le due curve di raccordo
0uxr(t) = R+t per 0 <t < 2% (vedi la figura 6.1). Per il teorema dei residui, dato
che la funzione e~%** non ha poli, si ha:

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
/ e‘”dz—f—/ e dz+/ eazdz—i—/ e ¥ dz=0
—Yw,R —0w,—R Y0,R Ow,R

e non ¢ difficile verificare che gli integrali sui pezzi di raccordo o, +r tendono a zero per
R — +o00. Quindi mandando R all'infinito si ottiene (ricordando I’esempio 4.1.26):

2 2 Feo 2 1 Feo 2 ™
/ e dz:/ e dz:/ e dx:—/ eV dy=/—
Yw Y0 —0o0 \/a —o0 a
o T w2
e quindi | f(w) = \/iem :
a

iw/4a

0,-R w,R

-R YO,R R

Figura 6.1: curve utilizzate nel calcolo della trasformata di et

6.2 Problemi differenziali su R

Consideriamo in questo paragrafo il problema

{ay” +b)+cey=f in R,
: L i
lim y(t) = lim y'(t) =0

t—+oo

(Pf)
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dove a, b e ¢ sono numeri complessi con a # 0 ed f € L*(R;C). Questo problema ¢
I’equivalente dei problemi sull’intervallo con condizione zero al bordo.

Al solito consideriamo una nozione generalizzata di soluzione: y risolve (P]]?) se y ¢ in
L*(R; C), ha derivate prime e seconde in L?, verifica 'equazione nel senso di L?. A questo
punto non c’¢ bisogno di dire altro dato che, essendo y e 3’ in L? esse devono essere
continue e tendere a zero all’infinito a causa della proposizione 6.1.19.

Come in precedenza indichiamo con P(z) = az? + bz + ¢ il polinomio caratteristico
dell’equazione scritta sopra.

6.2.1 Proposizione. Supponiamo che

e Se P(iw) # 0 per ogni w in R, allora per ogni f in L*(R;C) il problema (P}) ha
una e una sola soluzione y data dalla formula

y(t):}“—l<f (“’))(t) L[S g, (6.6)

Pliw) | 1221 | o P(iw)

o Se esistono degli w (al massimo due) per cui P(iw) = 0 allora esiste una soluzione

(w)
P(iw)
la soluzione y é comunque unica ed é data dalla formula (6.6).

¢ in L*(R; C); se tale condizione ¢ verificata

di (P}) se e solo se la funzione

o Se f € LYR;C), allora y ¢ di classe C* su R e wverifica l'equazione in senso
tradizionale.

Dimostrazione. Supponiamo che y sia soluzione di (P}Q), allora v, 3y e y” hanno trasformate
in L? e si ha:
Fy') =iwy, Fy") = (iw)*) = —w?y,

da cui, trasformando entrambi i membri dell’equazione
—wPag +iwbj + cj = f < P(iw)y(w) = f(w)

f(w)
P(iw)
e 1/P(iw) ¢ limitato) e quindi deve valere la formula (6.6) (in particolare ¢’¢ un unica
soluzione possibile). Viceversa, sempre se P(iw) non si annulla mai, possiamo prendere y
definita dalla formula (6.6), Dato che

A questo punto se P(iw) # 0 per ogni w € R & chiaro che ein L2 (f € L2

flw
P(iw)

< Olf)| = w2 L&) ¢ 2

“ = Pliw)

(dove C' & un’opportuna costante). Ne segue che y ha derivata seconda in L? e percor-
rendo a ritroso i passaggi di prima si ottiene che y risolve ’equazione. Abbiamo dunque
dimostrato il primo punto.

Anche nel caso in cui P(iw) si annulli in qualche w (al massimo in due punti), ra-
gionando come sopra si perviene alla relazione §j(w)P(iw) = f(w). Allora se la soluzione

f(w)
P(iw)

sformata di y e quindi sia L?. Viceversa se tale funzione ¢ L? ha senso definire y mediante

esiste bisogna che la funzione (definita eccetto che nelle radici di P(iw) sia la tra-
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, f(w)
P(iw)

che le radici di P(iw) siano contenute in | — R, R|, si trova una costante C' per cui

la formula (6.6); inoltre & ancora vero che w ¢ in L% Infatti, se si sceglie R > tale

<C Vw con |w| > R, = ;‘(f( )) € L*(R\ [-R, R)),

mentre R
w’ f(w)
P(iw)

f(w)
P(iw)

W’ f(w)
P(iw)

2

Vw € [-R,R] = € L*([-R, R)).

Questo implica di nuovo che y ha derivata seconda in L? e verifica ’equazione.
Per quanto riguarda I'ultimo punto osserviamo che se f € L' allora

F) = ~9(0) = g fw) € L'
(perché, al solito, P_( - © limitato all’ infinito). Ne segue 3" € CJ. O
6.2.2 Osservazione. B chiaro che I'ipotesi ;(( )) in L2 significa che f & “buona’ nelle radici
iw

di P(iw); se f & regolare (come di solito succede) allora tale condizione & equivalente a
chiedere che in ogni radice reale di P(iw) f abbia uno zero di ordine almeno pari alla
molteplicita della radice. In pratica se w € una radice semplice di P(iw) allora bisogna
che f(@) = 0, se @ & una radice doppia di P(iw) allora ci vuole (f(@) = f) (@) = 0 (e
altro non puo capitare dato che P(iw) € un polinomio in w di grado 2.

6.2.3 Esempio. Studiamo a titolo di esempio il problema

{y” + Ay = e M in R,
: L i

Per prima cosa troviamo la trasformata del termine noto f(t) = e~

. +o00 ) 0 ' +00 '
flw) = WﬁmﬁZ/e%mﬁ+/ oot gy _
0

—0o0 —00

0 400 p1=iw)t 19 o—(14iw)t 7+e°
/ (1—iw) dt 4 / e~ (1+iw)t dt : 4 : —
oo 0 l—iw| o [—(14iw) ],

L S
1 —iw (14iw) w241

A questo punto notiamo che P(iw) = A — w? non ha radici reali se A < 0 mentre ha come
radici £v/X se A > 0. Allora per A > 0 non esistono soluzioni dato che f (V) = il +/\ # 0.
Vediamo allora di risolvere il caso A < 0; per semplificare le formule poniamo A := —b?
con b > 0. Da quanto fatto in generale otteniamo:

iy Res <i,w> set >0,

) +oo , iy (w2_1)(w2+b2):0 (22+1)(z2+b2)
Lo 27r_oo (@2 + 1) (w2 + b?) ~iY  Res (mw) se t < 0.

(w2 —1)(w2+b%)=0
Sm(w)<0
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Per procedere nel calcolo dobbiamo distinguere il caso b # 1 in cui i poli da considerare
per il calcolo dei residui sono 4% e +ib, tutti semplici, dal caso b = 1 i cui ci sono solo i

poli i che perod sono di ordine 2. Nel caso b # 1, ponendo g(z) := %, abbiamo:
- ( ) . 2eizt . 2€—t e—t
iRes(g,1) = —i = —j - _ :
9 22202 + 22+ 1)| ., 21+ +0 -1
2 izt 2 —bt —bt
iRes(g,bi) =—1i ‘ = —i - S ;
22(22 +0%) + 22(22 + 1) |__y, 0+ 2bi(—b%+ 1) b(1 — b?)
R ( ) ' 2€izt ) 26t et
—17 nes —1) =1 = — .
9 2:(22+02) +2:(22+ 1) |,  —2i(—1+b)+0  B—1
92 izt 9 bt bt
—iRes(g, —bi) =i ‘ =1 - S — ;
22(22 +0?) + 22(22+ 1) __,, 0—2bi(-02+1) b(1 —b?)

e quindi

e —be* set<0,  b2-1)

e bt_pet _ _

e set >0, el — pelt

y(t) = { b(E>—1) S
b(Z—1)

Nel caso b = 1 per calcolare i residui dobbiamo usare la parte analitica di g che vale
-9 itz ) -9 itz ‘

hi(z) == ( _1_6‘)2 = —2e"*(2 4+ 7)™ nel polo i e hy(z) := ( e')2 = —2¢"*(z — )72 nel
Z+1 zZ—1

polo —i. Allora:

iRes(g,1) =ih} (i) = —2i [ite" (z +14) > + " (=2) (2 + i) %] _ =

Y ite»‘t B 22 _ CteT'+ e‘t;
442 83 2
—iRes(g, —i) = — ihy(—i) = 2i [ite"(z — i) > + P (=2)(z —0)°]___ =
0 ite% .y et' _ —te! + et.
4(—1i)? 8(—i)3 2
Quindi se b =1
(1) = —leer get >0,  tle MM
= ——_tet;eft set <0, 2 .

A titolo di verifica controlliamo che la soluzione ¢ di classe C' come previsto dai risultati
generali. Questo ¢ chiaro in tutti i punti diversi da zero — bisogna allora verificare che
y(0T) = y(07) e ¢/(07) = ¢/(07). Consideriamo solo il caso b # 1. Dato che y(t) si puo
scrivere in termini di |¢| € evidente che y(07) = y(07) = b(;;_bl) = —b(bil). Per quanto

riguarda la derivata abbiamo:

_be—bt + be—t _e—bt _|__ e—t
t>0=y(t) = T e dunque y'(07) = 0;

bebt o bet ebt _ 6t

/ _ "0~ —
t<0:>y(t)—b<b2_1)—b2_1 e dunque y'(07) = 0.

Consideriamo lo stesso problema con un altro dato:

{y" + Ay = sgn(t)e I in R,

. . . / o
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dove la funzione segno ¢ definita da sgn(t) = 1, se t > 0 e sgn(t) = —1, se t < 0
(possiamo anche dire che sgn(0) = 0, ma non & molto importante dato che per definire
un oggetto in L? basta definirne il valore per quasi ogni t). Troviamo la trasformata di

fi(t) = sgn(t)e

R +o0 ) 0 ] +00 )
filw) = / ft)e ™ dt = —/ ele™™ dt +/ e e dt =
- 0

[e.9] —0o0

“+o00

0 +o00 1—iw)t70 —(1+iw)t
. / e(lfiw)t dt 4 / e*(1+iw)t dt = — 6( ) + L —
o 0 l—iw| o [—(14iw)],

L S 2
1—iw  (I+iw) w?2+1

Come prima il problema ¢ risolubile per A < 0 (dato che é risolubile per qualunque dato
in L?) mentre per A > 0 dobbiamo vedere se la funzione

fi(w) _ 2iw _ 21w . g(w)
A—w? (@ HDA—w?) (W Dw— VA (w—VA)

¢ in L*(R). Cid non ¢ mai vero; infatti se A > 0 la g ha due singolarita in ++v/\ nei pressi
delle quali g% non & integrabile (m non ¢ integrabile vicino a xp). Se A = 0 la g(w)

. 21 . .. .
diventa ————— che non & a quadrato sommabile vicino a zero. Dal punto di vista

ww?+1))
di fl possiamo dire che non esiste soluzione in quanto, se A > 0 fl \/X) # 0, mentre se
A = 0, essendo 0 radice doppia del denominatore, ci vorrebbe f1(0) = 0 (e questa & vera)
ma anche (f;)(0) = 0 (e questa non vale).

Per risolvere il problema nel caso 0 > X\ = —b? si rifanno dei calcoli simili a quelli del
caso precedente (invitiamo il lettore a farli effettivamente). Si puo anche sfruttare quanto
gia trovato notando che la trasformata della soluzione relativa al dato f; ¢

. -2

nw) =~ e - wiw)

(dove y & quella calcolata prima). Allora deve essere y;(t) = —y/(t) (almeno nel senso di
L? ma sappiamo che y ¢ C'). Quindi, facendo le derivate si trova

—blt| _ —lt| te— It
652—_6 se b # 1; yl(t):—e2 se b= 1.

y1(t) = sgn(?)

6.2.4 Esempio. Consideriamo il problema:

lim y(t) = lim ¢/(¢) =0.

t—+oo t—+too

{y” + 1y = sgn(t)e I in R,

Il termine noto dell’equazione ¢ la funzione f; dell’esempio precedente da cui fl (w) =
21w
w?+1

. Allora si trova

. —2iw 21 21
§(w) = - -

(W4 1)(iw—w?  (W+1)(w—1) (w+i)(w—1)?

Allora il problema é risolubile: in effetti. in questo caso, il polinomio P(iw) si annulla in
un punto, cioeé in w = 0, ma in tale punto anche f; fa zero e siccome la molteplicita dello
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zero ¢ la stessa, allora la funzione risultante dal quoziente ¢ L? (invece non ¢ L'). Allora:

1T et i Res ((f)ﬁz) set >0,
y(t)——/ — dw = )
- 27T—oo (w - Z) —i Res ((z—&-zil)e(z—i)% _i> set < 0.
Dato che
i Res 2N g d e | it e B
(z41)(z —1)? dz (z+1)|,_, 241 (241)?]

(it et e
21 442 2
e

Qieztz eztz et t
—1 R i) =2 — —9_ ¢ __°
' %<u+w@—ww 0 [@—wJKi A=~ 2

troviamo (ricordando che la funzione di Heavyside H(t) vale 0 per t <0 e 1 per t > 0)

—t

—tet— S set> 0, eIt
y(t) = o 2 = —H(t)te " — 5
3 set <0,

Invitiamo il lettore a controllare che y(0%) =y(07) = —3 e y/(07) = y/(07) = —1.
6.2.5 Esempio. Consideriamo il problema
{y" + b%y = sin(wot)sgn(t)e 1! in R,
. o

Ci chiediamo per quali valori dei parametri b, wy > 0 esista una soluzione y. Facciamo la
trasformata del dato h(t) := sin(wot)sgn(t)e~ . Dato che h(t) = sin(wot) f1(t), dove f; &
quella degli esempi precedenti, si ha:

fz(w) =F (Mfl(t)) (W) = fi(w —wo) + fi(w + wo) _

21 21
1 [ —2i(w—wp)  —2i(w+ wo)
2i |[(w—wp)?+1) (w+wy)?+1)
(W — wo)(w + wp)? + (W — wo) — (W =+ wp)(w — wp)? — (w + wp)
(w—wp)2+ 1)((w+wy)2+1)
(W= wo)(w +wp) [(w+ wo) — (w — wo)] + (w — wp) — (w+wp) _
(w—wo)?+ 1) ((w+wp)2+1)
(w— wp)(w + wp)2wo — 2wy w? — w2 —1

TP Dt t D @) F D@ @ 1 D)

Per quanto visto prima la condizione necessaria e sufficiente perché esista soluzione e che

! hw) e L? < 2 Wl
—=nw W
w? — b2 P(@? =) ((w — wo)? + ) ((w + wo)® + 1)

e L%

Dato che £b sono le uniche radici del denominatore, e sono semplici, e chiaro che per far
venire la frazione in L? occorre e basta che +b siano anche radici del numeratore, cioe che
b* —w? —1=0. Ma, se b < 1 questo non ¢ mai possibile, mentre se b > 1 la condizione

che si ottiene ¢ |wy = Vb2 — 1|




6.2. PROBLEMI DIFFERENZIALI SU R 151

A titolo di esempio calcoliamo la soluzione y quando b = 2 e wy = v/3. Si ha:

2/3(w? — 4) B 23
@ =@ = V32 + (@ + V3 +1) (W= V3?2 + 1((w+v3)2+1)

che ha some singolarita i quattro poli semplici £v/3 £ i. Se G(z) := = \/3)21‘{)5(@;; D)

jw) =

abbiamo

(t) = iRes (G(2), V3 +1i) +iRes (G(2),—V3+1i)  set>0,
yi) = —iRes (G(2), V3 —1i) —iRes (G(2),—V3—1) set<0.

Dato che
N 2\/§€izt B
Res(G(2), V3 +7) = 2(z = V3)((z + V32 + 1) + (2 = V32 + 12 +V3) | _ - . B
2\/§ei(\/§+i)t B 1\/56(—1-1-\/32')15 B 1(12\/5_ 121')6(—1—&-\/51')15‘
2i((2V3+40)2+1) 4 12+44V3i i 192 ’
N 2\/§eizt B
Res(G(2), —\/g-l-l) = 2(z — \/g)((z + \/3)2 +1)+((z — \/g)z +1)2(z + \/§) o =
2v/BelVEHIL 1 /BeCIVENE ] (12¢/8 + 1201 VINE
2((—2V3+i)24+1) i 12—4V3i i 192 ’
L 2\/§eizt B
ReS(G<Z)7 \/g - Z) = 2(2 _ \/§>((z + \/3)2 + 1) + ((Z _ \/§)2 + 1)2(2 T \/3) o =
2\/_6 3—i)t B i\/ge(l-‘r\/gi)t B i(12\/§_’_ 12Z>e(1+\/§z)t
—2i((2V3—i)2+1) —112—4/3i —i 192 ’
L 2\/§€izt B
RGS(G(2)> _\/g_ Z) - 2(2 - \/g)((z + \/5)2 1) ((Z _ \/5)2 + 1)2(2 + \/g) A =
2y/3el-VETDE ] /BeVEDE ] (1248 — 12i)el-VEE
2i((—2vB i+ 1) —i12+ 43I  —i 192 ’
otteniamo per ¢ > 0
C(12¢/3 = 120)eCIHVEDE(124/3 4 124)e( 1V
y(t) = 192 + 192 -
o <6(12\/§ — 12i)e(‘/§i)t> ot V3 cos(v/3t) +sin(v/3t) _,
192 - 8 “

mentre per t < 0

(0) = (12v/3 4 12i)e(1+V301 N (12¢/3 — 12i)e-V30t
v = 192 192 -
e ((12\/5 +191222')e(x/§z’)t> r (ﬁcos(\/gt; - sin(\/gt)> s

che volendo si puo riassumere come

oIt
y(t) = 5 (\/5 cos(v/3t) + sgn(t) sin(\/§t)> .
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6.3 La convoluzione

6.4 La trasformata di Laplace

La trasformata di Fourier, per quanto sia un ottimo strumento, ha il difetto di lavorare
in L?(R) e quindi puo trasformare solo funzioni che all’infinito vadano a zero (almeno in
un senso integrale, cioé quello di avere energia finita). Questo per la verita puo essere
anche un pregio, quando, come negli esempi che abbiamo visto, la condizione zero all’in-
finito sia un requisito del problema; spesso pero ci si trova a dover risolvere dei problemi
differenziali in cui tale condizione all’infinito non € per nulla naturale. Vedremo in questo
paragrafo come costruire un’altra trasformata, detta di Laplace, (comunque riconducibile
alla trasformata di Fourier), che puo trasformare funzioni che per ¢ — +o00 non hanno
nessun vincolo di crescita. Per fare cio dobbiamo pagare un prezzo e cioe imporre che
la funzioni trasformabili siano nulle vicino a meno infinito. Quindi la trasformata di La-
place e essenzialmente asimmetrica e si presta ad essere usata in problemi che descrivono
processi con un istante iniziale (tipicamente lo zero) prima del quale tutto ¢ in quiete e
dopo il quale qualcosa comincia a muoversi.
Introduciamo lo spazio delle funzioni localmente integrabili

L, (R):={f:R — C: f & misurabile e f & integrabile su ogni intervallo [a, b]}

1

ie o hanno

(sempre identificando le funzioni eguali quasi ovunque). Gli elementi di L
alcun vincolo di crescita a piu 0 a meno infinito. Poniamo inoltre

LT(R) := {f € L},.(R) :esiste T € R tale che f(z) =0 per z <T}.
Possiamo dire che gli elementi di L™ (R) sono funzioni a supporto destro. Indichiamo anche
Li(R) == {f € L, (R): f(z) =0 per z <0} .
Dato « reale denotiamo inoltre con H, il semispazio complesso aperto:
H, ={z € C:Re(z) > a}.

6.4.1 Definizione. Sia f in L*(R). Definiamo ascissa di convergenza di f il numero
(eventualmente +o0)

a(f)=inf {z e R:e ™ f(t) € L'(R)}.

6.4.2 Proposizione. Sia f in LT(R). Allora per ogni numero complesso z con Re(z) >
a(f) si ha che e f(t) ¢ in L'(R).

Dimostrazione. Sia z = = + iy con © = Re(z) > a(f). Per le proprieta dell’estremo
inferiore possiamo trovare z’ con x > ' > a(f) tale che e=®*f(t) € L'(R). Allora, se T' &
tale che f(t) =0 per t <T, si ha:

e (0)] = ()] = @ f(1)] < TN ()] € L(R)
O

6.4.3 Definizione. Per ogni z = x + iy in H,(;) possiamo definire la funzione f(z)

mediante
“+o0 —+o0

f(z) = f(z)e™* dt = f(z)e " e W dt.

Notiamo che f(z + iy) = F(e * f())(y). Diremo che f ¢ la trasformata di Laplace di f
e la denoteremo anche con L(f).
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6.4.4 Proposizione. Si ha

lim f(z+4iy) =0 Vo > a(f);

ly|—+o00
inoltre, se f € Lg (R), si ha

lim f(2) =0 Va > a(f).
£ neoy

Dimostrazione. La prima proprieta & conseguenza del fatto che f(z-+iy) = F(e ™ f(t))(y)
e del comportamento all’infinito delle traformata di Fourier. Per il secondo basta osservare
che in questo caso

. 400 400
f(z) = (z)e *dt = / F(z,t)dt
0 0
dove
| llim F(z,t)=0 Vt>0, |F(z,t)] < e ™|f(t)] Vt>0,Vzcon Rez > «
z|——+00
Rez>a

per cui si puo applicare il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale 4.1.16.
O

6.4.5 Teorema. La funzione f ¢ olomorfa su Hyp).  Inoltre per ogni n intero si ha

a(t"f(t)) = a(t) e J
o f(2) = ("L (F(#)().

Dimostrazione. Consideriamo il caso n = 1 (gli altri seguono iterando). Dimostriamo
innanzitutto che a(tf(t)) = a(t). Per questo fissiamo un qualunque a > «( f) e prendiamo
o con a > > a(f); allora e=* f(t) € L' da cui:

te | f(t)| = te" Ve | f(t)| € L'

(dato che f ¢ a supporto destro e che te=(*=®) — 0 per t — +00). Quindi a(tf(t)) < a
e per 'arbitrarieta di « si ha a(tf(t)) < a(f). La disuguaglianza opposta ¢ ovvia dunque
si ha 'eguaglianza.

A questo punto, se F(z,t) = f(t)e " si ha f(z) = fj;o F(z,t)dt per cui, chiaramente,
0

8—F(z,t) = —tf(t)e”*. Inoltre, fissato a > a(f)
2

‘agF(z,t)‘ = [tf(t)le™*  Vzcon Rez > a.
z

Dato che la funzione scritta a destra ¢ in L', possiamo derivare sotto il segno di integrale
e ottenere la tesi per ogni z con Rez > «. Per Iarbitrarieta di « la tesi e vera non appena

Rez > a(f). O

6.4.6 Proposizione. Sia f in LT (R) e supponiamo che f abbia derivata f' nel senso di
L} . (automaticamente f' € LT(R)). Allora, se o := max(a(f),a(f’)) * si ha

L(f)(z)==z2L(f)(z)  Vz conRez > a.

In effetti non c’e nessun legame tra la trasformabilitd di f e quella di f’; vedremo successivamente
che, ambientando la trasformata nelle distribuzioni (e quindi intendendo sia la trasformata che la derivata
in un senso pill generalizzato), si avra invece a(f’) < a(f).
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Cenno di dimostrazione. Se consideriamo il caso f di classe C!, allora la tesi segue inte-
grando per parti: dato z con Rez > «

+oo +oo
Foetde = [f0e =]+ [ e de= 0+ L))
Si ¢ usato il fatto che f'(t)e™** € L*(R) e f(t)e ** € L'(R) implicano f(t)e ' — 0 per
t — o0 (che si potrebbe dimostrare). Si passa poi al caso f’ € L} . approssimando

mediante funzioni C! e passando al limite. O

Ricordiamo che H : R — R indica la funzione di Heavyside. Nell’enunciato seguente
non chiediamo f/f’ € L*T(R), ma intendiamo considerare le funzioni H f e H f’. Notiamo

che, se f’ € Lj, ., allora f & continua e dunque ha senso considerare f(0).

6.4.7 Proposizione. Sia f in L}, e supponiamo che f abbia derivata f' nel senso di
L}... Allora se a := max(a(Hf),a(H[")) si ha

LHf)(2)=z2LH[)(z) — f(0) Vz con Rez > a.

Cenno di dimostrazione. Consideriamo f di classe C'. Allora integrando per parti

+00 “+o0o
: H(t)f'(t)e " dt = [f(t)e ] j°° + /0 zf(t)e ™ dt = —f(0) + 2L(H f)(2)
dove si ¢ considerato z con Rez > . O

Pit in generale si possono ricavare i seguenti enunciati.

6.4.8 Proposizione. 1. Sia f in LT(R) e supponiamo che esistano f', f", ..., f*) nel

senso di L}, (che sono automaticamente in L*(R)).

Allora posto o := max(a(f), a(f'),...,a(f®)) si ha:

L™ (2) = 2"L(f)(2) Vz con Rez > a.

2. Sia f in L. _ e supponiamo che f abbia derivate f',f", ..., f* nel senso di L}

loc loc*
Notiamo che in tal caso f, f',..., f* 1 sono continue.

Allora posto o := max(a(f), a(f)),...,a(f®)) si ha:
k-1
LHfOY(2) = 2LHS)(2) - Z P A (1)) Yz con Rez > a.
=0

6.4.9 Proposizione. Sia [ in L*T(R). Allora
o seto € R alfy,) =alf) e

L(fi)(z) = e*tozf(z) Vz con Rez > a(f);

o sezp € Ca(e™f(t) =alf) +Rezx e

L™ f())(2) = f(z = 20) = fo(2) Vz con Re(z — z9) > a(f).
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Dimostrazione. Vediamo la prima delle due. E chiaro che e~| f|(t) & integrabile su R se
e solo se e ™| f|(t — t) lo & da cui a(f,,) = a(f). Per quanto riguarda la formula si vede
facilmente che, per Rez > a(f)

—+oo —+o00

L(f1,)(2) = f(t—to)e™ dt = fls)e 40 ds = 7% f(2),

mentre per la seconda affermazione basta osservare che |e*!f(t)e™!| = |f(t)|e~(z—Rez0)t
(da cui a(e®f(t)) = a(f) + Rezo) e che
+o0 .
L(e*'fi)(2) = ft)e”Em=ldt = f.(2)  se Re(z — 20) > a(f).
[

6.4.10 Esempio. Si ha:

a(H(1) =0, COH(E) = % Wz con Rez > 0;
alt"H(t)) =0, L(t*H(t)) = ,]il Vz con Rez > 0;
O(H () = Rez,  LH() = E - W con Rex > Rezy:
a(tfe™ H(t)) = Rezg,  L(tFe™ H(t)) = # Vz con Rez > Rezy;
alsin(wet)H(t) =0,  L(sin(wot)H(t)) = *Owg Vz con Rez > 0;
alcos(wot H(t)) =0,  L(cos(wot)H(t)) = ﬁwg V2 con Rez > 0;

6.4.11 Teorema (antitrasformata). Sia oo un numero reale e sia g : H, — C una funzione
olomorfa. Supponiamo che esista una costante M tale che

M

<

Vz con Rez > a. (6.7)

Allora

e per ogni t reale e per ogni x > « l'integrale

1 t
— d 6.8
270 Jp i g(z)e : ( )

esiste e non dipende da x; dunque possiamo chiamare f(t) tale integrale;
o f(t) é continua int e f(t) =0 pert <0 (quindi f € LT(R));
e a(f) <
o f(2) = g(2) per ogni z con Rez > a.
Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che

1 1 oo -
Ry =g [ st de= e [ glov ey

2mi rz+iR 27 o9
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e quindi
1 ..
fao(t) = 2—6xthm(t) dove h,(y) := g(x — iy).
T
dunque f,(t) esiste ed & continua in t dato che h,(y) & integrabile in y, a causa della
ipotesi (6.7).
Dimostriamo che f,(t) non dipende da z > a.

Per questo fissiamo z, > x; > « e un numero R > 0. Consideriamo il rettangolo
Riyaor :={r+iy € Cixy <x <9, —R <y < R}. Dato che g ¢ olomorfa su R, , r si

ha
/ g(2)e* dz = 0.
8Rzl,z2,R

I contributi dei tratti orizzontali del bordo del rettangolo tendono a zero:

T2 ) T2 M
/ g(ﬁ + Ri)e(éiRl)t dﬁ‘ S / m€w2|t| dé —0 per R — “+00.
1

Tl
Mandando R a +o00 si ottiene
+o0 ) “+o0o )
/ gla1 +iy)e T dy = / g(xz + iy)el ™" dy

per cui f;(t) non dipende da x e la indicheremo semplicemente con f(t).

-~

-

Figura 6.2: il rettangolo Ry, 2.,

Mostriamo che f(t) = 0 se t < 0. Si ha infatti, qualunque sia z > «

1 +o00 . (ati)t 1 . +oo M
1012 5= [ lote+ ey < e | y

oo oo BPHYTF1

ed ¢ chiaro che il termine scritto a destra tende a zero per x — +oo (dato che ¢t < 0).
Mostriamo che a(f) < a: per questo basta mostrare che e~ f(t) ¢ integrabile per ogni
x > «. Preso un tale z possiamo trovare un z’ con o < 2’ < x e dato che f(t) = fu(t)
abbiamo

—xt 1 —xt e M z't —(z—a')t
|6 f(t)| S %6 - me dy = costante - e
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e 'ultimo termine scritto ¢ integrabile in ¢ a +o0.
Rimane solo da vedere che f = g. Applicando il teorema 6.1.9 a h, (che ¢ infinitamente
derivabile) si ottiene, per z = x + iy con x > «

LD = Fle ™ f0)(0) = F (5 e

—F(he())(y) = hal—y) = g(z +iy) = g(2).
0

Il teorema precedente ammette la seguente generalizzazione, in cui si indebolisce
I'ipotesi di crescita su g e si ottiene un’antitrasformata che non ¢ continua.

6.4.12 Teorema. Sia o un numero reale e sia g : H, — C una funzione olomorfa tale

che
M

|z| + 1

per una opportuna costante M. Allora

lg(2)] < Vz con Rez > a. (6.9)

® per ogni T con T > « esiste

1 +00 ) 1 R ]

— g(z +iy)eV dy = Ly(R) — lim —/ g(z +iy)eV dy
2m J_o R—o0 2T J_p

(nel senso che gli integrali tra —R a R, come funzioni di t, convergono in L* a

una funzione di t che denotiamo come “integrale” tra —oo e +00). Ha senso allora
definire:

1 +o0 it 1 +o0 .
() = — T +wy)e TV dy = — z)e*t dz
f()LQ%/OOg( y) s 7009()
(che ¢ linterale precedente moltiplicato per e¢**). Notiamo che la definizione non é
data t per t ma solo come limite nel senso di L>.

e Dati x1,z9 in Ja,+00| st ha f., (t) = fu,(t) per quasi ogni t; dunque f, individua
una funzione di L}, indipendente da x che possiamo indicare semplicemente con f
(notiamo che f ¢ il prodotto di una funzione L*(R) per una funzione esponenziale,

dunque ¢ “localmente” L?).
o f(t)=0pert <0 (quindi f € LT(R));
o af) <ae f(2)=g(2) per ogni z con Rez > a.

Dimostrazione. Imitiamo la dimostrazione del teorema precedente. Se indichiamo con

2
he(y) := g(x — iy) abbiamo |h,(y)|* < (e da cui si deduce che h, € L*(R). Per i
Y
teoremi sulla trasformata di Fourier in L?
1 R . iut L2 -
— g(x +1y)e” dy — h, per R — +o0.
2 J_p
e quindi possiamo definire f,(t) = e*'h,(t). Dato che la convergenza L? implica la con-
vergenza quasi ovunque di una sottosuccessione possiamo trovare una successione (Ry) di
numeri reali con R — oo tale che
1
— g(2)e* dz — f.(t) per quasi ogni t (6.10)
270 il B



158 CAPITOLO 6. TRASFORMATE DI FOURIER E LAPLACE

Siano ora x — 1, 25 con a < x; < T9; possiamo trovare una successione (Ry) di numeri reali
con Ry — oo tale che la convergenza di (6.10) valga sia per x = x; che per x = x5. Se
ragioniamo come nella dimostrazione del teorema precedente, considerando il rettangolo
Rz .20,R,» Otteniamo di nuovo che i contributi sui lati orizzontali tendono a zero per k& —
oo (il denominatore dell’integrale continua a essere divergente anche se non c’¢ piu il
quadrato). Ne segue che f,, = f,, quasi ovunque e dunque possiamo scrivere f invece di
fz. Mostriamo che f(¢) =0 se t < 0. Dalla ipotesi (6.9) si ottiene

|hellze < C Vo > «
per un’opportuna costante C'. Ne segue che
lhell2 < Cy Yz >a

dove C; = v/27C' (per le proprieta della trasformata in L?). Allora se ¢ < 0 si ha:

7 £ ot _
/ () dt = / 27t hy (t)? dt < e%t/ he(t)?dt < e®'C? Vx> a.

—0o0

e mandando z all’infinito si ottiene
Z —
/ f@)?dt=0 Vit<0

che implica f(t) = 0 per quasi ogni ¢ < 0.

Mostriamo che a(f) < a. Per questo basta far vedere che per ogni x con = > « si
ha e f(t) € L'([0,+o0]). Sia allora z > a e sia 2’ con a < x’ < x; si ha e” ™ f(t) =
e~ fo(t) = e e hy (t) = e~ @ )h, (t). Applicando la disuguaglianza di Schwartz:

+o00 A +oo , 1/2 +oo 1/2
/ e~ (z—2 )thx’ (t) dt < (/ e 2(@=a")t dt) (/ |h:p’ (t)|2 dt) < 400
0 0 0

quindi e"*' f(t) & integrabile.
Infine ripetendo lo stesso ragionamento del teorema precedente si ottiene che f = ¢g. [

In realta nell’ipotesi di andamento quadratico per g 'antitrasformata si puo anche
derivare, come afferma il seguente risultato, che non dimostriamo.

6.4.13 Proposizione. Nell’ipotesi (6.7) del teorema 6.4.11 l'antitrasformata f non é solo
continua ma ammette anche derivata f' nel senso di L. Tale derivata & 'antitraformata
di zg(z) (si noti che zg(z) verifica l'ipotesi (6.9) del teorema 6.4.12).

6.4.14 Osservazione. Se l'ipotesi sull’andamento all’infinito di g viene rafforzata, la re-
golarita di f aumenta. Si potrebbe dimostrare, usando i teoremi di derivabilita sotto il
segno di integrale, che se

M

lg(2)| < P Vz con Rez > a.

per un m > 1, allora la funzione f (definita nei teoremi precedenti) ¢ di classe C™.

Nel caso in cui la ¢ sia una funzione razionale abbiamo a disposizione un metodo,
legato ai teoremi dei residui, per calcolarne ’antitrasformata.
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6.4.15 Teorema. Siano P e Q due polinomi con grado(P) < grado(Q) — 1 e indichiamo

con z1, ...,z le radict di Q. Poniamo o := max {Rez, ..., Rezy}. Allora per ogni x > a:
P(z) zt .
(0p)— 1 / P(z) ot s — ZJ 1Res( o€ z]> set >0, (6.11)
2mi Jyiw Q(2) 0 set < 0.

Dunque possiamo definire

F(t) = (U.p.)%lm, /HRSE ; e da (6.12)

che risulta essere indipendente da x > « (e verificare la formula sopra). Tale funzione f
< P(z
¢ chiaramente in L (R), inoltre a(f) < «a e f(z) = QE g
z
Dimostrazione. Consideriamo ¢t > 0 e consideriamo la curva yg rappresentata nella figura
6.3 (stiamo pensando ad «a > 0, se fosse o < 0 la curva non avrebbe i due tratti rettilinei
orizzontali) . Per R grande le radici di () sono tutte contenute nella zona racchiusa da
v : R e dunque

-

Figura 6.3: la curva vg = y1.r +Y2,r + V3, + V4R

a3 yme ()

Si ha peraltro:

Z et dx £+ ZR (§+iR)t df‘ < xMext
o.r Q z) f +iR) R
per una opportuna costante M. Ne segue che fv PEZ) dz — 0 per R — oo. Nello

stesso modo si tratta 'integrale su 74 r. Passiamo a 3 p:

Z zt dz RtewRiez’G do S
V3,R Q Z
3 . 3
2 | P(ReY)| p 2
R k) t cos(6) do < M/ Rt cos(0) de.
/g Q(Re") |© =4 e
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L’ultimo integrale tende anch’esso a zero per R — 400 dato che

37 T 3T
lim eftes® —g wge |2 28 efiteosO <1 vpe |=, =
R—+00 27 2|’ ‘ ‘ - 27 2

e quindi possiamo applicare il teorema di Lebesgue. Ne segue alla fine la formula (6.11)
nel caso t > 0. Nel caso t < 0 si ripete lo stesso ragionamento usando la curva della
figura 6.4 (nel caso @ < 0 ci saranno anche due tratti rettilinei come quelli della curva
precedente). Stavolta non ci sono poli nella regione delimitata da g per cui

R
’YZ,R

Tx

-R
Figura 6.4: la curva vg = y1.r + V2.

P(z

Plz) >eZt dz = 0.

Inoltre, come prima fw . %e” dz — 0 (dato che t < 0) e quindi, passando al limite per

R — +o0 si ottiene il secondo caso della formula (6.11).
Da questo punto in poi la dimostrazione ¢ molto simile a quella dei teoremi precedenti e
omettiamo ulteriori dettagli. ]

Abbiamo visto nei teoremi precedenti come costruire delle funzioni f(¢) che abbiano
un’assegnata trasformata di Laplace g(z). Ci si potrebbe chiedere se la f costruita sia
I'unica possibile — in effetti ¢ cosi, come mostra la seguente osservazione.

6.4.16 Osservazione. Se f € L*(R), af) < +o0 e se esiste a > a(f) tale che f(z) = 0 per
ogni z € H, allora f = 0. Per la linearita di £ cio implica che due funzioni trasformabili
che abbiano la stessa trasformata (per ez sufficientemente grande) debbono essere eguali.

Infatti, fissato 2 > «, per ogni y € R si ha 0 = f(x + iy) = Fle ' f(t))(y) e dunque
la funzione e~ f(¢) & nulla avendo trasformata di Fourier nulla. Ne segue f(t) = 0 per
ogni t.

6.5 Problemi differenziali con condizioni di supporto
destro

Sia n > 2 intero e siano ag,as....,a, dei numeri complessi con a, # 0; sia inoltre
f € L, .(R,C) tale che f(t) = 0 per t < 0 (cioe f € Li(R;C). Vogliamo studiare il

loc
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problema

(6.13)

any™ + -+ ay +ay=f iR,
y(t) =0 per t < 0.

Al solito cerchiamo soluzioni in senso generalizzato, vogliamo cioe che y abbia derivate
fino all’ordine n nel senso di L! e che tali derivate, inserite nell’equazione realizzino 1’e-
guaglianza. Per i fatti generali che abbiamo visto altre volte una tale y avra comunque
derivate continue fino all’ordine n — 1 — per la derivata n-esima bisognera vedere come e
fatta f. Notiamo anche che in questo caso tutte le derivate sono nulle prima di zero e quin-
di quelle di ordine minore di n devono raccordarsi a zero in modo continuo. Tutto quanto
faremo si potrebbe ripetere sostituendo lo zero con un istante 7' generico: se partissimo
da una f nulla prima di 7" potremmo cercare soluzioni nulle prima di 7' e troveremmo
risultati analoghi a quelli che ora esponiamo.
Come sempre introduciamo il polinomio caratteristico P dell’equazione definito da

P(z):=a,z"+ -+ a1z +ag

e chiamiamo zq, ..., 2 le sue radici.
Supponiamo che «o(f) < 4o00; allora ¢ definita f : Hyyy — C. Se esiste una soluzione
y e se a(y),ay’), --,a(y™) < +oo, allora, trasformando secondo Laplace entrambi i

termini dell’equazione, otteniamo

P(2)y(z) = f(2) Vz con Rez > max(a(f), a(y), ... ,a(y(”)))

(utilizzando le formule della proposizione 6.4.6). Quindi §(z) = % per Rez > a,
z
dove o = max {a(f), a(y),...,aly™), Rez, . .. ,?Rezk}; in particolare, per 1'osservazione

6.4.16, di tali y ne puo esistere al massimo una.
Viceversa facciamo vedere che la formula trovata individua effettivamente una soluzio-

ne y. Supponiamo per questo che la trasformata f sia dell’ordine di — — pitl precisamente
z

supponiamo che:

. M,
per ogni a > «(f) esiste una costante M, tale che |f(z)| < — Vz € H,. (6.14)

2|
Poniamo « := max{«a(f), Rez1,...,Rezx} e fissiamo un qualunque a > a. Se g(z) :=
/() , troviamo allora
P(z)

M,
lg(2)] < P Vz € H,

e quindi, per il teorema 6.4.11, g e antitrasformabile secondo Laplace e possiamo definire
y mediante la formula (6.8) in modo che a(y) < a e L(y) = g su H,. Per 'arbitrarieta
di @ > « ¢ chiato che alla fine a(y) < a e L(y) = g su H,. Per la proposizione 6.4.13
(iterata n volte) la y risolve l'equazione. Abbiamo dunque provato che vale 'enunciato
che segue (la seconda parte e conseguenza del teorema 6.4.15).

6.5.1 Proposizione. Se il dato f verifica l'ipotesi 6.14, allora il problema (6.13) ammette

una € una sola soluzione y individuata dalle proprieta a(y) < o := max{a(f), z1,..., 2},
y(z) = % per Rez > «; inoltre

y(t) :% / %e“dz

r+iR
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dove x € un qualunque numero con x > «; tale lintegrale non dipende da x e fa zero per
t < 0. Come gia osservato y : R — C ¢ di classe C" 1.

< R
Infine se f(z) = ﬁ, dove R e () sono polinomi e se zi, ...,z sono le radici di Q)
z
(e quindi o f) = max {Rez!, ..., Rez},}), allora si ha:
z)e*t (2)e*t
y(t) = {z] . Res (P( el zj> —|—Z] 1Res( )Q(z),z;> set >0,

0 set <0,

Vediamo ora come, mediante la trasformata di Laplace, si puo risolvere il classico
problema di Cauchy

{any(n) + e + aly/ _|_ aoy — f 111 R, (6 15)

y(O) = Yo, y/<0) =Yi,--. 7?J(n_1) = Yn—1-

dove Yo, Y1, ...,Yn_1 sono n dati iniziali assegnati in C e f € L} . Faremo l'ipotesi che

a(Hf) < 400 e che

loc*

R(z)
LHf)(2) = ——= Vz con Rez > a(H f
HNE = 503 (1))
dove R e ) sono polinomi, grado(R) < grado(Q)) — 1. Chiameremo 21, ..., 2}, le radici di
Q; evidentemente a(H f) = max {ﬁ%ez;,j =1,..., h}. Come prima chiamiamo z1, ..., 2

le radici del polinomio caratteristico P(2) := a,2" + -+ + a1z + aop.

Troveremo la soluzione y(t) solo per ¢ > 0; a priori quindi non potremmo dire nulla
su quanto faccia y(t) per t < 0, di solito pero 'espressione che si trova per y(t) fornisce
immediatamente la soluzione anche per ¢ < 0 (questo ¢ sicuramente vero se f = 0).

Per trovare y moltiplichiamo entrambi i membri dell’equazione per H(t): a questo
punto possiamo prendere la trasformata di Laplace di entrambi i lati e, applicando la
proposizione 6.4.8 (secondo punto), otteniamo

- (k—1—j) R(z
P(z)L ZakZz] QEZ;<:>

=1 j=1
dove

n
2) =D o

k=1 7

k-1
Y1 (grado(S) <n —1).

1

Usando il teorema 6.4.15 ne deduciamo (tralasciamo qualche dettaglio riguardo all’unicita)

6.5.2 Proposizione. Nelle ipotesi scritte sopra soluzione del problema 6.15 verifica:
k t n
e? R(2)
t) = Res | — 2" Yy +——= |,z | +
=S (5 (a3 )
h t n
e* R(2)
Res 2 Yp—m + , 2 set > 0.
e (705 (35 13 4)

6.5.3 Osservazione. Se nella proposizione precedente consderiamo il caso yo =y, = -+ =
Yn—1 = 0 otteniamo una soluzione y del problema precedente (6.13), in un caso in cui
I'ipotesi (6.14) non vale, ma si suppone che la trasformata di f sia una funzione razionale.




Capitolo 7

Cenno alla teoria delle distribuzioni

7.1 Le distribuzioni

7.1.1 Definizione. Indicheremo in questo capitolo
D:={p:R — C: ¢ ¢ infinitamente derivabile,Ja,b € R per cui p(t) =0se t ¢ [a,b]}.

D indica quindi I'insieme delle funzioni a supporto compatto ed € dunque un sinonimo di
C*(R;C). Gli elementi di D sono tradizionalmente detti i test.

Diremo che una successione (¢,,) di elementi di D converge a una ¢ in D, se esistono
a, b (indipendenti da n) tali che tutte le ¢,, sono nulle fuori da [a, b] e se per ogni k intero

go%m — ©®) uniformemente su [a, b]. Per indicare tale convergenza scriveremo ¢, SN %

7.1.2 Definizione. Chiameremo distribuzione una qualunque funzione u : D — C che
sia lineare e continua, cioe tale che

w(Arpr + Aagpa) = M) + Aoulpz) VA, Ap € CVipy, 2 € D;
se p, — ¢, allora u(pn) = u(yp) (in C).

Indicheremo con D’ 'insieme delle distribuzioni e scriveremo (u, ¢) in luogo di u(yp).
E evidente che D’ & uno spazio vettoriale. Introduciamo una nozione di convergenza
anche in D': se (u,) & una successione in D' e se u € D":

un =5 u se e solo se (Un, ) = (u, ) per ogni ¢ in D.

Se ricordiamo la suggestione proposta nell’osservazione 4.3.5 possiamo pensare che
(u, @) sia il risultato della misurazione ¢ sulla distribuzione u. In questo senso le distri-
buzioni sono una generalizzazione delle funzioni come vedremo tra un momento.

7.1.3 Definizione. Sia f una funzione L} (R;C). Definiamo 77 ponendo

loc

@ o= [ fteydt  veeD,

Si pud vedere senza grosse difficoltd che T/ € D’. Inoltre, per il principio di eguaglianza
debole, due funzioni f e g di Lj,. sono eguali quasi ovunque (cio¢ sono lo stesso oggetto
di L}.) se e solo se TV = T9.

D’ora in poi possiamo allora identificare f e T' e quindi vedere le funzioni (localmete
integrabili) come delle particolari distribuzioni. Quindi scriveremo (per ¢ in D)

—+o00

(f, ) = f®)et)dt  se fe L, (R;C).

163
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7.1.4 Osservazione. Se (f,) ed f sono funzioni in L'(R) tali che f, — f in L' allora si
deduce facilmente dal teorema della convegenza dominata che

—+00 —+00

fu(t)p(t) dt. — Fet)dt Ve eD.

—00

Cio significa che la convergenza L' (e lo stesso vale per tutte le altre convergenze consi-
derate finora) implica la convergenza nel senso delle distribuzioni.

Notiamo che solo le funzioni localmente integrabili sono automaticamente delle di-
stribuzioni. Per esempio la funzione f(t) = % non si puo pensare come distribuzione
(almeno non in modo ovvio) dato che non & integrabile vicino a zero. Tale funzione verra
“recuperata” piu avanti.

Vediamo ora un esempio di distribuzione che non e una funzione.

7.1.5 Esempio (delta di Dirac). Introduciamo ¢ in D’ ponendo

(6,0) == (0)  VpeD.

E facile verificare che § ¢ effettivamente una distribuzione. Mostriamo che & £ T/ per

ogni f in L},.. Supponiamo per assurdo che ci sia una tale f. Allora

“+o0o
f)p(t)dt = ¢(0) =0 Ve e ([0, +o0)
0
(dato che ogni funzione di C°(]0, +oc]) si puo vedere in D, ponendola 0 per ¢ < 0). Ne
segue per il principio di eguaglianza debole 4.3.4 che f(t) = 0 per quasi ogni ¢ > 0. Allo
stesso modo si ottiene f(¢) = 0 per quasi ogni ¢ < 0 e dunque dovrebbe essere f = 0.
Ma questo & chiaramente impossibile dato che, presa una qualunque ¢ in D con ¢(0) # 0

troveremmo
—+oco

0= f)p(t) dt = (f, ) = ¢(0) # 0.

Notiamo che § ¢ limite in D’ della successione (f,,) di funzioni definite da f,, = nl_1/2,,1/2n]-
Infatti per ogni ¢ in D:

“+oo

)= [ ltredt=n [* pt)dt — 0(0) = (5.9)

2n

(si e applicato il teorema fondamentale del calcolo integrale).

Non e possibile, in generale, pensare al valore di una distribuzione in un punto. Si
pu‘gpero dire se una distribuzione e positiva, negativa o nulla su un intervallo.

7.1.6 Definizione. Sia u in D’ e sia [ un sottointervallo aperto di R (anche illimitato).
Diciamo che u > 0 su I (risp. u < 0su /) se

(u,) >0 (risp. (u,¢) <0) per ogni ¢ in D con ¢ =0 fuori [ e ¢ > 0in [.
Analogamente diremo che u = 0 su [ se
(u,0) =0 per ogni ¢ in D con ¢ = 0 fuori I.

Queste definizioni “vanno d’accordo” con il caso delle funzioni, dato che una funzione f
di L, ¢ nulla su I se e solo se

—+00

f)p(t) =0 Ve e CX(I).
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(vedi la proposizione 4.3.4).

Analogamente possiamo dire che u > v, u<veu=wvsulseu—v>0,u—v<0e
u—v=0sul
Per esempio ¢ facile vedere che la distribuzione ¢ ¢ nulla sia su | — oo, 0] che su |0, +o0] e
che § > 0 (ma non ¢ nulla).

Come abbiamo osservato le distribuzioni si possono sommare (D’ ¢ uno spazio lineare)
— non e invece possibile, in generale, moltiplicarle tra loro. La moltiplicazione si potra
eseguire solo tra una distribuzione v e una funzione “molto regolare” .

7.1.7 Definizione. Indicheremo nel seguito con £ lo spazio delle funzioni infinitamente
derivabili sulla retta (cioe C*(R,C)). Anche in questo caso possiamo introdurre una
nozione di convergenza in £ ponendo:

by 39 seesolose VkeNe V[a,b] % — *®) uniformemente su [a, D).

Si puo notare che ¥, N Ve @, 2, w implica ¥, ¢, N Yy (questo servirebbe per fare
le dimostrazioni di varie affermazioni che seguono, che noi peraltro ometteremo).

7.1.8 Definizione (moltiplicazione). Date u in D’ e ¢ in € possiamo definire la distribi-
zione 1u mediante la formula:

(Yu, ) == (u, ) Ve €D.

E chiaro che la definizione sopra individua una funzione lineare su D (che, con un po’
di pazienza, si dimostra essere continua) e quindi individua un elemento di D’. Possia-
mo anche notare che, nel caso in cui u sia una funzione, si ritrova il prodotto in senso
tradizionale. Infatti, date f € L} e ¢ in &:

—+00

W', p) = (T7,vp) = FO)e(te(t)dt = (T%,9) Vo €D,

e quindi YT/ = TY/.

7.1.9 Esempio. Sia ¢y € £. Allora per ogni ¢ in D:

(¥0,0) = (0,¢) = $(0)p(0) = ¥(0)(3, ) = (¥(0)d, ¥)
e cioe 10 = 1(0)d. Notiamo che, di conseguenza, 1¥d = 0 se e solo se ¥(0) = 0.

7.1.10 Definizione (translazione). Se u € D' e se t; € R definiamo la traslata wu,,
mediante:

(utm 90> = (u; (Pft0> VQD e D.

Anche in questo caso, se © = T & una funzione si ritrova la definizione tradizionale, dato
che per ogni ¢ in D:
+oo +oo
((Tf)tm 90) = (Tf7 Spfto) = f(t)SO(t + tO) dt = f(t - t0)90<t) dt = (Tfto ) 90)7
o

— —o0

cioe (T7);, = T'o. Spesso per indicare uy, scriveremo u(t — to) anche se cid non sarebbe
lecito, visto che non ha senso prendere il valore di u in qualche punto.

7.1.11 Esempio. Vediamo chi ¢ la translata della . Se ¢ € D si ha:

(Ot0: #) = (0, 915) = 9-15(0) = [t + to)|,—g = (to)-



166 CAPITOLO 7. CENNO ALLA TEORIA DELLE DISTRIBUZIONI

7.1.12 Definizione (riflessione). Se v € D’ definiamo la riflessa u* di v mediante:

(v, ) = (u, ") Ve € D.
Se u =T/ con f in L, allora per ogni ¢ in Dsi ha:

+oo +o0o
(T7), ) = (T, ¢") = f)p(=t)dt = F(=t(t)dt = (", ),

e quindi (T7)* = T/", cioe si ritrova la definizione tradizionale f*(t) := f(—t) (sem-
pre modulo l'idenfificazione tra f e T7). Anche in questo caso, a volte, indicheremo
“Impropriamente” u* con u(—t).

Possiamo anche dire che u ¢ pari se u* = u e che u ¢ dispari se u* = —u.

7.1.13 Esempio. La distribuzione § e pari dato che:
(0%,0) = (6,¢%) = ¢7(0) = p(=0) = (0) = (0,p) VYpeD.

Verifichiamo anche (d,)* = d_4, (da cui si riottiene che 6 = dy ¢ pari).
Se ¢ € D si ha:
((5150)*7(:0) = <6t07§0*) = 90*@0) = @(_to) = (5*150790)'
La riflessione e una caso particolare del riscalamento.

7.1.14 Definizione (riscalamento). Se u € D’ e se a € R, a # 0 definiamo la riscalata
u(at) (notazione “impropria”) mediante:

(ulat), p) == ﬁ(“’ o(t/a))  VoeD.

Seu=T7 fe L}, allora (Tf)(at) = T infatti per ogni ¢ in D:

(T7)(at), ¢) = ﬁmﬁ o (t/a)) =

ﬁ /_ ” ft)p(t/a) dt = - Flat)p(t) dt = (TH p).

7.1.15 Definizione (coniugazione). Se u € D’ definiamo la coniugata @ di v mediante:

(@) = (u, ) VoeD.
Se u =T/ con fin L} allora per ogni ¢ in D si ha:

loc

“+o00 —+00

((T7), ) = (T7,0) = f)p(t)di = Ft)p(t)dt = (T7, ),

Ty 7 . . . u+u u—1u .

e quindi (TF) = T/. Possiamo poi definire Re(u) := 5 e Sm(u) := 57 Allora u &
i

reale se e solo se 4 = u mentre u ¢ immaginaria pura se e solo se 4 = —u.

7.1.16 Osservazione. Tutte le definizioni fatte vanno d’accordo con le corrispondenti
convergenze. Si potrebbe infatti vedere che:

unZOSu],ungu = wu>0sul (lo stesso vale per < e =)

&£ D’ D’
wn—>waun—>u wnun—>wu

=
2 D'

Uy —> Uy, = (Up)yy — Uy
2 D’

Uy, — u, = uy(at) — u(at)
2 . D : :

Up —> U, => U, —>U (caso particolare della riga sopra)

' D
Uy — U, = Uy, — U
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7.2 Derivazione e integrazione nelle distribuzioni
Una proprieta molto utile delle distribuzioni e che esse si possono sempre derivare.
7.2.1 Definizione (derivazione). Sia u in D’. Definiamo «' ponendo:
(', @) = —(u,¢) Vo € D.
In generale se k € N esiste u*) definita da:
(W™, p) = (=1)*(u,o") Ve eD.

Si puo verificare facilmente che v’ € D’. Vediamo cosa dice la definizione ora introdotta
nel caso delle funzioni. Supponiamo f € C!'(R). Allora per ogni ¢ in D:

(17Y.0) =) == [ it = [ ret s =17p)

(abbiamo integrato per parti e sfruttato il fatto che ¢ & nulla fuori da un intervallo).
Quindi (77)" = T¥'. Questo rimane vero anche se f ha derivata nel senso di L},.. Dunque
la derivata distribuzionale ¢ un’ulteriore generalizzazione del concetto di derivata.

7.2.2 Esempio. Consideriamo la funzione di Heavyside H. Dato che H e localmente
integrabile essa ¢ una distribuzione e possiamo derivarla. Sara:

(H',p) = —(H,¢') = — ” H(t)p(t) dt = — /;OO o(t)dt = —[o(t)]y = ¢(0)

per ogni ¢ in D; quindi H' = .
7.2.8 Osservazione. Si vede facilmente che

D , D,
Uy — U = U —u

e lo stesso vale per le derivate di ordine £ qualsiasi.

7.2.4 Esempio. Consideriamo la funzione f definita da:

1 set>1
flo) =022’ =2 + 2o +1 se —1<z<1
0 sex < —1

Non ¢ difficile verificare che f & C? e che:

0 se |t| >1 0 se |t| >1
f/(x):{ﬁ 4 15,2 f”(fﬂ):{ﬁ 3 15

Bt — L2 4 B gefz| <1 53— By sefz| <1

Se definiamo f,(t) := f(nt) troviamo che f!(t) = nf'(nt) e f/(t) = n*f"(nt). Dato che
fn(t) = H(t) e che | f,(t)| <1, applicando il teorema della convergenza dominata si vede

facilmente che f, PH - % Ne segue che f! hse 1 LA

7.2.5 Proposizione (derivata del prodotto). Siano u € D' e p € €. Allora (Yu) =
Vu+ !
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Dimostrazione. Data una qualunque ¢ € D si ha:

(u), @) = =(hu, ¢') = =(u, ') = —(u, () —¢'0) = =(u, (Ve)) + (u, ¢, @) =
(u',9e) + (u, ', ) = (Yu', @) + (Y'u, ) = (Yu' +¢'u, p).

Dato che I'eguaglianza vale per ogni ¢ abbiamo dimostrato la tesi. O

7.2.6 Esempio. Prendiamo v in &; allora:

(6) ='d + 8" = ' (0)8 + 7.

da cui si ottiene:

7.2.7 Osservazione. Notiamo che 0 e ¢’ sono linearmente indipendenti, cioe A0 + A2d’ =0
se e solo se A\ = Ay = 0. Infatti se \{d + A28’ = 0 si ha

0= (M0 + X0, 0) = Ai(0,0) — Xa(d,¢") = Mip(0) — Map'(0) Ve € D.

Dato che si puo facilmente produrre una ¢ in D con ¢(0) =1 e ¢'(0) = 0 si trova A = 0.
Dato che si trova anche una ¢ in D con ¢(0) = 0 e ¢'(0) = —1 si trova anche Ay = 0.

Da questo fatto e dalla formula dell’esempio precedente si ricava che ¥d’ = 0 se e solo
se ¥(0) = ¢'(0) = 0. Si potrebbe vedere in generale che:

P =0 o P0)=---=yp*b)=0. (7.1)

7.2.8 Esempio (valore principale di 1/t). Consideriamo la funzione f(t) := In(|¢|). E
ben noto che tale f ¢ integrabile vicino a zero e quindi f € L}, . Possiamo considerarne
dunque la derivata, che indichiamo con u. Facciamo vedere che tu = 1. Data ¢ in D:

+o0o
(tu, ) = (u,tp) = (f', @) = =(f, (tp)') = —/ In([t])(p(t))" dt = (per parti)

o0

~ oo q +o0
In(=tto(t) + o™ + [ ottt = [ oyt =(1,)
da cui la tesi per l'arbitrarieta di ¢. Abbaimo quindi trovato una distribuzione che e

. . 1 . . . .
lecito chiamare — (anche se, come gia detto, non ¢ una vera funzione). Piu precisamente

t
distribuzione v con tv = 1. In effetti se consideriamo v = u + Ad, con A costante, allora
tv =tu+ Md =1+ A0§ = 1 (utilizzando la formula ¥§ = 1/(0)d). Vedremo tra poco che
la formula v = v + \J individua tutte le distribuzioni v tali che tv = 1.

la u si scrive come (U.p.); (valore principale di 1) in quanto non & I'unica possibile
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1
Il nome (v.p.); per la u introdotta sopra ¢ giustificato dal fatto che

(wep) == [ ey e =~y ([ ey ) e+ / (e <>d)

—&

~ lim ([m(m) (t))- ;—/_ 1 (¢) dt + [In([t])(t)]; °°— )

lim In(e) (¢ (<) — w(—€;+ lim ( | et [ +°° %gpf(t) dt) .
impetne) (2220 _ A =eO) [ Lo

+o0 Foo
0@(0)+ O +p) [ 3@ d=p) [ o0 d

—0o0 o0 t
(si ¢ usato il fatto ben noto che eln(e) — 0 se ¢ — 0).

Usando le stesse idee si puo definire la distribuzione m mediante

1 (=11 g
7 = (o oiaee D)

Anche in questo caso si verifica che t* i 1 (ma non & l'unica distribuzione con tale

proprieta — si veda piu avanti per la discussione di quali siano le distribuzioni v che
verificano tfv = 1),

7.2.9 Proposizione. Sia k intero. Allora

k-1
weD, tfu=0 & u:ZAjé(j) per Ay, ..., \p € C. (7.2)
=0
Cenno di dimostrazione. Se 1(t) = t* allora 1(0) = --- = »*=1(0) = 0 e per la (7.1)
Y60 =0, =0,...,k—1. Se u & una combinazione lineare delle 6%) =0, j =0,...,k—1

si ottiene per linearita che ¥u = 0.

Vediamo il viceversa nel caso k = 1. Dobbiamo mostrare che se tu = 0 necessariamente
esiste A in C per cui u = Ad. Fissiamo una qualunque 7 in D con la proprieta n(0) = 1.
Prendiamo poi una ¢ generica in D e osserviamo che la funzione

(1) = ¢(0)n(t)

t

(t) =%
¢ in D. Allora

(u, ) = (u, 0 — p(0)n + ©(0)n) = (u,t) + p(0)(u,n) = (tu, ) + (5, 9)(u,n) = (A, )

dove A = (u,n). Dato che ¢ ¢ arbitaria se ne ricava u = A\d. Con metodi simili si dimostra
anche il caso k£ > 1. [l

, per t #0;  ¥(0) := ¢'(0) — (0)n'(0)

La proposizione precedente si puo generalizzare nel modo che segue.

7.2.10 Proposizione. Sia P un polinomio e siano xi,...,xy le sue radici reali, di
molteplicita mq, ..., my. Allora
k. mp—1
ueD, PHu=0 & u= Z A6 per Ap; € C. (7.3)
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7.2.11 Esempio. Le distribuzioni u tali che (t* — 1)?u = 0 sono tutte sole della forma
u = )\151 + )\2(51 + /\35_1 + /\4(5/71

al variare di A1, Ay, A3, Ay in C. Cio segue dalla proposizione precedente dato che P(t) =
(t* — 1) = (t — 1)*(t + 1)*(#* + 1)? ha come radici reali 1 e —1, di molteplicita due.

Dalla proposizione precedente si ricava con ragionamenti standard un analogo enun-
ciato per il caso non omogeneo.

7.2.12 Proposizione. Sia P un polinomio e siano xy,...,x; le sue radici reali, di mol-
teplicita my,...,my. Sia w una distribuzione e supponiamo che ug in D’ sia tale che
P(t)ug = w. Allora

k mp—1
weD, Plt)u=0 & u=ug+ Z Z )\hj(sa(:i) per \p; € C. (7.4)
h=1 j=0

Dimostrazione. Se P(t)u = w allora e chiaro che P(¢ )(u — up) = 0 e quindi per la (7.3)
u—uy =S r_ iy ! )\h] ) Viceversa se u = ug + S > ! )\hjéwjh) moltiplicando
per P(t) si ottiene P(t)u = P(t)ug + 0 = w. O

7.2.13 Proposizione (primitive). Sia w in D'. Allora esiste u in D’ tale che v = w,
ctoe esiste una primitiva di w. Inoltre se u e ug hanno entrambre derivata equale a w,
allora uw — ug € costante.

Dimostrazione. Sia n € D fissata con la condizione che (1,7) = fj;o n(t) = 1. Data ¢ in
D definiamo la funzione I(y) mediante:

H@@:/ (o(s) — (Lo ds

Notiamo che la derivata di I(¢) € ¢ — (1, ¢)n, mentre 1(¢’)(t) = ¢(t) —ffoo(l, ©n(s)dt =

o(t), dato che (1,¢") = —(1", ) = —(0,p) = 0.
In particolare I(p) ¢ infinitamente derivabile; inoltre se [a,b] € un intervallo tale che
¢ ed n sono entrambe nulle fuori [a, b], allora per t < a

Iw@:/‘w@—@@mwz/owzo

—0o0 —0o0

mentre per t > b

(L= (1e)n) =(1,¢) = (L,e)(1,n) =(1,¢) — (1,¢) = 0.

In definitiva I(¢) € D. B immediato che T(Ag1 4+ Aows) = MI(@1) + Al (2) e con un
po’ di pazienza si verifica che ¢, N © = I(pn) N I(y). Dunque ha senso definire

(u, ) == —(w,I(p)) Vo eD.

Vediamo che v’ = w. Infatti per ogni ¢ in D:

(ulv 50) = _(uﬂpl) = (va(Qp/)) = —(’LU, 90)'
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Per dimostrare la seconda affermazione basta far vedere che v/ = 0 = w costante. Infatti
per ogni ¢ in D:

0= (u,I(¢) = —(u, I(p)) = =(u, 0 — (1, 0)n) = —(u, ) + (1,0)(u,n) Ve €D.

Quindi per ogni ¢ in D:
(u,0) = ((u,m), )

cioe u = (u,n). O

7.2.14 Teorema (equazioni differenziali lineari del primo ordine). Siano a in € e w in
D'. Allora l’equazione differenziale

Yy =ay+w yeD
ha soluzione e le soluzioni y sono tutte e sole quelle individuate dalla formula:
y=c"ON+W) NeC

dove A € £ ¢ una primitiva di a e W ¢& una primitiva di e *®w (che esiste per la
proposizione precedente). In sostanza vale la formula solita

t t
y(t) = AW ()\ +/ ey (s) ds) reC dove A(t) = / a(s)ds
to to

pur di intenderla in maniera corretta, dato che w ey sono distribuzioni.
Dimostrazione. Verifichiamo che la y indicata sopra e effettivamente una soluzione. Si ha

y =[O A+ W] = A DA A+ W) +AO N+ W) =
a(t)eM™ A+ W) + AW = a(t)y + e*De Oy = ay + w.

Viceversa, se vale I’equazione, moltiplicando entrambi i termini per e=4® si ha:

—A(t)

Y —ay=we ey —ay) =e w e (e AWy) = e Ay,

Quindi se W ¢ una primitiva di e=*®w si deduce che esiste una costante A in C per cui
ey =W+ rey=eDN+W).
m

Il risultato precedente si puo generalizzare al caso dei sistemi di equazioni del primo
ordine. Non diamo la dimostrazione, che peraltro non e difficile e riproduce quasi esat-
tamente quella del caso unidimensionale (una volta note le proprieta dell’esponenziale di
una matrice).

7.2.15 Teorema (sistemi di equazioni differenziali lineari del primo ordine). Sia N intero

e per 5,k = 1,...,N siano aj; delle funzioni di €. Siano inoltre wy,...,wy in D'
Consideriamo il problema di trovare yi,...,yyn in D' che risolvono il sistema

Yy, = anyi + -+ + Ny, + wy

Yy = avith + -+ + annyn + wn
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Se indichiamo con y il vettore degli y;, con a la matrice degli aji, e con w il vettore dei w;
il sistema si puo scrivere esattamente come nel caso unidimensionale:

Yy = ay +w.
Allora il sistema ha sempre soluzione e la famiglia delle soluzioni é descritta da
y=eON+W) xecCV

dove dove A € £ ¢ una (matrice) primitiva di a e W é una primitiva (vettoriale) di
e~ 4w e dove si & utilizzato Uesponenziale di una matrice introdotto a suo tempo. Anche
ora possiamo scrivere la formula in maniera pitu espressiva (anche se meno rigorosa):

t t
y(t) = eA® ()\ +/ e Ay (s) ds) rech dove A(t) = / a(s)ds
to to
Quindi in questo caso l'insieme delle soluzioni é uno spazio affine di dimensione N.

Il risultato precedente ha come ricaduta la risolubilita delle equazioni (o sistemi) lineari
di ordine N; ¢ infatti standard la possibilita di ricondurre un equazione differenziale di
ordine N a un sistema di N equazioni differenziali di ordine 1.

7.2.16 Teorema (equazioni differenziali lineari di ordine N). Se ag,aq,...,an sono in
E,any #£0 e sew €D, allora l'equazione:

any™ + -+ ary Fagy = w

ammette soluzione e la famiglia di tutte le sue soluzioni forma uno spazio affine di dimen-
stone N. Piu precisamente se iy ¢ una soluzione del”equazione allora la famiglia di tutte
le soluzioni é data da

Yy=Y+uyo
al variare di yo fra tutte le soluzioni dell’equazione omogenea:

aNy(N)+...+a1y,+a0y:0

che formano uno spazio lineare di dimensione (quest’ultima affermazione é nota dal-
la teoria classica delle equazioni lineari, dato che [’equazione omogenea non coinvolge
distribuzioni ma solo funzioni, per giunta ultraregolari).

7.3 Distribuzioni temperate e trasformata di Fourier

7.3.1 Definizione. Definiamo lo spazio delle funzioni rapidamente decrescenti S me-

diante
S := {p € C*(R;C) : Vh, k interi thp®(t) — 0 per t — +oo} .

Diremo che (p,,) converge a ¢ in S, e scriveremo ¢, N ©, se
Vh, k interi  t"oW® (1) — t"o®) (1) uniformemente su R.
Non ¢ difficile verificare che D C S C & e che:
D S £
Pn —> Q= Pp —2> P = Pp — P.

Definiamo lo spazio S’ delle distribuzioni temperate come l'insieme delle funzioni lineari
e continue su S: u € §’ significa dunque che v : § — C lineare e che ¢, N Y =
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u(pn) — u(yp). Come al solito scriveremo (u, ) in luogo di u(y). Dunque le distribuzioni
temperate formano un sottoinsieme di D', e sono individuate dal fatto di poter essere
“misurate” non solo dalle ¢ di D, ma anche dalle ¢ di S.

Possiamo introdurre una convergenza anche in &’ ponendo

Sl
Up — U S (Un, ) = (u, ) Ve €S.
Non e difficile verificare che
, , , &’ S’ D’
EcsS ch, e Up —> U= Uy —> U = Uy — U
Vediamo alcune proprieta delle distribuzioni temperate.

7.3.2 Proposizione. 1. Se f € L} e se esisitono M, R ed n tali che

loc
F@O) < Mt" per|t| = R

(f ha “crescita polinomiale”) allora f € 8'. Non ¢ invece vero che L},, C S', per
esempio f(t) = €' non & una distribuzione temperata.

2. Se f € L'(R,C), oppure se f € L*(R,C), allora f € S'.

3. Seu e S, allora t"u € 8" per ogni h intero. Quindi se u € S’ si ha che P(t)u € S’
per ogni. polinomio.

4. Seu e S, allora u™ € S per ogni k intero.

7.3.3 Esempio. La funzione H di Heavyside, essendo localmente integrabile e limitata,
¢ una distribuzione temperata. Ne segue che ¢ ¢ una distribuzione temperata (e anche

tutte le sue derivate).

La funzione f(t) = In(Jt|) ¢ in &’. Infatti essa & in L}, e, come ben noto, cresce
1
piu lentamente di qualunque polinomio. Di conseguenza la sua derivata, che ¢ (v.p.);,

1
appartiene &’. Stesso discorso per tutte le derivate di f, che sono m

Per le distribuzioni temperate ha senso fare la trasformata di Fourier F. Cominciamo
coll’osservare che F si comporta bene in S.
7.3.4 Proposizione. Se ¢ € S, allora p € S e si ha ¢, N = Q, SN o.
7.3.5 Definizione. Sia u in §’. Allora possiamo definire la trasformata di Fourier di wu,
che indichiamo con @ o con F(u), mediante:
(4, 0) == (u,®) Vo €S.

Questa ¢ una buona definizione e definisce una 4 in S’ a causa della proposizione prece-
dente.

Confrontiamo la definizione ora introdotta con quella tradizionale.

7.3.6 Esempio. Supponiamo che f sia in L'(R). Allora

+o0o +0o0

~ A A

(fr9) = (f,0) = FO)p(t) dt = f)p(t)dt = (f,¢)

(abbiamo usato la formula (6.4)). Questo significa che T/ = T7, ciot la trasformata
definita ora coincide con quella solita (a patto di identificare, come sempre, f con TY).
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7.3.7 Esempio. Si ha

e quindi §=1.

Le proprieta della trasformata che erano state trovate a suo tempo in L' e in L? si
trasferiscono immediatamente a S’.

7.3.8 Proposizione. Sia u in S'. Allora valgono i fatti sequenti.

1. Per ogni intero n:
4™ = F(u)™ = (=i)"F(t"u(t)).

2. Per ogni intero n:
Fu™) = i"w"F(u) = i"w"i.

3. SetyeR: 4 '
Flug) = e " F(u) = e "4,
4. Sewy € R: .
(@ag = F(u)uy = F(euft))
5. Sea#0:

Flutat) = 7w (£) = S (2)),

lal

da cui seque in particolare F(u*) = F(u)*.

6. Si ha:

7. St ha:
F (F(u)) = 2mu*.

Dimostrazione. Prendiamo ¢ in S. Allora applicando le varie proprieta della trasformata
su ¢ (vedi la proposizione 6.1.5) si trova quanto segue. Si noti che usiamo la convenzione
di chiamare ¢ la variabile indipendente quando appare insieme alla funzione e w quando
appare insiame alla trasformata.

1. Si ha
(@), p) = (1, ¢') = =(u, @) = —(u,iw@) = (—itu, p) = (—itu, p)
e quindi, essendo ¢ arbitraria, (4)" = —itu. Iterando si trova il caso generale.
2. Si ha

(&\/7 (10> = (u/7 QAD) = _(u? (QAD)I) = —(’LL, —@'t@) = (ia7t90) = (iw’&v 90)

e quindi, essendo ¢ arbitraria, v’ = iwu. Iterando si trova il caso generale.

3. Si ha
(trgs ) = (trg, @) = (u, (P) 1) = (u, e70tp) = (i, e™""p) = (e7"%a, )
e quindi, essendo ¢ arbitraria, w4, = e~"0“q.
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4. Siha

(e™0tu, ) = (eiWOtua ¢) = (u, eiWOt(:Ap) = (u, m) (@, p—wy) = (@), ¥)
e quindi, essendo ¢ arbitraria, ety = (1) g -

5. Si ha

6. Si ha:

(@) = (@) = (u,9) = (u,5%) = ( i

e quindi, essendo ¢ arbitraria,

7. Si ha:

(lAL, (10) = (ﬁa @) = (u> SAO) = (U, 27Tg0*) = (27‘(”&*, QD)
e quindi, essendo ¢ arbitraria, 0 = 2mu*.

Dalle proprieta scritte sopra si deducono immediatamente i fatti seguenti
7.3.9 Osservazione. Se u in §', allora si ha che:

e u ¢ pari se e solo se U ¢ pari;

e u e dispari se e solo se 4 e dispari;

e u ¢ reale se e solo se u* = u f(—w) = f(w);
e 1 ¢ reale pari se e solo se u e reale pari;

e 1 ¢ reale dispari se e solo se @ ¢ immaginaria pura dispari

7.3.10 Esempio. Come abbiamo gia visto 6=1. Piltin generale, applicando la formula
sulla translazione abbiamo:

F(6,) =e ™ W eR

e anche:

F(Tett) o), F () —snlin) R
1

7.3.11 Esempio. Applicando la (7) della proposizione 7.3.8 agli esempi precedenti si
trova:

F(e*") =276, Vi eR
(ricordando che (d;,)* = 0_4,) €

F (cos(wot)) = m(0gy + d_4,),

F (sin(wot)) = —im(dyy — 0—¢,) Vity € R.
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1
7.3.12 Esempio. Prendiamo u = (vp)z Allora tu = 1. Passando alla trasformata:

F(tu) =276 & i(0) =276 < it =27H + ¢

per una opportuna costante ¢ (al solito H ¢ la funzione di Heavyside). DAto pero che u &
dispari dobbiamo fare in modo che u sia dispari e questo e possibile se e solo se ¢ = —,
di modo che si ottiene

1 1
F ((vp);) =-(27H — 1) = —imsgn(w).
i
7.3.13 Esempio. Applicando volta F alla formula precedente si ottiene 27 ((vp)%)* =
F (—imsgn(t)), cioe:
) 1
F (sgn(t)) = —22(v.p.);.

Un altro modo di ricavare I'ultima formula & di usare che, se v = sgn(t), allora v = 24.
Trasformando:

1
F) =2 iwi=20=—2i(v.p)—+cd
w
per un’opportuna costante c¢. Ma dato che v deve essere dispari, bisogna che ¢ = 0.

7.3.14 Esempio. Le formule precedenti si possono generalizzare usando le proprieta delle
translazioni. Dalla prima delle due si ricava:

iwot )
F ((v.p.)te_ to) = —ime 0@ =0gon (W — wy),

da cui anche:

t . . .
F ((v.p.)%?) = —igeﬂtow (e™“0sgn(w — wp) + e~ *“Csgn(w + wp))

Se per esempio ty = 0, dato che sgn(w — wp) + sgn(w + wp) = 2+ Lr\[—wg,w]

cos(wpt )
./T" (('Up)%) = —Zﬂl],ooy,wO]U[wo’Jroo[.

Analogamente

i t X ) .
F ((v.p.)—slniwtoo )) = —ge’”o‘“ (e”owosgn(w —wp) — e Mg (w + wo))

e se ty = 0 (dato che sgn(w — wp) — sgn(w +wp) = =2 - Ly w)):
sin(wot)
F ((v.p.) ; ) = T 1 [~ 0]

Quest’ultimo risultato peraltro non richiede di parlare di distribuzioni in quanto
una funzione LZ2.
Dalla seconda formula si ricava invece

sin(wot) &

1

F (e™0'sgn(t —tg)) = —2ie "0 7w0) (y p, :
(e™“*sgn( 0)) ie (v.p )w _—_

da cui:

1 » 1
+ 7% (y.p.) ) :

F t)sgn(t — to)) = —ie o ( eitowo(y p,
(cos(wot)sgn( 0)) e (6 (v.p )w — wo w + wo
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e
. . 1 4 1
f . t t—t — _ —itow wtowo . _ —itowo . )
(sin(wot)sgn(t — to)) e (e (v.p >w — e (v.p >w o
che nel caso di {5 = 0 danno:
F (cos(uwit)sgn(t)) = ——r F (sin(uot)sgn(t)) = ——o?
COS(wpl )sgn = -7 sin(wot )sgn = ——
0l )Sg w2 — wga ol )Sg w2 — w%

7.3.15 Esempio. Dai calcoli fatti negli esempi precedenti si ricava:

F(H) = F (%sgn(t) + %) _ —i(v.p.)é 4 76,

7.3.16 Proposizione. Sia T" > 0. Diciamo che una distribuzione u ¢ T-periodica se

2
ur =u. Seu € S é T-periodica allora, posto wy := k st ha

per una opportuna successione (¢ )rez di numeri complessi. Notiamo che la distribuzione
scritta sopra ¢ definita da

+o0 +o0
(Z c,’gékwo,go> = Z cre(kwo) Vo es,

k=—o00 k=—o00

che ha senso, dato che le p di S vanno a zero molto rapidamente.
Se poi la w= f ¢ una funzione di L?,.(T) allora i coefficienti ¢ sono dati da

per
o [T/2 .

= nill fte ™t dt = 2mcy,
T J 1

(intendendo con (cg)kez © “vecchi” coefficienti di Fourier di f).

Cenno di dimostrazione. Applicando la trasformata alla relazione up = u si ha

ur =4 e i =0s (e — 1) = 0.

Dato che ¥ (w) := (e7* — 1) si annulla nei multipli interi di wp, che sono tutti zeri
semplici, ne segue 4 = Y, ., Ci0uk Per ¢ in C (per motivi analoghi a quanto visto nella
proposizione 7.2.10). Supponiamo ora che u = f con f in Lger(T). Allora per definizione
di trasformata, per ogni ¢ in S si deve avere:

(f7 CD) = (fa 90) = <Z czéwolm 90> = Z 62(5&10/‘37 @) = Z dkgp(ka’) (75)
kEZ keZ keZ
Consideriamo, per h in Z fissato:

9 Sin <T(w—2hw0)> 2 sin <(Tw—22h7r)>
plw) = T  w— hw T Tw—2hr

che ha come trasformata (vedi gli esempi precedenti, o il metodo dei residui)

2T
~ t) = == —1 wotl
o(1) T € [

N

z]:
2
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Se si calcola p(kwy) per k in Z si trova

0 sek#h,

h f—
(huo) {1 se k = h.

A rigore non potremmo usare questa ¢ come test, dato che ¢ ¢ S; perd, con un opportuno
procedimento di approssimazione, alla fine si puo mettere ¢ in (7.5) e si trova allora:

o T/2

T fOe ™t dt = (f,8) =D cilBugks ) = Y Ghp(wok) = cip(hwo) = .

=T/2 keZ keZ

2
7.3.17 Esempio. Se T' > 0 e wy := % si ha

+o0 +oo
]—"(Z 5nL> =wo Y Onao-

n=—0oo n=—oo

Infatti usando la relazione (7.5) si trova in questo caso

+0o0 “+oo
Y ekL)= ) ciplkw) Vo eS
k=—00 k=—o00

e usando la stessa ¢ della dimostrazione scritta sopra, si ottiene (per ogni h in Z)

Questi discorsi suggeriscono che, data una distrinbuzione temperata T-periodica, se
ne puo considerare la serie di Fourier, o piu precisamente i coefficienti di Fourier definiti

da ¢ := 2—’“, dove ¢} sono i numeri trovati sopra. Si puo dimostrare che i coefficienti cosi
T

trovati hanno un andamento polinomiale (?777) cioe |cx| < Ck™ per opportuni C' ed m.

7.4 Distribuzioni a supporto limitato, a supporto de-
stro e trasformata di Laplace

7.4.1 Definizione. Sia v in D’. Diremo che u & a supporto limitato (o a supporto
compatto) se esiste un intervallo [a, b] fuori dal quale u = 0.

Vediamo una caratterizzazione importante delle distribuzioni a supporto limitato.

7.4.2 Teorema. Se u ha supporto limitato allora (u,p) si puo estendere a tutte le ¢ in
& in modo che

3
on — @ = (U, o) = (u, ).
In altri termini u si puo estendere ad una funzione lineare e continua su &.

Viceversa se u : € — C é lineare e continua, allora u € una distribuzione a supporto
limatato.
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Cenno di dimostrazione. Mettiamo innanzitutto in evidenza che se u : € — C ¢ lineare e
continua allora u & una distribuzione in quanto u si puo calcolare in particolare su ogni ¢
in D (D C &) eu e continua su D perché se ¢, SN v si ha @, £, ¢, da cui (per ipotesi)
u(pn) — u(p). Peraltro, chiedendo di poter calcolare (u, ) su un insieme piu grande di
test, si rimpicciolisce lo spazio delle distribuzioni ammissibili (vedremo piu avanti altri
esempi in questo senso) — l'affermazione che si vuole provare ¢ che distribuzioni “piu
regolari”, che si possono calcolare anche su £, sono tutte e sole quelle a supporto limitato.

Cominciamo prendendo u in D’ che sia nulla fuori da un certo [a, b]. Si puo vedere che
¢ possibile definire una funzione 7 in D che faccia 1 su [a,b] (e diventi ovviamente zero
fuori da un altro intervallo [@/, b'] contenente [a, b]). Allora per ogni ¢ in £ si puo definire
(v, ) := (u,np) (dato che ny € D). Con un po’ di pazienza si verifica che v ¢ lineare e
continua su £. Verifichiamo che essa coincide con w sulle ¢ di D. Infatti se ¢ € D si ha
(v, ) = (u,np) = (w0 — (L =n)p) = (u, 0) — (u, (1 = n)p) = (u, ) perché u = 0 fuori
[a,b] e (1 —=n)p =0in [a,b].

Per dimostrare il viceversa si puo far vedere che se una distribuzione u non ha supporto
limitato allora ¢’ una successione (p,,) di test tutti tra loro a supporto disgiunto, tali che
(u, on) = 1. Ma allora si puo definire ¢ (t) = > ¢, (t) (tanto ¢ per t c¢’e al pitt una ¢,
con ¢,(t) # 0. Allora tale ¢ ¢ in £ ma si vede facilmente che si avrebbe (u, ) = 400 e
quindi u non si puo calcolare su tale ). O

7.4.3 Definizione. In virtu del teorema precedente le distribuzioni a supporto limitato si
possono indicare, coerentemente con le notazioni che abbiamo usato finora, con il simbolo
E'. Per tali distribuzioni il simbolo (u, ¢) si puo considerare per qualunque test in £ e si

E
ha @, — ¢ = (u, ¢n) = (u, @).

Le distribuzioni a supporto limitato hanno traformata di Fourier regolare. Vale infatti
il seguente risultato.

7.4.4 Proposizione. Sia u € £'. Allora la trasformata 4 é una funzione in £ e vale
a(w) = (ul(t), e_i“t) = (u,,,) dove @, (t) == e ™!
(che ha senso dato che, per ogni w, 1, ¢ in& eu éin ).
Passiamo ora considerare oggetti con supporto in una semiretta.
7.4.5 Definizione. Poniamo:

Et={pe&:IT percui p(t)=0set < T},
E ={pe&:IT percui p(t)=0set>T}.

Possiamo anche introdurre delle convergenza dicendo che ¢, LA © ((¢n £y ¢ ) se esiste
un 7 tale che ¢,(t) = 0 per t > T (T < T) e per ogni n e se per ogni k o 5 oW
uniformemente.

7.4.6 Definizione. Sia v in D’. Diremo che u & a supporto destro (risp. sinistro) se esiste
un 7" tale che u = 0 su | — oo, T (risp. su |7, 4o00[). Indicheremo con D’ I'insieme delle
distribuzioni a supporto destro e con D’ l'insieme delle distribuzioni a supporto sinistro.

E intuitivo ritenere che le distribuzioni a supporto destro (risp. sinistro) si possano
testare su tutte le funzioni di £~ (risp. £1). In effetti vale il risultato che segue.

7.4.7 Teorema. u € D/, se e solo se (u st puo estendere a una funzione lineare e
+ )

continua su tutto £~. Analogamente u € D'~ se e solo se (u,p) si puo estendere a una

funzione lineare e continua su tutto ET.
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7.4.8 Definizione. Sia u in D/ . Definiamo ascissa di convergenza di f il numero

(eventualmente +00)
a(u) :=inf{z e R:e"ue S'}.

Si puo dimostrare la seguente proposizione.

7.4.9 Proposizione. Sia u in D'.. Allora per ogni numero complesso z con Re(z) >
a(u) si ha che e *u é in 8. Inoltre la trasformata di Fourier di e *'u é una funzione
infinitamente derivabile.

7.4.10 Definizione. Sia v in D', e supponiamo che a(u) < +o0o. Per ogni z = z + iy in
H,(») possiamo definire la funzione £(u) = u(z) mediante

(z2) = u(x +iy) == Fle u)(y).
Diremo che @ ¢ la trasformata di Laplace di u.

7.4.11 Esempio. Si ha a(d) = —occ e § = 1. Infatti e *'0 = § € S per qualunque t e
Fle ™) =F() =1

Le proprieta della trasformata di Laplace per le distribuzioni sono analoghe a quelle
viste per le funzioni. L’unica differenza ¢ che non e piu vero che la trasformata tende a
zero quando |z| — oo.

7.4.12 Proposizione. Sia u in D’,_.

1. La funzione i é olomorfa su Hyey. Inoltre per ogni n intero si ha ot™u) = a(u) e:

—L(u)(z) = (=1)"L(t"u)(2) Vz con Rez > a(u).

z
2. Per ogni n intero, a(u™) < a(u) e si ha:

L (u(”)) = 2"L(u) Vz con Rez > a(u).

3. Dato ty € R, a(u) = a(u) e

L(ug)(2) = e ™ L(u)(2) Vz con Rez > a(u).

4. Dato z € C, a(e®*'u) = a(u) + Rezg e
L(e*u)(2) = L(u)(z — 20) = Ty (2) Vz con Re(z — z9) > a(u).

7.4.13 Teorema. Supponiamo che a < +o0o e che g : H, — C sia una funzione olomorfa.
Se esistono M ed n tali che

l9(2)| < M|z[* ¥z € Ha,

allora esiste una unica una distribuzione a supporto destro u tale che a(u) < « e i = g.

9(z + )

Rl e chiaro che ¢g; : Hy — C verifica
z

Dimostrazione. Consideriamo ¢;(z) :=
M

lg1(2)] < o Per il teorema 6.4.11 possiamo trovare una funzione continua f; ta-
z

le che a(f)) < 0e fi = g1. Se poniamo u := (e®f)"*? troviamo a(u) < a e
i(z) = 2"2L(e fi)(2) = 2" g1 (2 — a) = g(2). a
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P
7.4.14 Proposizione. Sia g(z) = ngg con P e @ polinomi qualungue. Siano n =
z
grado(P), m = grado(Q) e siano z, ...,z le radici di Q.
Posto o :== max {Rezy,...,Rezx} si ha ovviamente g : H, — C e g verifica l'ipotesi del

teorema precedente con n = grado(P)—grado(Q). Allora la distribuzione u tale che it = g
e data da:

=3 d00 4 f
§=0
dove dy, . .., d,_m (che ci sono solo se n > m) sono i coefficienti del polinomio Py risultato

della divisione tra P e Q:

P(Z) = < @ ove grado rado _
oG ~ )+ dove grado(R) < grado(@) — 1

(quindi R ¢ il resto della divisione) e dove f ¢é la funzione definita da:

k R(z) »
fr) o= | Zami RS (ngge g zj> set>0,
0 set <O.

Dimostrazione. Siano P; ed R i polinomi indicati sopra. Dal teorema 6.4.15 otteniamo
che la funzione

~ Ree [ B(2)
f(t) = ;Res <W:Z)ed’zj> set >0, f(t)=0 set <0,
ha ascissa di convergenza a e verifica f(z) = SEZ Allora se u = 3 770" d;60) + f si
ottiene
(ST as ) = S Y _ R(z) _ P(2)
Llu)=L (; d;6U +f> = jzodjﬁ(éj )+ L(f) = Py(z) + OO}

7.4.15 Osservazione. Notiamo che, per ogni radice z;
R(z) ) ( v B(2) > (P(z) t )
Res e**,z; | =Res | Pi(2)e* + ——=¢e*",z; | = Res ez | =
(G AR IO Qe

in quanto il termine Py(2)e* & olomorfo su tutto C. Dunque nella definizione di f si pud
prendere P invece di R.
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Capitolo 8

Applicazioni a equazioni alle derivate
parziali

8.1 Applicazioni ad equazioni alle derivate parziali

Vediamo ora alcuni esempi in cui le tecniche introdotte sono utili per risolvere dei problemi
alle derivate parziali. Cominciamo con 1’equazione del calore.
Sia L > 0 fissata, ¢ > 0 e sia anche assegnata una f(¢,z). Consideriamo ’equazione

0 o?

—u(t,r) = c=—=u(t,x)+ f(t,z), t>0,z¢€]0,L|. 8.1

ool 2) = e su(t,2) + [(7) 0.1 (5.1
L’incognita u rappresenta la distribuzione della temperatura all’istante ¢ nel punto x di
una sbarra (omogenea) di lunghezza L; la funzione f introduce una eventuale sorgente
esterna di calore (variabile nel tempo e nello spazio). Come ¢ ragionevole per motivi fisici,
e come si verifichera matematicamente, per risolvere 1’equazione sara necessario:

e indicare la distribuzione uq della temperatura ad un instante iniziale (che per sem-
plicita sara t = 0);

e descrivere gli scambi di calore che avvengono all’estremita della sbarra, indicando
delle opportune condizion: al bordo.

Nel seguito normalizzeremo ad uno il coefficiente ¢ (legato alle proprieta del materiale di
cui la fatta la sbarra). Come vedremo 'equazione si risolvera per tempi positivi.
Comiciamo con delle condizioni al bordo di tipo periodico.
0 B 0? R
au(t,x) = @u(t,x) + f(t,x), t>0,x€R,
u(0,z) = up(x) Vo e R,

u(t,x) ¢ L-periodica in x per ogni t > 0.

(8.2)

In questo caso conviene pensare la funzione u come una funzione da [0, 4+0o[xR in R
(cioe definita per tutte le ¢ > 0 e tutte le x) ed L-periodica in x. Allora I'equazione
rappresenta il caso di una sbarra con gli estremi saldati tra loro (questo spiega la condizione
di periodicita), cioe in un anello. La funzione ug rappresenta la distribuzione iniziale della
temperatura — anch’essa viene presa come definita per ogni x reale ed L- periodica in x cosi
come f(z,t) che e la fonte di riscaldamento (o raffreddamento) proveniente dall’esterno.

Consideriamo il caso f = 0 (senza sorgenti esterne) e supponiamo che uy € Lf)er(T)
(quindi ammettiamo che la distribuzione iniziale possa essere abbastanza “irregolare”).
Cerchiamo la soluzione come sviluppo t per t dalla sua serie di Fourier in x (questo e

183
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consistente con il fatto che cerchiamo soluzioni periodiche in x), cioé cerchiamo u della
forma:
iwokx 27
u(t,z) = Z cr(t)e™ o dove wy = T
keZ
Supponendo di poter derivare per serie si ottiene

8 / iwokx 82 21.2\ Jiwokx
Eu(t x) = ch(t)e : @u(x t) = ch(t)(—wok Je

kEeZ keZ

e quindi scrivendo ’equazione componente per componente si trova

A (t) = —wkPen(t) & cp(t) = cp(0)e “8Ft = Dbkt
dove ¢? sono i coefficienti di Fourier di ug: ug(z) = > ek cioe
L2 kez

1 [t .
cgzz / o (&)e ™0k de.
0

Si trova quindi:
ZCO —w?2k2¢ w.)ok:): (83)
keZ
Questi calcoli dicono che, se si vuole trovare u col metodo sopra la u ¢ univocamente
determinata dalla formula (8.3). Vediamo ora che la u definita da tale formula risolve
effettivamente il problema (in un qualche senso).

1. Per ogni ¢t > 0 la formula (8.3) definisce una funzione in L2, (T). Infatti

per

Do le P <Y T =~ ||uOH§ < oo

k€EZ keZ

Dato ¢t > 0 indicheremo con w,; la funzione = — u(t, z) (quella che abbiamo appena
dimostrato essere in L?).

2. Sia tg > 0 e poniamo 2y, := [tg, +0o[xXR. Allora la funzione u ¢ infinitamente deri-
vabile nelle due variabili in ogni punto di €2;, ed & L-periodica in z. Inoltre si puo
derivare per serie e quindi, rifacendo all’indietro i calcoli di prima, si ottiene che la
u verifica I'equazione in ogni t > 0 e in ogni x.

Per far vedere questo basta far vedere che la serie delle derivate e totalmente
convergente su €2 ; infatti

athm

2524 212
§ - 2 wok tezwokz — § : Cg(_wng)he wok t( iw k)m iwokx —
8t 8xm oo
keZ o kEZ
_ 2 212
E ‘Ck‘w2h+mk2h+m He wok t+iwokx S C E k2h+m€ wik“to < 400
k€L > kEZ

per un’opportuna costante C. Si e sfruttato il fatto che essendo ¢, a quadrato
sommabile ¢, deve tendere a zero e quindi e limitata e inoltre il fatto che, nell'ultima
serie, 'esponenzie di —w3t,k* “vince”sulla potenza k"™, Applicando i soliti criteri

si deduce
ah-i—m ah-‘,—m

—_— t pr—
8th6:r;mu( ) wnif. keZZ othoxm

0, —wik?t

——le iwokT

e

da cui seguono tutte le affermazioni fatte.
Notiamo in particolare che, anche se il dato iniziale ¢ solo L? la soluzione diventa
immediatamente regolarissima a qualunque tempo positivo.
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. L2 N o
3. Per t tendente a zero si ha u, — wo, cioe ||u; — ugl|, — 0. Quindi u(z,t) tende al
suo valore iniziale solo nel senso di L?. Questo ¢ comprensibile poiche il dato iniziale
ug ¢ solo L2, Per vedere cio osserviamo che, per l'uguaglianza di Parceval:

lue = uoll3 = LY (e " =LY | (e h —1)?

keZ keZ

e che per ogni k intero relativo

lim [ (8 12 =0, (e - 1) < |

Dato che >~ |?]? < +oo possiamo applicare il teorema di Lebesgue nella versione
keZ
per le serie (al posto di m — oo abbiamo qui ¢ — 0 ma la situazione ¢ la stessa)

ottenendo lim ||u; — w5 = 0.
t—0

4. Se il dato iniziale uq verifica la condizione Y || < +oo, allora, per ¢ — 0%, si ha
neZ

uni .
Uy iy In particolare

lim  w(t,z) = u(0,x) Vry € R

(t,x)—(0,z0)

e dunque il dato iniziale viene assunto in senso tradizionale. Infatti

s = o < Y max e (8 — D)ok < 37 fef e — 1]

keZ keZ
e per ogni k si ha

lim el 8" — 1] =0, |l — 1 < |

da cui, essendo Y, |c)| < +00, la tesi segue ragionando come nel punto precedente.

5. Per t tendente all'infinito u; converge uniformemente alla costante ¢J. Infatti se

to > 0 e se C ¢ tale che |c}| < C si ha:,

2
§ Cge—wok t _iwokx S §

k€Z,k#0 o k€E€Z,k#0
C E —wO § —wok (t—to) —w0k2t0 <
kEZ,k#0 k€Z,k#0

2 21.2
Clewolt—to) Z e Wkt 5 (0 set — +oo.
kE€Z,k40

0 —wgk2t

’ Ae iwokx

IA

e

lue =5, =
[e.e]

In particolare
lim u(x,t) = c} Ve e R

t——+o0
Quindi la temperatura tende a disporsi in maniera uniforme nell’anello.
Nella figura 8.1 si vede 'evoluzione della temperatura in alcuni istanti, a partire da una

condizione iniziale di onda quadra, cioe una situazione in cui meta dell’anello ¢ a —1 e
laltra meta ¢ a +1.
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1 -

O.75{

pa——

Figura 8.1: Soluzioni dell’equazione del calore periodica a partire dall’onda quadra

Facciamo qualche altra considerazione su quanto abbiamo trovato; vediamo innanzi
tutto come si puo scrivere in modo piu esplicito la soluzione u in termini della confi-

gurazione iniziale ug. Ricordiamo che i coefficienti di Fourier relativi a ug sono dati da
A= %fOL ug(£)e ™o d¢ e allora da (8.3) si ha

1 [t , 0o
u(t,x) = Z (E/O uo(é“)e—zwok& dg) e v k tezwokz _
kEZ
l /L " (5) Z 67w2k2t€iw0k($7£) dé-
L 0

kEZ

per ogni x e per ogni t. Ma, se t > 0, possiamo scambiare integrale e serie perché:

L L
> /0 [ug(€)e™ et nk==9)| g < (% /O !uo<s>!d5) D e < too

keZ keZ

e quindi, fissati z e t > 0, la serie di funzioni nella variabile & converge in L'([0, L]) da cui
'integrale della serie & eguale alla serie degli integrali. Allora, se x € [0, L] e t > 0:

keZ

u(t,z) = % /0 uo(€) (Z ew%ew(ﬂc@) ¢ = /0 up(O)Kp(t,x — &) de  (8.4)

dove |
Ki(t,x) = 7 D ek gk (8.5)

keZ

Ritorniamo alla formula (8.3). Se la esaminiamo bene ci rendiamo conto che non ¢ ne-
cessaria la proprietd Y, . |c}]|* < 400 perche la u(t, z) abbia senso per ¢ > 0, dato che
i termini e “8** rendono sommabile la serie con ipotesi assai pitt deboli per i 2. Questo
suggerisce che si possa prendere 1, anche nelle distribuzioni. In effetti abbiamo visto nella
proposizione 7.3.16 come sia possibile definire i coefficienti di Fourier per una distribuzio-
ne temperata periodica e quindi possiamo provare a mettere tali coefficienti nella formula
(8.3). Seguendo quest’idea si potrebbe dimostrare che:
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e Data uy in &' L-periodica e indicati con ¢} i suoi coefficienti di Fourier la formula

(8.3) definisce una funzione per ogni x reale e per ogni t > 0;

e La funzione u e di classe C* nelle due variabili per ogni x e ogni ¢ > 0. Inoltre u
risolve I’equazione del calore per le t > 0 ed e L-periodica in x.

e Se u; indica la funzione u(x) := u(t, x) allora per t — 07 si ha u; — ug in S’

In particolare possiamo prendere ug =, ., 61, (che vuol dire 1y = d nell'intervallo [0, L]).
Allora per quanto visto nell” esempio 7.3.17, si trova ¢} = 2= L per ogni k, e quindi la

soluzione u; che parte dalla § & data da:

L Z efwokzt iwokr __ KL(t, .I')

kEZ

Quindi il nucleo K (t,x) che compare nella formula (8.4) ¢ esattamente la soluzione fonda-
mentale, cioe la soluzione dell’equazione del calore di dato iniziale ug = § (opportunamente
periodicizzata). In effetti, ragionando un po’ qualitativamente sulla formula (8.4), dato
che K (t,z) tende a §(x) per t — 0, allora (d & pari):

u(t, x) —>/ up(§)d(x — &) d§ = /uo (& —x)d€ = up(z).

Notiamo che la rappresentazione data da (8.4) consente di ricavare varie proprieta della
soluzione una volta note le proprieta di K, Sfortunatamente non si riesce a scrivere
esplicitamente K (come invece si potra fare nel caso della sbarra illimitata che vedremo
poi), pero si potebbe dimostrare (cosa che non facciamo) che K (t,z) > 0 per tutte le =
e per tutte le t > 0. Da questa proprieta segue il seguente principio di “monotonia”

up > vy = u(t,x) > v(t, x) Vo € R,Vt > 0,

indicando con u e v le soluzioni dell’equazione del calore con dato iniziale ug e vy rispet-
tivamente. In particolare se T} < T, sono due costanti si ha (prendendo vy = T} /T3, da
cui v(t,x) = T1/T3):

Ty <ug(z) <Ty =T <ult,r) <Th Vo € R,Vt > 0.

Consideriamo ora brevemente il caso con f diverso da zero; supponiamo in questo caso

che per ogni ¢ si possa scrivere f(t,z) = > fi(t)eo**. Cercando come prima la soluzione
keZ
come u(t,z) = > cp(t)e™°* si trova
keZ

(1) = —w0?k2ei(t) + fi(t) & cp(t) = e =0k (c +/0 “OE fi(7) d )

e quindi u(t, z) = uo(t, x) + u(t, z) dove uy € la soluzione dell’omogenea provata preceden-
temente, mentre u ¢ data da

_ 2 _
E e vk t/ “ok T fu(T) dre okt = E / fi(T e wBR (t=) ok
keZ keZ

E chiaro che 4 ¢ la soluzione dell’equazione completa con dato iniziale ug = 0. Si possono
ripertere per @ i ragionamenti fatti per la soluzione dell’'omegenea ritrovando risultati ana-
loghi (in cui bisognera pero tenere conto della regolarita di f). In particolare, ricordando
che fi.(t) = ¢ fo f(t, &)e ™08 d¢ si ha:

alt, // (7, €)em bR U= gleok@=0) qrqe

kGZ
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e scambiando serie con integrali (si puo, si puo...) per ¢t > 0 si ha:

t L
u(t, x) :/0 /0 f(r, f)% (Z ew(Q’kQ(tT)e"”O’“(If)) drd¢ =

kEZ
t L
/0 /0 Fr KLt — 7@ — €) drde

e quindi anche qui il nucleo K permette di rappresentare la soluzione.

8.1.1 Osservazione. In modo analogo si puo trattare il problema

2
%U(t,l'):%u(x7t)+f(t,x)’ t>070<$<L,
w(0,2) =ug(z)  Vz€0,1], (8.6)

u(t,0) = u(t,L) =0 per ognit > 0.

utilizzando gli sviluppi rispetto ai soli seni. Il problema sopra modellizza la diffusione del
calore in una sbharra tenuta (forzatamente) a temperatura zero agli estremi. Non & difficile
convincersi che I'esempio precedente (rappresentato nella figura 8.1) rappresenta anche
I’evoluzione della temperatura nella sbarra tenuta a zero agli estremi con distribuzione
iniziale della temperatura pari a uno su mezza sbarra e a meno uno sull’altra meta e senza
sorgenti esterne di calore (pur di restringersi a [0, L] nelle x).

Un altro problema che si puo studiare € quello in cui la sbarra sia isolata dall’esterno,
cioeé non ci sia passaggio di calore attraverso gli estremi. Si puo vedere che tale problema
corrisponde a una condizione di derivata rispetto a x nulla agli estremi:

0 0?

&U(t,l’) = @U(l’,t) + f(t7l'), t > O, O <r < L,

u(0,2) = up(x) Va € [0, L], (8.7)
0 0

—_ = = it>0.

8wu(t’ 0) (%u(t’ L)y=0 perognit>0

Quest’ultimo problema si puo trattare sviluppando considerando I'incognita u come serie
di Fourier in x di soli coseni e ripetendo i ragionamenti fatti prima.



