Analis1 Matematica 1
Trentacinquesima lezione

Serie a termini di segno variabile

prof. Claudio Saccon

Dipartimento di Matematica Applicata, Via F. Buonarroti 1/C
email: saccon@mail.dm.unipi.it
web: http://saccon.blog.dma.unipi.it
Ricevimento: ogni lunedi, dalle 9.00 alle 12.00

16 aprile 2010

Claudio Saccon (D.M.A.) Analisi Matematica 1 Trentacinquesima lezione][, 16 aprile 2010

1/34



s
T ]
{ <
‘\
\ 9%
) o
) e
< n
L - < fJ\ A'M
_3 2 S
e ()] S q o
— 7 \
d 111 R 3
> PN
Q— b [ Y A \M
T e T o -5
. S Y N Q
\ll& G \ 1 hy\
f.bM { N/ ~—

Q Pl <) O Q <

, S L
— S "

o /
p= 3 ] 5 / -~ T3
<J X < Q
=3 J o
) 2 Y ~ o~ } <=

,w J SIS Mol 1°
I 3 S9N\
. \ . VY \JE
NN AR’ I 2y R V
% 9 ¥ _ o
2 N T v

5 s ' < < s
s S ~ ¢ (

. = Y - o
- Aﬂ I‘ A f-

Iv \ N / \1 / .+
S R oo kS
[ ! V2 AN LN ¢ - ©

¢ 2 1Y al” h S s e 2
S G/NE TINIE & - © 7 9\l
Q ]\ _ N = \/
V\ )
®)
) <
b )i < =
BN S
e & . =
U’/ s VA




S5
> ,
\D‘V .
v 1 1_ |
: . = + 03
S 3 y | :
m o ) = o
g < > o of
; i . RV
N RRVAY J ? S
nw V S i N ‘
: \ RN
: 4 < 3 T
huwfw £ q .U o
% 6 3
T I\
3 V& / k- .
) \ \ T 5
| \~ / @ N 1
M : J >
O \ ._HI :+\ .m..l/.
: > —
A Y llu
K T T e
J & WS | K
& T .
S N
. ! Wb ( ]
+ 3 ] 3 > A
~ = \U
SEEEY 1z 3 t e
sV = ~ 0
3 I S Y i d o s n
. ) - \
| 3 : Am . = .
-2aE 9 <& < 5
:. . i : ...W _\o ; Mw AL ,. la 4
e i 94 : /N\] = Ly
s J 9 . = - -
5 G- 2 T
\ < APW\Q\ _/E .w\ 6 3
o - i = “/ < =
w _ J S — | W
=8 ©8 T >
/ / < > > | /
- P 3
& )
z f p e
i 5 [ 4 : 5
3 < & =9 , s
< ) — , O = ; :
3 = S | 5 o) T2
o 5 BAn , 0 =
3 2 SN HERRRE
- ] h\ 7 g N A O
) \ / h-B
3 s 12 ) ¢ > ERES
S < . - 45 = =
R IR E $ D 9
| o3 )
—\I O [(WAN 14 :/.u.
% ) D) N 2




Jad
(
//
N\ o
\
=
Q- N\ ) Y i m
. < \ y J
n\/ ] T / e
< o -
B , .. S £
2 Hn ! .Nv I 5 \W
~J 1 —7 ~ (8 < <
A “y o / r S
< R ( 4
: L < N
fMt a — { L w Y
5 J v NI _
- ¥ - J f e
A MV ) ¢ > D
g 22 )0\/ ¢ 3 5 3
[ LA \ N .’A .
< ~ o -2
A& ﬂD ,q ¢ w
% 3 S
N / 2
\ A W < X
LSy ] nl s v
sy \ ? 3 2 . J
c ™ /\ | 3 ~ N Q9
o 3 / qQ & g v =< D
Y . n N o - S
C H < J¥Ys _ |7 0
x sul 3 ] J
< 9 — < T |
Q L ~ < | =
.ru ] O ~_ .A >
J 19 2 3 Jo
0N ﬁ L S 7~ I
> \ QTR | =
. Y/
—I - .A
M .ll-nl \ T N —J. X
g k) hird F
S TlE L b <
< - = O < of
AHU - S
O \... t Q.w
o 2 0 5
b ol \nd | 1\ ﬁ/u -M v
& & \ < \ / n C c
s \ \ 3
/
\ d AO .M
N A
W\ )

t
t.




- i)
0O a< 1S
\/lV-V\II \' & ) \// = ?
7] o v Vv ' ouu %0
— n t\mw - M o V
233 -~ %
r «.‘ Y -2 | < 4 ‘J IkN J
\,/ 3 ¢ S S > l
| & D SN vl 3 R R
Pt . | Jd o 8 I ‘. N
w + T W /
Q /
e = -~ f = “/M
— QY N L o~/ /7 /.-
HERELENE < s N
2 « S _
- <
[ 1K M w\uv 1
) L] 1
g ~ | S -
Q < : <
m by = /)
Q- + =
[ Ml * \\ \ ﬂ\..s
N> ~ m. n.a / »
] &y
C Y
Y N = / [ S y
'Q Gy ~IE % .
e, V- © w L 3
S ) Y% P o
<D &
i m Q S 1Y
o < Q Jd B3|\
o = P S | = N~ J <
~ M\v m l_..——‘ y) A
\Al ly.\ N~ n“ nb hV~
— g5 A 2 S
S35 - i ) 2
N > —
vx kl- = = A ~ \ .—
O > w / /[ ./ y - 1
@) AW L v /\ T 9 ~ .«lr ‘&
Q - N nu = b // M
\@ QS ~ - 7 \
m . mw ) / 'I\v “VN
Q. \\ \ .“ A\ 4 hlv
M ) e, \\ / /)
0/ —+ \ v 1q P2
A VS

A




|
) <
L8] = § <
~nﬂl 3 w. AM /
C\\ u / = T2 ) \\\l
" 4 I 5 N i
_o Iy
0 oIS 7 = s
> < z _
U oz 4 T ‘ s
( > n&
] - 2
_‘6 ‘' < )
: BB < 7
N [ Ft
i \J | J ¢ A W
\ \_ N . = —
S N
I N 1D
< N ‘ \\\...,
: ® . =
2 — P2 ,
= O \ S
Sl 5 e ‘& e 8
24 Y — & — RN
2 > \ S\ DN A
— N\ Q
c i o /N £ 9
V)74 { s
C Ja N X ﬁvN
2 > VS5 ¥ -
: :
- : i ‘
= o 1D $ 1%
G .”U T : b o = b n..A.
< - = & .( BB
y) < ‘
nm 3 a / D < M
b —
2 2 NS B 3
8 i i % F
\ /\ —_; . 0\ ] (
| € < a 3 NN
v L D Q
O ( .& ya
| g = \\
<3
Q Q S M ;
} ? > < y
S 4 I T =S <
S M S~ =
L ) D
Q/ S
—
N ) , ‘
B o
SENE
pall
[AR




- el W
fa) : _
N D mw
1 AR :
t S
: ST w3
A. Ll - — Q \\) | lw N
N\ p
5 A 3 < - =
| 3 3 S5 o
- g 2 3 Z 9
2 Y W
m R 3 — Ql VU
o~ ] % Q
R SRRRE | ECAE
J . > e RN
3T of & o 7 {5 °
A > J oo {J
< Q C = ”\rD -
& \M \- |\hJ ; - o
\c 5 T < 0\\ IU & —.(.\' ~— mV\
'S \ NG IR \ -Mu W .\5 = >, £
: - = e &L <
_A ERE \)4 I S = =HE
= \nU M.. 49 Ty W ) S:WV 7 v
i U om : —
L ) G
M i J L] ') e P\O W
< 9w S8 S5 s 2 R
- ; .\ -
N SR S| 43 R
0 . m, & = o Q» J/ >
SRR IR M M LD, S ERRRC
53 dS S § £
I O S _
S ) Aw Vu\ n >
~) 7 o) mN : Q) nHV_\ Y “N 3
: \ n./ . "< W _
/I.\\ (/u M :
7 (4
Q n D) - —- :
S () 9] R ~<|& O s 2 <
3 = |~ -~ —|C \;
» S0 R b
Q —
o | /.u \ [ ( - AN
— \/| Vv _i 1 \\ﬁu \V \ 2 m..v\v "\ ! h_
. «Ck /\
< \ /r\ -




& e W.

D+

) \

1

-+

N

\ v

(1 \Y

CA D

N\’
J

— |

ACAD WM ANSWK

"

Mo

0

O

0 A

(W

A A

'\" TAZAN - Judlin ¥

Fan
(U

= ViR
o VTV

W

-—
_—

L

7

¢ !\.
)

Cn

DenH
ey

0

0

A X
~\ln
/Vk'%o&*\ g A:/

et

7

Yo
m

"’lQ/\ L

-

("4
M

o

'(\r\

N

VWA

s GG
e
L M
M {ELIAAN
i
TATLY

N

-+ /l /

1%

\W /—

-\ ) /W

\

m
Va

./‘

':.-_)(y\
1)

cAD
NI

%)

£\
e’ 7!

NN

—

-~




4
Q d
- L
¥ ) &
C Q
- ¢ N
\-Ilwl. N.. M! / —\w
N nM )
n
| AI 9 . y
3 g1\ < S8 E
& N < Q <
c 5
1 ')
= ‘ 2 .
% -\ 1
5 ol ==
b [3 S| T
< 2 s arall
_ ¢ = ) NS
i -8 Sler
5 r O\ .9 | \ I
BRI & = IR
W ]
>/\ N b n !, N
J | 5 = N\
e Ble [
) il < b
f._.o - o) v
~ = <
3 9 x“ 3 g < LI.N S
) Q e :
_—
J /{M .m mu
e ) - L
\ Iy Pl \ I O
a N \|[ £
J € Q)
\S)
-
_ .
n
A -
£ 3 LJ S a
v M-
p—
|} | N
- . —a = - ~ ¢v
E < < ,
ﬂ\ )/ - N\ VA o _
@) W
r g
g \V ¢/ ~
() i
A —d




£ =
~7 \ /)
A PR \4V
</ e
S — ~ ~
= / + c
M I = Y
Q / AVA N Dn./v s
AN 1 |.%J — (a
L , 5 P
O < 7 e d st |
n-er \\.....l~ +r— ._ . \
- I U ", L
SRR . — 2% 3
) aQ P N S
g N0 e % 0 &
> e e FERNEEDE
|D al ~ t > h N
e ) /S rQ\‘ _ 1
] <
Q Ll <2 2 () = Q w
o < B : J =
o) Q N o c ,
0 o\ - / .
ﬂ ~V A n
Y Ky + . 3 ( — N
B > . _ A .
C . U = A
a2 X TSy w
- < ) | =+ )
\ i o c 0 Ry ~
< . AVL\ Fa .\.D J e \J
A ) p
2~ ] f-T \\.\/ E
£ oY) iy Al yA=
el < nl [
h = =S 5 £
) AVI Z | ] ) v, ya /-
= N [ ! )
Q eV S O > ~ s
= = T A o  _QO S eN X
c \ J * ) o v J ~
“ UV ﬂ A o)
P AUV — ¥ a——d
- - “—’ Iw
‘< A [} ] . L\ -
] ‘& A\.w [ T M +
- 2> RN \ S = \
’ N. All > R OV N Q - \ \
o <« < e ) N\ ‘ M bt
mv A!V 4/\ ¢\ (\ c\ S |
S 2 A ¢
/ < .b
AL
. )
A -




D) e
\ ﬁ. \v — y
(/ ~ ~
2 Y/ .
o g ©
4 1W Q ‘o
" _ i P, o) ¢ [0
4 . < ° /) = T
Y, 2 I
;4 M 4 L A | m“ —
i~ o) ! w(\ )
« A\
\) & 0&
+ Q
~ I < 0
= o ) —
< — ¥ ¥ I VA
(aN] + ) >
( \\w ol o)
v ) Q \/J
. () 5
T\ .‘.lmu
Q _ W -~ 2
=X ) )
U + . oJ T (P Q
<= I ..,
N ¢/ o v M \J]
v \ - €
— (1 ¢ L) ¢/ J,, o S
\J [ v ) m \ N T
— H N ~f oJ o s
v ~N e _ N T~
_ O VAN -+
' + Q/ , - o <
ISIEND! ) o B — 5
AN / a mV
+ V) / i -
< ) <+ //.. ,._
o m A DA Q fox >0
D O~ O\ ‘v [ )
HM‘ M /r \ | /IMU
— ._h. N A.' ) PR < \ c.% A/V
.I——\ N @ /I\ Q \\ // . AIU
s' \ Vd \) ' 1 A n.A-. ’ (
— vl T J _ \ vM
N * oA S N
. & "R J
) ,-lw Qu .‘I.Alv .IA“: < 4
M d \// M S )
M, /s < [
3 3 > S
r -
< &




4

( C
D
e\ _ —_ -
) n )
)
Av Qb J/ L
( —Q R 1
I \'@4 J
- \ 1 yaray ~ ) AW\\\) \r\
i | (immrva =5
V4 < A, =
ol ~ )
) J\ L &
AN A v ﬂ \/ ~——
ﬁ/ < ) 3 ) \ /
(P! k v
| Yo - ) Vd
1] < G \ 0
r |
- \ n fo { e
T \/ — >0 v ! 3
< A o Ul oy XX
N _ < - \! ?
Af\ A o) N 2
V)
C 9 — S -
— . A o Q) -
\ P ~ v\
~ J Vi
R
— ey ~/
) /,\ vl 9>
_ - [ _ < . M\
—l\/ \ 1 A — ] \ Al> h z
vJ /E \‘J \ wZ \V nVM
| ° Y :
- \ /< )
D Mw 7 = <
| o ? — + < .
Y N \ = on S
v A \Y, MV
N . 1 VA 1
\” /\\ _ — \
N 5 \
\ ) \ |
Na ~ D V)
\V J 2] < ~ ~
J =2 \N
) e ¥ /
) v =
— \ LPV s h (
O
=




ch

~

o~

DyL:
\

>

7

N
p—

I£A

"“0 Jd

4

1A
\/

(A+oC))

| & .
4 5= <2

42

)

W

o\
2

QY ( Lo

\
/

/
(u

N A

W

1\

(WA4Y'

L~

bl pANCHE

XAR pAALEC

v

—

)
A

o

-

~
3

)

\

ol
y A7)

-
—

(1 4 nu,‘-

i’

%

>4V,

O (X

YY) ¢

N
"

[r

-

N

A+ 00)

RCA

A, Ma

~

cona U€Adeun

V)

x

~

\ e
X

& 2y

(
¢

™M

Q

P

7N\
UK

W

UN [‘4

7N

L (=V)

J

7\

&

N —0
=V

A~

/7 \

L

b

\

\ /

U VAT /N

<
~

(x)

i—
S\ DS

YA \) N\J

(@

Y

/,.L\/'O— 20y (1
X

N

N .
S oMM gt (3¢) N\ & Ny

)
J

+ Ao (¥

\

\
Lo

L o

2

A\r

S 7N
(\

Y CE Kk

PN

/
— '\
!V\'IO

N\~

QU

J

(e
by

o

\’\/"

viiC| '\;




| 5 !
nl/‘ ‘ i1 ~ -— ] ] “A..
DN Y\ — o,
& . ! (0) P
S | 4 —
—_ \ A ¥ \ O
= + N SN DR,
— < + )
b ) )
~+ Y 1
=~ N\ < | Y
S~ \ / ,/ ) ) /h.\
— -
/\l nw \ Y MH\.V IA- -
3 2 vV ,//\ o =
N X‘ 0 —
1 g () | =
« \» V ﬁ( _ N V\
9
d O —~
~ N zv“ I N\
— —~ e
o \) _ ]
(‘ A Ik ﬁv
T . )
= Q) 28 ) n
7 X-.. 7 / ﬂl.— X .A-l
S — (4
/.I O ....T N h l /(
(L n \) \ N2 |
|3 S / i\ X + |3
NS & . _ Y
~° o o , S | Y Al
D v ) / X | N
o - _.b \‘ A -\'l
il BNty _ Wu < A 2
4+ | D
\ g J ) il
-~ o n//_ Jm . i Y
[ yl LN ) ¥ 7 = M — >
. \Vh. W /V ¢
D - D) . 7 0
— \/N N w .mv JA/ )
_ N e S Q ~ - |
iy A < X ,
“ c Aw N— - \
\..._l\l _ Au .\i Q
g . C N pu
P4 N\ - -
— <O < Q ’ X
- Q9 -]~ N =
.L N\ — o~ \ l-.l\
& -
, —
>




bl
—

/ I’/ .\ U -~
. [ lond
N [N\ | VA.\
Q19 -
7N l\ [ x

— % - )
N K

l4 N A -\ ~ C
NS g -

) A =

J NN /r ~ P qw
~ < -. 2
] Y 7
- /“ 4 I~.\
(D) A L >
\\l; ) ' { \ /{
/) < \[) ™~ | 4
— N ~ . H S
~1d

, G L/ +

_ 1 r’l‘ \.A <
L, I — t

\X N \ — [y \
J
//l.\ //l\ :A&D < h.»\ — >
0\ , \f! \)/
GL —— ot— d ~— —
_\ | .l\l [« - '
SR I IX| = ——
— S X N\ _ \ - ‘o
\J __ \ .
—~ <! —
) vo —
_ AP — | L %
\r— A 1 \ NG ov
Vf _ v // ‘ P
N = ' N1
O \ > =
(o 4
1\
_ I X +
J - e \
N/ - /.Alv \”l 4\ <
/™ ) [\
|\ — N
~ | o 3 . S
O |+ L oYt ~
G 4\ -~ , \\M.ll
l” \ ) - 1 M N j
& N a8
LN \J‘W NW / i -
(d] ~¢ P <~
O v S s \ﬁ N
NS
= o
g N - <
Z |
) A
= £ X




| ] L
1 J P_V
T P ) “ rn.
o D
\— =
) Al S A
\ w 22
iR ! VA Q
) N N < N
~ J N\ 2 v
Oy @
> y N
—< X w w S
0‘1\;\ m‘/g f‘ X (AR
\,/ Pay >
2 ‘]
\v |2
\ f. ,./ /
Ve -]
I N
L _
g \.ll ~ ._ —
~—_/ \& [ Ay-\ \ll.— h}
i~ V.n \
—+ AN ) \ * \VA.\
N \
A\ L >
N — +
~ /N\ Ve |
7 N /) O ~N
Ve \ -
..||_ X L J \ A
// /M\ _
\ o) S
Q — ) X >
N | \bﬂﬂl‘ ’ \\
A{\ \ﬂ \\
|, N\ \$
~x 9 A
—+ /
) > -
NS ~_ W)
~J
- 1— P
3 o _
/\T /T \ w
< A 2 ( 8
1—.!. ‘/ /IA M ™ A I
VY, s P O >
|




Serie a segno variabile

Sia (a,), una successione e supponiamo di non avere nessuna informazione
sul segno dei suoi termint.
Per studiare la serie degli a,, abbiamo a disposizione due strumenti:

Teorema (Criterio della convergenza assoluta)

Se Y |a,| < 4o, allora la serie Y., a, converge.
n=0 n=0

Teorema (Criterio di Leibniz per le serie a segni alterni)

Supponiamo che a,, = (—1)"a,, dove a,, > 0 (serie a segni alterni).
Se (a),),, ¢ decrescente e infinitesima, cioé se

/ / - A
a,., <a, Vn, lima, =0

n—oo

(o0)

Allora la serie Y, a, = Y, (—1)"a), é convergente.
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Convergenza assoluta

Il primo dei criter1 precedenti suggerisce la seguente definizione.

Definizione

Data una successione (a,), diciamo che la serie degli a,, & assolutamente
convergente se la serie dei moduli di a,, converge:

Z a, converge assolutamente < Z |a,| converge
n=0 n=0

con questa terminologia 1l criterio diventa:

Z a, converge assolutamente = Z a, converge

Il viceversa NON ¢ vero.
La convergenza assoluta & una proprieta PIU FORTE della convergenza (lo
vediamo dopo).
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Criterio di1 Leibniz

Teorema

Se (ay), é decrescente e infinitesima, allora Y, (—1)"a, converge.
n=0

Osservazione
@ la proprieta che (a,), sia decrescente non si puo togliere;
@ la proprieta che la serie sia a segni alterni non si puo togliere;

@ le 1potesi del criterio di Leibniz implicano la convergenza della serie ma

non ne implicano la convergenza assoluta.
: : . . 2 1
Per esempio la serie armonica a segni alterni: Y, (—1)"— converge per
n=1 n
Leibniz, ma non converge assolutamente dato che ) (—1)"— = oo,
n=1 n
Questo esempio mostra anche che la convergenza non implica la

convergenza assoluta.

v
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