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Altri esempi di equazioni lineari del primo ordine?:

1
0V=2 "24x+ ~ (20/06/2006 ing.gest.);

2x
3 1 2
Q)= % to-5 (31052007 ing.gest;
o+ _1 : .
V4 == =2 (11/02/2008 ing.gest.);
x
2y 1 .
Q)= - (03/06/2008 ing.aer.).

SVOLGIMENTO

2presi dai compiti d’esame

Wiy 0 510

2/9



Equazioni a variabili separabili

Teorema

Siano I e J due intervalli di R e siano A : J — R, B : I — R due funzioni
continue. Chiamiamo equazione a variabili separabili I’equazione

Y =A(y)B(x) (EVS)

Come gia osservatoe meglio, di solito, pensare al problema di Cauchy:
assegnato (xo,yo) in I x J si cerca un sottointervallo I' C I con xo € I' e una
funzione derivabile y : I' — J tale che

{y/ = A(y(x))B(x) (EVS(x0,Y0))
y(xo) =Yo

TS



(
y(x)
J @O (9507 yo)
\ . Lo _
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Teorema

@ Se A(yo) = 0 la funzione costante y(x) = yq risolve (EVS(xo,y0)) su tutto
I (cioe conI' =1).

@ Se A(yo) # 0 esiste 6 > 0 ed esiste y :|xo — 8,xp + 6[N] — J tale che y
risolve (EVS(xo,y0)) (in I' =]xo — 8,x0 + 8[NI).

@ Sel' CI, sey:I' — J risolve (EVS(xo,y0)) e se A(y(x)) > 0in I’ allora:

Vs
v A(S)

y(x) = F! </x3(t)dt> vxel dove F(y) =

X0

ey

May 6,200  5/9



Osservazione
1l teorema precedente dice che:
@ dati xg in I e yg in J esiste una soluzione y che “parte” da x( con valore
assegnato yo; y(x) e definita per x vicino a x;
@ non ¢ detto che la soluzione y esista su tutto I;
@ se A(yo) # 0 tale soluzione é unica (in quanto é data dalla formula;
Iunicita rimane fino a che y(x) “viaggia” nell’insieme {y : A(y) # 0};
@ puo non esserci unicita se A(yo) = 0 — puo in effetti avvenire che dalla

soluzione costante y(x) = yo “si stacchi” (in avanti o all’indietro) una
soluzione non costante
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o |y=.,/| (NON UNICITA)
° |y =y (EPLOSIONE IN TEMPO FINITO)
X
o yl =
1—y2




Teorema di esistenza e unicita di Cauchy

Teorema

Sia Q un aperto di R? e sia F : @ — R una funzione tale che:

@ F(x,y) ¢ continua nelle due variabili;

@ F(x,y) ¢ lipschitziana rispetto a y (uniformemente rispetto a x), cioé

|F(x,y1) = F(x,y2)| < Lly1 —y2| V(x,1),(x,y2) € Q,

per un’opportuna costante fissa L.
Allora dato (xo,yo) in Q esiste § > 0 ed esiste una unica funzione

y :Jxo — 8,x0 + 6[— R rale che

y(x0) = yo} (x,y(x)) € Q per ogni

X €|xp — 8,x0+ 8| e y verifica I’equazione

Y (%) = F(x,y(x))

per ogni x in Jxo — 6,xp + 8]—
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Yo

$0—5 o CC()-f—(s
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