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MATR.:

La somma dei punteggi degli esercizi fa 40. Il tempo a disposizione è tre ore.

Esercizio 1 Consideriamo la funzione f : [0, π] → R definita da: f(x) := πx− x2

(a) Si trovino i coefficienti fn della serie di Fourier in soli coseni relativa a f

(dunque, f(x) =
∞∑
n=0

fn cos(nx), in senso opportuno).

f0 = , fn = (n ≥ 1).

(3 pt.)

(b) Si dica se la serie delle derivate
∞∑
n=0

d

dx
fn cos(nx) converge uniformemente, motivando brevemente la

risposta: vero / falso perché: (1 pt.)

(c) Si trovino una formula per serie di coseni y(x) =
∞∑
n=0

yn cos(nx) di TUTTE le soluzioni del problema

differenzale: {
y′′ + 9y = f su ]0, π[,

y′(0) = y′(π) = 0.

(3 pt.)

y(x) =





Esercizio 2 Si considerino il sottoinsieme D di R2 e la funzione f : R2 → R definiti da:

D :=
{
(x, y) ∈ R2 :x2 + y2 ≤ 25, 7x+ y ≥ 25

}
f(x, y) := xy2

(a) Si mostri che D è un dominio regolare a tratti: (2 pt.)

(b) Si trovino tutti i punti critici vincolati per f su D (basta elencarli, non serve il procedimento): (3 pt.)

(c) Si trovino il minimo di f su D e un punto di massimo (xmax, ymax) per f su D:

min
(x,y)∈D

f(x, y) = (xmax, ymax) =

(1 pt.)





Esercizio 3 Si consideri il sottoinsieme D di R3 definito da:

D :=
{
(x, y, z) :x2 + y2 + z2 ≤ 25, z ≥ 25− 7

√
x2 + y2, y ≥ 0

}
.

Diamo per buono che D è un dominio regolare a tratti e indichiamo con ν̂ la normale unitaria alla frontiera ∂D,
uscente da D. Poniamo:

S :=
{
x2 + y2 + z2 = 25

}
∩D, C :=

{
z = 25− 7

√
x2 + y2

}
∩D,L := {y = 0} ∩D.

È chiaro che ∂D = S ∪ C ∪ L. Consideriamo inoltre il campo vettoriale f⃗ : R3 → R3 definito da:

f⃗(x, y, z) :=
(
x i⃗+ y j⃗+ (z − 25) k⃗

)
(a) Si trovino z e z tali che: (1 pt.)

S =
{
x2 + y2 + z2 = 25, z ≤ z ≤ z, y ≥ 0

}
, C =

{
z = 25− 7

√
x2 + y2, z ≤ z ≤ z, y ≥ 0

}
,

L =

{
y = 0,

25− z

7
≤ |x| ≤

√
25− z2, z ≤ z ≤ z

}

z = , z = / non esistonoz z come sopra

(b) Si ha Σ∗(∂D) = (2 pt.)

risposte

(c) Si ha Σ∗(S) = (1 pt.)

(e) Se P = (−2,
√
5, 4) si trovino i vettori ν̂S(P ), n̂S(P ) e t̂S(P ) o si barri “non esistono”: (3 pt.)

ν̂S(P ) = i⃗+ j⃗+ k⃗

n̂S(P ) = i⃗+ j⃗+ k⃗

t̂S(P ) = i⃗+ j⃗+ k⃗

NON ESISTONO





(d) Si calcolino i flussi di f⃗ attraverso S, C ed L con l’orientazione indotta da ν̂. Di questo punto è richiesto lo
svolgimento da riportare nello spazio bianco che segue (la correttezza, intera o parziale, sarà determinante
ai fini della valutazione).

Φ(f⃗ , S, ν̂) = , Φ(f⃗ , C, ν̂) = ,

Φ(f⃗ , L, ν̂) = .

(6 pt.)
Svolgimento





Esercizio 4 Si considerino i campi f⃗ : Ω → R3, g⃗ : R3 → R3 definiti da:

Ω := {(x, y, z) : (x, y) ̸= (0, 0)} , f⃗(x, y, z) := sin
(
z2
) x i⃗+ y j⃗

x2 + y2
+ cos

(
z2
)
ln(x2 + y2) z k⃗,

g⃗(x, y, z) := (x2 + y2 − 4)(yz i⃗− xz j⃗+ xy k⃗)

(a) Si dica se f⃗ è conservativo e in caso affermativo si scriva un potenziale F per f⃗ :
(2 pt.)

f⃗ non è conservativo, dunque F non esiste OPPURE

F (x, y, z) = /

(b) Si dica se: (1) g⃗ è solenoidale: vero / falso (2) g⃗ ammette potenziale vettore: vero / falso
(2 pt.)

Si chiede di motivare brevemente la risposta (2)

(c) Se γ :
[
0, π2

]
→ R3 è la curva definita da γ(t) :=

(
2 cos(

√
t), 2 sin(

√
t), t/(2π)

)
, si calcoli:

∫
γ
(f⃗ − g⃗) · ds⃗ =

(2 pt.)





Esercizio 5 Consideriamo il sistema di equazioni differenziali:

(Sys)


x′ = −x− 2z − 9t

y′ = x+ y + z + 2t

z′ = 2x+ 3z + 11t

.

che si può scrivere in forma vettoriale come

Y ′ = AY +B(t)

dove:

Y (t) =

x(t)y(t)
z(t)

 , A :=

−1 0 −2
1 1 1
2 0 3

 B(t) :=

−9t
2t
11t

 .

(a) Si trovi una soluzione Ȳ di (Sys). (2 pt.)

x̄(t) =

ȳ(t) =

z̄(t) =

(b) Si trovino una matrice di Jordan J e una matrice di cambio di base M per cui A = M J M−1: (3 pt.)

M =




, J =




(c) Si trovi la soluzione Y (t) di (Sys) verificante la condizione iniziale nulla: x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 0:

(3 pt.)

x(t) =

y(t) =

z(t) =




