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La somma dei punteggi degli esercizi fa 40. Il tempo a disposizione è un ora e trenta minuti.

Esercizio 1 Consideriamo il sottoinsieme D di R3 definito da:

D :=
{
(x, y, z) ∈ R3 : 5z ≤ 14− x2 − y2, z2 ≤ x2 + y2, x ≥ 0, z ≥ 1

}
.

Diamo per buono che D è un dominio regolare a tratti e indichiamo con ν̂ la normale unitaria uscente

( da D ) alla frontiera ∂D. Indichiamo inoltre:

S :=
{
(x, y, z) ∈ D : 5z = 14− x2 − y2

}
, C :=

{
(x, y, z) ∈ D : z2 = x2 + y2

}
,

L := {(x, y, z) ∈ D :x = 0} , B := {(x, y, z) ∈ D : z = 1} .

È facile vedere che ∂D = S∪C∪L∪B. È anche chiaro, per i teoremi generali, che S, C, L e B sono superfici
regolari e che ν̂ è un’orientazione per ognuna di queste.

(a) Si ha: Σ(S) = .
(3 pt.)

(b) Si ha: Σ∗(S) = .
(3 pt.)

(c) Se P = (2, 0, 2), allora: (3 pt.)

P ∈ Σ(S) \ Σ∗(S) e si ha:

ν̂S(P ) = i⃗+ j⃗+ k⃗

n̂S(P ) = i⃗+ j⃗+ k⃗

t̂S(P ) = i⃗+ j⃗+ k⃗

P /∈ Σ(S) \ Σ∗(S).







(d) Se f⃗ : R3 → R3 è il campo di vettori definito da:

f⃗(x, y, z) := (x2 + y2)(x i⃗+ y j⃗+ z k⃗),

si calcolino i seguenti flussi: (7 pt.)

Φ(f⃗ , S, ν̂) = , Φ(f⃗ , B) = .

Per questa parte è richiesto lo svolgimento da riportare negli spazi bianchi seguenti.
SVOLGIMENTO





Esercizio 2 Consideriamo il campo di vettori f⃗ : Ω → R3 definito da:

Ω :=
{
(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ̸= (0, 0)

}
, f⃗(x, y, z) :=

x i⃗+ y j⃗+ z k⃗

(x2 + y2)3/2

Consideriamo inoltre la superficie S definita da S := S1 ∪ S2, dove:

S1 :=
{
(x, y, z) ∈ R3 :x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 1

}
, S2 :=

{
(x, y, z) ∈ R3 :x2 + y2 ≤ 1, z = 0

}
(a) Si dica se f⃗ ammette un potenziale vettore vF : (4 pt.)

SI e si ha:

F⃗ (x, y, z) = i⃗+ j⃗+ k⃗;

NO .

(b) Si trovi: Σ∗(S) = . (2 pt.)

(c) Si calcoli il flusso di f⃗ attraverso (S, ν̂), dove ν̂ è la normale che “punta verso l’esterno” (rigorosamente:
se P ∈ S \ Σ∗(S) allora ν̂(P ) · P⃗ > 0): (4 pt.)

Φ(f⃗ , S, ν̂)

(
=

∫∫
S
f⃗ · ν̂ dσ

)
=



Esercizio 3 Si consideri il seguente sistema di equazioni differenziali:

(P )


x′ = 2x+ 3y − z + 2 cos(2t)

y′ −x− 2y + z − 2 cos(2t)

z′ = −2x− 2y − z + 5 cos(2t)

che si può scrivere sinteticamente come Y ′ = AY +B(t) se si pone:

Y (t) =

x(t)
y(t)
z(t)

 , A :=

 2 3 −1
−1 −2 1
−2 −2 −1

 B(t) := cos(2t)

 2
−2
5

 .

Diamo per buono che il polinomio caratteristico pA di A è dato da:

pA(λ) = −λ3 − λ2 + λ+ 1.

(a) Si trovi una soluzione particolare Ȳ di (P), notando che B(t) = ℜe(e2itv⃗), dove v⃗ = 2⃗i− 2⃗j+ 5k⃗. (6 pt.)

x̄(t) =

ȳ(t) =

z̄(t) = .
Di questa parte è richiesto lo svolgimento da riportare nei fogli bianchi che seguono.
SVOLGIMENTO







(b) Si trovino una matrice di Jordan J e una matrice di cambio di base M per cui A = M J M−1: (5 pt.)

M =




, J =




(c) Si trovi la soluzione Y (t) di (Sys) verificante le condizioni iniziali x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 0: (3 pt.)

x(t) =

y(t) =

z(t) =


