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La somma dei punteggi degli esercizi fa 40. Il tempo a disposizione è un ora e trenta minuti.

Esercizio 1 Sia α ∈ R e considerino le funzioni fn : R → R definite da:

fn(x) :=
nαx2

n4 + x4

(a) Si dica per quali α la serie
∞P
n=1

fn converge puntualmente su R:
α

(1 pt.)

(b) Si dica per quali α la serie
∞P
n=1

fn converge totalmente su R:
α

(2 pt.)

(c) Dato M > 0 si dica per quali α la serie
∞P
n=1

fn converge uniformemente su [−M,M ]: (1 pt.)

α

(d) Si dica se per α = 0 la serie
∞P
n=1

fn converge in L2(R) (in energia)):

vero falso (2 pt.)

(e) Si dica, giustificando nello spazio sottostante, se per α = 0 la serie f =
∞P
n=1

fn converge uniformemente

su R: vero falso (3 pt.)





Esercizio 2 Si condiderino le due equazioni differenziali:

x(x+ 1)y′′ + (3x+ 2)y′ + y =0(E.0)

x(x+ 1)y′′ + (3x+ 2)y′ + y =9x2 + 6x(E)

(la prima è la versione omogenea della seconda). Vogliamo trovare una soluzione y di (E.0) e una soluzione ȳ
di (E), entrambe con valore iniziale 1 in x = 0, cioè con y(0) = ȳ(0) = 1.

Cerchiamo y e ȳ come serie di potenze: y(x) =
∞P
n=0

anx
n, ȳ(x) =

∞P
n=0

ānx
n.

(a) Si scriva una relazione ricorsiva per gli ān: (1 pt.)

(R)

(b) Si scrivano i primi cinque valori di an e i primi cinque valori di ān: (2 pt.)

a0 = a1 = a2 = a3 = a4 =

ā0 = ā1 = ā2 = ā3 = ā4 = .

(c) Si dica se ān = an per ogni n ≥ 5: vero / falso (1 pt.)

(d) Si trovi una formula chiusa per gli an: an = (3 pt.)

(e) Si trovi l’espressione esplicita di ȳ(x) (4 pt.)

ȳ(x) = .
Per questo punto è richiesto di motivare la risposta, nello spazio che segue:





Esercizio 3 Si consideri la funzione f(x) = cos(x) nell’intervallo [0,π].

(a) Si trovino i coefficienti un delllo sviluppo di f in soli seni (cioè tali che f(x) =
∞P
n=1

un sin(nx) – in senso

opportuno – per x ∈ [0,π]): (4 pt.)

un =

(b) Si dica, giustificando brevemente nello spazio sottostante, se la serie
∞P
n=1

un sin(nx) converge uniforme-

mente a f : vero falso : (2 pt.)

(c) Si usi quanto trovato per determinare la somma della seguente serie: (3 pt.)

∞X

n=2

n2

(4n2 − 1)2
= .

Si dica inoltre cosa si è utilizzato per trovare questo risultato:





Esercizio 4 Si consideri il campo di vettori f⃗ : R3 → R3 definito da:

f⃗(x, y, z) := 2zx⃗i− 2zy⃗j+ (x2 − y2)k⃗

(a) Si trovi un potenziale U per f⃗ , se questo esiste, oppure si barri “non esiste”. (2 pt.)

U(x, y, z) = / non esiste

(b) Si trovi un potenziale vettore F⃗ per f⃗ , se questo esiste, oppure si barri “non esiste”. (2 pt.)

F⃗ (x, y, z) = i⃗+ j⃗+ k⃗/ non esiste

(c) Si trovi, se esiste, un potenziale vettore G⃗ per f⃗ , tale che G1 e G2 non dipendono da z. (2 pt.)

G⃗(x, y, z) = i⃗+ j⃗+ k⃗/ non esiste

Esercizio 5 Si considerino i tre campi f⃗1, f⃗2 e f⃗3 definiti come segue:

f⃗1 :
�
(x, y, x) :x2 + y2 + z2 > 0

	
→ R3 f⃗1(x, y, z) =

x⃗i+ y⃗j+ zk⃗

(x2 + y2 + z2)3/2

f⃗2 :
�
(x, y, x) :x2 + y2 > 0

	
→ R3 f⃗2(x, y, z) =

−y⃗i+ x⃗j− 2k⃗

x2 + y2

f⃗3 :
�
(x, y, x) :x2 + y2 + z2 > 0

	
→ R3 f⃗3(x, y, z) =

x3⃗i+ y3⃗j+ z3k⃗

x4 + y4 + z4

(a) Si barri l’ opzione corretta: f⃗1 è conservativo vero falso (1 pt.)

(b) Si barri l’ opzione corretta: f⃗1 ammette potenziale vettore vero falso (1 pt.)

(c) Si barri l’opzione corretta: f⃗2 è conservativo vero falso (1 pt.)

(d) Si barri l’ opzione corretta: f⃗3 è conservativo vero falso (1 pt.)

(e) Si barri l’ opzione corretta: f⃗2 è solenoidale vero falso (1 pt.).






