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La somma dei punteggi degli esercizi fa 40. Il tempo a disposizione è un ora e trenta minuti.

Esercizio 1 Consideriamo l’insieme M ⊂ R4 definito da:

M :=
�
(x, y, w, z) : exy−1 + w + z = 1, ewz+1 − x+ y = 1

	

e il punto P0 := (1, 1,−1, 1). È immediato verificare che P0 ∈ M .

a) Si dica se si può dedurre da teorema del Dini che esistono due funzioni x(w, z) e y(w, z) definite per
(w, z) in un intorno W di (−1, 1) tali che, vicino a P0 posso scrivere M come

{(x(w, z), y(w, z), w, z) : (w, z) ∈ W} .

vero / falso . (1 pt.)

b) Si dica se si può dedurre da teorema del Dini che esistono due funzioni x(y, w) e z(y, w) definite per
(y, w) in un intorno W1 di (1,−1) tali che, vicino a P0 posso scrivere M come

{(x(y, w), y, w, z(y, w)) : (y, w) ∈ W1} .

vero / falso . (1 pt.)

c) Si verifichi se si può dedurre da teorema del Dini che esistono due funzioni w(x, y) e z(x, y) definite per (x, y) in
un intorno W2 di (1, 1) tali che, vicino a P0 posso scrivere M come

{(x, y, w(x, y), z(x, y)) : (x, y) ∈ W2} .

Se ciò è possibile si trovi la matrice Jacobiana (se no si barri “non esiste”): (5 pt.)

∂(w, z)

∂(x, y)
(1, 1) =







/ non esiste .

Esercizio 2 Si considerino le funzioni f1, f2, f3 : R2 → R definite da:

f1(x, y) :=
x2 + y2

(1 + x2 + y2)2
, f2(x, y) :=

xy

(1 + x2 + y2)2
, f3(x, y) :=

x

(1 + x2 + y2)2
.

Si barri l’opzione corretta (per ogni riga): (3 pt.)

f1 non ammette integrale su R2 / ammette integrale su R2 ma non è integrabile su R2 / è integrabile su R2

f2 non ammette integrale su R2 / ammette integrale su R2 ma non è integrabile su R2 / è integrabile su R2

f3 non ammette integrale su R2 / ammette integrale su R2 ma non è integrabile su R2 / è integrabile su R2





,

Esercizio 3 Si considerino l’aperto Ω ⊂ R3 e la funzione g : R3 → R3 definiti da:

Ω := {(x, y, z) :x > 0, y > 0} , g(x, y, z) :=
x2

4
+ y2 +

z2

9
− 1

e sia V in R3 definito da:

V := {(x, y, z) ∈ Ω : g(x, y, z) = 0} =

�
(x, y, z) :x > 0, y > 0,

x2

4
+ y2 +

z2

9
= 1

�
.

Sia inoltre f : R3 → R definita da f(x, y, z) := xyz.

a) Si mostri brevemente che V è un vincolo regolare bilatero di codimensione 1. (2 pt.)

b) Si trovino tutti i punti critici vincolati per f su V : (5 pt.)

(x, y, z) = (x, y, z) =

(x, y, z) = (x, y, z) =

(x, y, z) = (x, y, z) =

c) Si faccia vedere che f ammette massimo e minimo su V . Per questo si suggerisce di notare che f vale zero
nei punti di V \ V . (4 pt.)





d) Si trovino: (2 pt.)

min
V

f = , max
V

f = .

Esercizio 4 Sia D ⊂ R3 definito da:

D :=
�
(x, y, z) : z2 ≤ 1 + x2 + y2, x2 + y2 + z2 ≤ 9

	

Si mostri che D è un dominio regolare a tratti. (5 pt.)



Esercizio 5 DA SVOLGERE NELLE SUCCESSIVE FACCIATE BIANCHE

Dato α ∈ R (un parametro) poniamo:

Dα :=
�
(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ y ≤ x, xy ≤ 1, 0 ≤ z(x2 + y2)α ≤ 1

	

Si consideri inoltre la funzione f : R3 → R definita da

f(x, y, z) := x2 − y2

(si noti che f ≥ 0 in Dα, qualunque sia α). ALLORA

f è integrabile su Dα per α ∈ e, per tali valori di α, si ha:

ZZZ

Dα

f(x, y, z) dxdydz =

ZZZ

Dα

(x2 − y2) dxdydz = .

Per questa domanda è richiesto lo svolgimento da riportare nello spazio che segue. (12 pt.)

Svolgimento:






