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MATR.:

La somma dei punteggi degli esercizi fa 40 Il tempo a disposizione è due ore e venti minuti .

Esercizio 1 Sia f : R2 → R definita da:

f(x, y) :=





x2y2

x2 − xy + y2
− y se (x, y) ̸= (0, 0);

0 se (x, y) = (0, 0).

(a) Se v⃗ = vx⃗i+ vy⃗j è un vettore di R2 si trovi la derivata direzionale: (1 pt.)

f ′(0, 0)(v⃗) = .

(b) Si dica - MOTIVANDO BREVEMENTE - se f è differenziabile nel punto (0, 0) e in caso affermativo si
trovi il gradiente di f in (0, 0):

f è differenziabile in (0, 0) SI NO

∇f(0, 0) = i⃗+ j⃗ / non esiste . (4 pt.)

Svolgimento del punto (b):





Esercizio 2 Si considerino il dominio D ⊂ R2 e la funzione f : R2 → R definiti da:

D :=
�
(x, y) ∈ R2 : 3x2 − 4xy + 12y2 ≤ 16

	
f(x, y) := xy

(a) Si faccia vedere, usando lo spazio sottostante, che D è un dominio regolare a tratti limitato:
(2 pt.)

(b) Si trovino tutti i punti stazionari vincolati per f su D (non vanno necessariamente riempite tutte le
caselle): (3 pt.)

(x, y) = (x, y) =

(x, y) = (x, y) =

(x, y) = (x, y) =

(c) Si trovino il minimo (assoluto) di f su D (oppure si scriva “non esiste”) e un punto di massimo (assoluto)
per f su D (oppure si scriva “non esiste”): (2 pt.)

min
(x,y)∈D

f(x, y) = , (xmax, ymax) = .



Esercizio 3 Si consideri il sottoinsieme D di R3 definito da:

D :=
�
(x, y, z) ∈ R3 : (x2 + y2 + z2 ≤ 5, x ≥ y, z ≥ 1

	

Diamo per buono che D è un dominio regolare a tratti. Indicheremo con ν̂(P ) la normale unitaria uscente da
D, definita per P ∈ ∂regD. Consideriamo inoltre il campo f⃗ definito da:

f⃗(x, y, z) := 3x3(y2 − z2)⃗i+ 3y3(z2 − x2)⃗j+ 3z3(x2 − y2)k⃗.

Indichiamo inoltre

S := ∂D ∩
�
x2 + y2 + z2 = 5

	
, L := ∂D ∩ {x = y} , B := ∂D ∩ {z = 1} .

È chiaro che ∂D = S ∪ L ∪B e che (S, ν̂), (L, ν̂) ed (B, ν̂) sono superfici regolari orientate.

(a) Se P0 = (1, 0, 2) si trovi l’equazione del piano passante per P0 e tangente a ∂D in P0 (oppure si barri
”non esiste”) – l’equazione deve essere del tipo ax+ by + cz = d: (1 pt.)

x+ y+ z = / non esiste

(b) Se Q0 = (2, 0, 1) si trovino i vettori (tutti presi rispetto alla superficie S) (oppure si barri non esiste ) :
(3 pt.)

ν̂S(Q0) = i⃗+ j⃗+ k⃗/ non esiste

n̂S(Q0) = i⃗+ j⃗+ k⃗/ non esiste

t̂S(Q0) = i⃗+ j⃗+ k⃗/ non esiste .

(c) Si trovi il bordo della superficie S:
(1 pt.)

Σ(S)= .

(d) Si trovi un potenziale vettore F⃗ per il campo f⃗ , oppure si barri NON ESISTE : (2 pt.)

F⃗ (x, y, z) = i⃗+ j⃗+ k⃗

(e) Si calcolino: (5 pt.)

ZZ

B
f⃗ · ν̂ dσ = ,

ZZ

S
f⃗ · ν̂ dσ = .

Di questo punto è richiesto lo SVOLGIMENTO da riportare nelle facciate bianche che seguono.

Svolgimento del punto (e).







Esercizio 4 Sia g : R → R definita da g(t) :=
2t3

π3
− 3t2

π2
e consideriamo la funzione f : R → R definita da:

f(t) :=

(
g(t) se 0 ≤ t ≤ π,

g(−t) se − π ≤ t ≤ 0.

ed estesa a tutto R in modo 2π periodico.

(a) Si trovino i coefficienti della serie di Fourier di f :

 
f(t) = a0 +

∞X

n=1

an cos(nt) + bn sin(nt)

!
: (3 pt.)

a0 = , an = , bn =
(n > 0).

(b) Si dica qual è il massimo k ∈ N per cui la serie
∞X

n=1

dk

dtk
(an cos(nt) + bn sin(nt)) converge uniformente:

k = . (1 pt.)
(d) Si usino i risultati precedenti per calcolare la somma della seguente serie:

∞X

k=0

1

(2k + 1)4
=

(3 pt.)
giustificando brevemente il procedimento utilizzato per trovare questo risultato:





Esercizio 5 Consideriamo il sistema di equazioni differenziali:




x′ = −3x+ y + 3z

y′ = −y + 2z + 2

z′ = −4x+ 2y + 3z − 1

(Sys)

che si può scrivere in forma vettoriale come

Y ′ = AY +B(t)

dove:

Y (t) =



x(t)
y(t)
z(t)


 , A :=



−3 1 3
0 −1 2
−4 2 3


 B(t) :=




0
2
−1


 .

(a) Si trovino gli autovalori di A e le rispettive molteplicità algebrica e geometrica: (1 pt.)

λ1 = mA(λ1) = mG(λ1) = ;

λ2 = mA(λ2) = mG(λ2) = ;

λ3 = mA(λ3) = mG(λ3) =

(non occorre riempire tutte le caselle se gli autovalori sono uno o due).

(b) Si trovi una soluzione costante Ȳ di (Sys), oppure si scriva “non esiste”: (2 pt.)

x̄(t) =

ȳ(t) =

z̄(t) =

(c) Si trovino una matrice di Jordan J e una matrice di cambio di base M per cui A = M J M−1: (3 pt.)

M =







, J =









(d) Si trovi la soluzione Y (t) di (Sys) verificante le condizioni iniziali
x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 0: (3 pt.)

x(t) =

y(t) =

z(t) =




