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COGNOME:

NOME:

MATR.:

La somma dei punteggi degli esercizi fa 40 Il tempo a disposizione è due ore e quindici minuti .

Esercizio 1 Consideriamo la seguente equazione differenziale lineare:

x(x+ 1)y′′ + (x− 3)y′ − 9y = −6 + 4x− 5x2

Cerchiamo soluzioni sviluppabili in serie di potenze vicino a zero, cioè y(x) =
∞P
n=0

anx
n.

(a) Si trovi una relazione ricorsiva per i coefficienti an: (2 pt.)

(b) Se aggiungiamo le condizioni iniziali y(0) = 0, y′(0) = 2 , allora l’equazione:

ammette una e una sola soluzione

ammette una soluzione, ma non unica

non ammette soluzioni (1 pt.)

(c) Se imponiamo le condizioni iniziali y(0) = 0, y(4)(0) = 120 (se la soluzione non esiste o non è unica si
barrino le caselle corrispondenti), allora: (1 pt.)

a5 = / y non esiste / y non è unica

1. Si trovi la soluzione ỹ dell’equazione verificante ỹ(0) = 1, ỹ(4)(0) = 0 (ammesso che esista e sia unica–
altrimenti si barrino le caselle corrispondenti). (3 pt.)

ỹ(x) =

/ ỹ non esiste / ỹ non è unica





Esercizio 2 Sia V ⊂ R3 l’insieme definito da:

V := {(x, y, z) : − xy − xz + 3yz = 1, x+ y + z = 3} .

Notiamo che P0 := (1, 1, 1) ∈ M .

(a) Si dica se vicino a P0 l’insieme V si descrive come il sostegno di una curva γ di classe C1 della forma
γ(z) = (x(z), y(z), z) per z vicino a 1 e in caso affermativo si calcoli γ′(1): (2 pt.)

M si può descrivere nel modo detto sopra e vale:

γ′(1) = i⃗+ j⃗+ k⃗

oppure M non si può descrivere nel modo detto sopra .

(b) Si mostri che V è un vincolo regolare di dimensione 1. (4 pt.)
Di questo punto è richiesto lo SVOLGIMENTO da riportare nello spazio bianco che segue.
Svolgimento del punto (b).



Esercizio 3 Si considerino l’insieme D ⊂ R2 e la funzione f : R2 → R definiti da:

D := {(x, y) :x > 0, xy ≥ 6, 3x+ y ≤ 12} , f(x, y) := 9x2 + 4y2 − 3xy.

(a) Si trovino tutti i punti stazionari vincolati per f su D (possono essere meno di sei): (5 pt.)

(x, y) = (x, y) =

(x, y) = (x, y) =

(x, y) = (x, y) =

(b) Si calcoli il minimo di f su D (oppure si scriva “non esiste”): (1 pt.)

min
(x,y)∈D

f(x, y) = .

(c) Si trovi un punto di massimo (assoluto) per f su D (oppure si scriva “non esiste”): (1 pt.)

(xmax, ymax) = .





Esercizio 4 Si consideri il sottoinsieme D in R3 definito da:

D :=
�
(x, y, z) ∈ R3 :x2 + y2 + z2 ≤ 25, 9x2 + 9y2 ≥ (z + 9)2, z ≥ 0

	
.

Daremo per buono che D è un dominio regolare a tratti e indicheremo con ν̂ la normale a ∂D uscente da D.
Consideriamo inoltre il campo f⃗ : R3 → R3 definito da:

f⃗(x, y, z) := x⃗i+ y⃗j+ zk⃗.

(a) Si può dare per buono che ∂D = S ∪ C ∪B, dove

S :=
�
x2 + y2 + z2 = 25, 0 ≤ z ≤ z̄

	
, C :=

�
9x2 + 9y2 = (z + 9)2, 0 ≤ z ≤ z̄

	
,

B :=
n
ρ̄ ≤

p
x2 + y2 ≤ 5, z = 0

o

con ρ̄ e z̄ due opportuni numeri positivi. Si trovino ρ̄ e z̄:

ρ̄ = z̄ = . (2 pt.)

(b) Si trovino le seguenti normali (3 pt.)

ν̂(4,−2
√
2, 1) = i⃗+ j⃗+ k⃗/ non esiste

ν̂(
√
15, 1, 3) = i⃗+ j⃗+ k⃗/ non esiste

ν̂(2,−3, 0) = i⃗+ j⃗+ k⃗/ non esiste

(c) Si calcolino i due seguenti flussi: (6 pt.)

ZZ

∂D
f⃗ · ν̂ dσ =

ZZ

C
f⃗ · ν̂ dσ =

Di questo punto è richiesto lo SVOLGIMENTO da riportare nello spazio bianco che segue.

Svolgimento del punto (c).





Esercizio 5 Consideriamo il sistema di equazioni differenziali:




x′ = 3x− y − z + 4

y′ = −x+ 4z − 5

z′ = −y + 3z − 3

. (Sys)

che si può scrivere in forma vettoriale come

Y ′ = AY +B(t)

dove:

Y (t) =



x(t)
y(t)
z(t)


 , A :=




3 −1 −1
−1 0 4
0 −1 3


 B(t) :=




4
−5
−3


 .

(a) Si trovi una soluzione costante Ȳ di (Sys), oppure si scriva “non esiste”: (2 pt.)

x̄(t) =

ȳ(t) =

z̄(t) =

(b) Si trovino una matrice di Jordan J e una matrice di cambio di base M per cui A = M J M−1: (3 pt.)

M =







, J =







(c) Si trovi la soluzione Y (t) di (Sys) verificante le condizioni iniziali nulle:
x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 0: (4 pt.)

x(t) =

y(t) =

z(t) =






