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La somma dei punteggi degli esercizi fa 40 Il tempo a disposizione ¢ due ore e quindici minuti .

Esercizio 1 Si consideri la funzione f : R? — R definita da f(x,y) = 22 + 332.

1. Si completi I’affermazione seguente:
la derivata direzionale f’(1, —1)(?) ha massimo tra i vettori ¢ di norma 1 nel vettore

L <3

U= i+
inoltre il valore massimo di queste derivate direzionali ¢

f (oppure ’ non ha massimo \); 2pt)

max {f'(1,—-1)(d): |9 =1} = 2 \\/\'O non esiste (2pt.)
2. SeG = {(:c, y,2) ER3:z = f(x,y)} (cioe G & il grafico di f), allora il vettore ¥ := f+j— 4K =&
(2pt.)
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Esercizio 2 Si considerino Iinsieme D C R? e la funzione f : R? — R definiti da:

D::{(x,y):2x2—3§y§2:1:+1} , fz,y) =2 + 42

Diamo per buono che D & un dominio regolare a tratti.

(a) Si trovino tutti i punti stazionari vincolati per f su D (possono essere meno di otto): (4pt)
©,0)
wy=| (010 (2.9) =
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(O,- ’3\ ( = ) g )
(2,y) = ! (z,y) =
(_ 9\
— \ -
(z,y) = S S (z,y) =
(2 D \ ('_ \ ) l )
(2,y) = (z,y) =
(b) Si calcoli il minimo di f su D (oppure si scriva “non esiste”): (1pt)
min T,Y) =
(zy)eD f@y)
(c) Si trovi un punto di massimo (assoluto) per f su D (oppure si scriva “non esiste”): (1pt)
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Esercizio 3 Si consideri la seguente serie di potenze: f(x) := >
n=1 T

Non ¢ difficile vedere che il raggio di convergenza fa 1.

(a) Si trovino: Bpt)
), O 6
f(0) = . f1(0) = . f7(0) =
e o g flz) 227
(b) Si faccia vedere che f verifica f'(x) — il g per —R <z < R. 3pt)
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(c) Si trovi I’espressione esplicita di f(x):

— % Qu (4= =<Y)

flz) = (3pt)
Per questo si possono usare i punti precedenti. Ricordiamo che, se I C R ¢ un intervallo, a,b : I — R
sono continue, allora I’equazione differenziale del primo ordine

y = a(z)y +b(=)

ha come soluzione

dove xg € I e A(z) := |



Esercizio 4 Si consideri il sottoinsieme D in R? definito da:

D = {(:c,y,z) €R3:x2+y2+22§25,16\/932+y223z2,220}.

Daremo per buono che D & un dominio regolare a tratti e indicheremo con © la normale a 9D uscente da D.
Consideriamo inoltre il campo f : R® — R3 definito da:

fla,y,2) == ai + yj + 2k,

(a) Si trovi il numero zg per cui 0D = S U L U B, dove S, L e B sono definite (in termini di zg) da: (1 pt.)

Si={(z,y,2) €RP:a2 412+ 22 =250< 2 < 2},
L= {(“”“’?‘/’@ eRgilﬁx/m:Sz?,ongw} B:={(z,y,2) eR®:a? +y* < 25,2 =0},

z0 = non esiste |.

(b) Si trovino le seguenti normali Bpt)
~ 8 R E 3
0(1/2,—V5/4,2) = 5 i+ \> j+ 5 K/| non esiste

5(2,V/5,4) = i+ i+ k/[non eiste |

(¢) Si calcolino i due seguenti flussi: (6pt.)

fl, 7w

//Lf-ﬁda— ?

Di questo punto € richiesto lo SVOLGIMENTO da riportare nella facciata bianca che segue. Svolgimento
del punto (c).
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Esercizio 5 Consideriamo il sistema di equazioni differenziali:

r=2r— 2+ 3t

y = —6z —y+62—3t (Sys)
Y =x 42

che si pu0 scrivere in forma vettoriale come

Y' =AY + B(t)
dove:
z(t) 2 0 -1 3
Y(t) = |y(t) , A=|-6 -1 6 B(t):= |-3| ¢
z(1) 1 0 0 2
1. Si trovino gli autovalori di A e le rispettive molteplicita algebrica e geometrica: (1pt)

M=~} mah) = L me(\) = A ;

Ay = i ma(Ag) = A ma(A2) = i. ;

A3 = ma(As) = ma(A3) =

(non occorre riempire tutte le caselle se gli autovalori sono uno o due).

2. Si trovi una soluzione Y di (Sys) del tipo Z(t) = o + at, §(t) = B + bt, 2(t) = v + ct, oppure si scriva
“non esiste”: 2pt)

~A-21

> 4 3

y(t) =
“x
z(t) =
3. Si trovino una matrice di Jordan J e una matrice di cambio di base M percui A = M J M~ Bpt)

o\| = | D |o

u=| ol 73| - =[O0 ]]




4. Si trovi la soluzione Y (t) di (Sys) verificante le condizioni iniziali
z(0) =0, y(0) =0, 2(0) = 0:

Q,Jr\\e*J—?_‘t

’3€J° + 343t

L e - E

2-> O

Q) (1= X = = (e O
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| O -l
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WL&WBQ\AM@L R N O
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S$e (WMpPoNHo (y'*mw%g Q\aqwo%""'\e 0"""/‘*50
A bW ) A b = Al a 4 (AWeTn) . e
Prcl tovmd  Jase emeiw S .

@) /\_«76 o =0 \M w = AW
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