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La somma dei punteggi degli esercizi fa 40 Il tempo a disposizione è due ore.

Inizio Test

1. Si consideri f : R2 → R definita da

f(x, y) :=





x2y3

x4 + y4
se (x, y) ̸= (0, 0),

0 se (x, y) = (0, 0).

(a) Dato un vettore v⃗ = v1⃗i+ v2⃗j si calcoli la derivata direzionale di f in (0, 0) nella direzione v⃗. (2 pt.)

f ′(0, 0)(v⃗) = / non esiste per tutti i v⃗

(b) Si dica, motivando brevemente la risposta, se f è differenziabile in (0, 0) (2 pt.)

è differenziabile non è differenziabile perché:

(c) Si dica se f è continua in (0, 0): SI NO . (2 pt.)





2. Si consideri la funzione f : [0,π] → R definita da:

f(x) := x(π − x).

(a) Si trovino i coefficienti dello sviluppo di Fourier in soli seni di f (cioè i coefficienti un tali che si abbia - nel

senso visto a lezione - f(x) =
∞P
n=1

un sin(nx), per 0 ≤ x ≤ π ). (4 pt.)

un =

(b) Si dica se la serie
∞P
n=1

un sin(nx) converge uniformemente, e si dia una breve motivazione della risposta:

converge uniformemente / non converge uniformemente perché: (1 pt.)

(c) Si dica se si può derivare per serie: d
dx

∞P
n=1

un sin(nx) =
∞P
n=1

un
d
dx sin(nx) , e si dia una breve motivazione

della risposta: si può / non si può perché: (1 pt.)

(d) Si usi quanto trovato sopra per calcolare la somma S della serie
∞X

k=0

(−1)k

(2k + 1)3
:

(2 pt.)

S = .



3. Si considerino il sottoinsieme di R3:

D :=
n
(x, y, x) ∈ R3 : (2x− 3)2 + 16y2 + 16z2 ≤ 16, 4z ≥

√
3(2x+ 1)

o
.

e il campo vettoriale f⃗ : R3 → R3 definito da:

f⃗(x, y, z) := (4z −
√
3(2x+ 1))(−y⃗j+ zk⃗).

Diamo per buono che D è un dominio regolare a tratti. Indichiamo con ν̂ la normale unitaria uscente da D.

(a) Si scriva D in forma normale rispetto all’asse z. Più precisamente si trovi un insieme B in R2 (la “base”) e
due funzioni h, k : B → R tali che (3 pt.)

D = {(x, y, x) : (x, y) ∈ B, h(x, y) ≤ z ≤ k(x, y)}

B =

h(x, y) = , k(x, y) =

In quanto segue consideriamo i due insiemi:

S− := {(x, y, z) : (x, y) ∈ B, z = h(x, y)} , S+ := {(x, y, z) : (x, y) ∈ B, z = k(x, y)}

È chiaro che S+ e S− sono due superfici parametriche e che ∂D = S− ∪ S+.

(b) Se P = (−1/2, 0, 0) si calcoli ν̂(P ): (1 pt.)

ν̂(P ) = i⃗+ j⃗+ k⃗/ non esiste

(c) Si calcoli la divergenza di f⃗ : (1 pt.)

∇⃗ · f⃗(x, y, z) = / non esiste

(d) Si calcolino i flussi di f⃗ attraverso le superfici orientate (S+, ν̂) e (S−, ν̂): (6 pt.)

RR
S+

f⃗ · ν̂ dσ =
RR
S−

f⃗ · ν̂ dσ = .







4. Sia f : R3 → R definita da: f(x, y, z) = 2x− 3y + 6z e sia

D :=
�
(x, y, x) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4, 4z ≥ x2 + y2 − 4

	
.

(a) Si trovino tutti i punti stazionari vincolati per f su D (possono essere meno di sei): (6 pt.)

(x, y, z) =

(x, y, z) =

(x, y, z) =

(x, y, z) =

(x, y, z) =

(x, y, z) =

(b) Si calcoli (oppure si scriva “non esiste”): (1 pt.)

min
P∈D

f(P ) =

(c) Si calcoli (oppure si scriva “non esiste”): (1 pt.)

max
P∈D

f(P ) =







5. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali:




x′ = 3x− y − z − 3et

y′ = −x+ 4z + 5et

z′ = −y + 3z + 2et
. (Sys)

che si può scrivere in forma vettoriale come

Y ′ = AY +B(t)

dove:

Y (t) =



x(t)
y(t)
z(t)


 , A :=




3 −1 −1
−1 0 4
0 −1 3


 B(t) :=



−3et

5et

2et


 .

(a) Si trovino gli autovalori di A e le rispettive molteplicità algebrica e geometrica: (1 pt.)

λ1 = mA(λ1) = mG(λ1) = ;

λ2 = mA(λ2) = mG(λ2) = ;

λ3 = mA(λ3) = mG(λ3) =

(non occorre riempire tutte le caselle se gli autovalori sono uno o due).

(b) Si trovi una soluzione Ȳ di (Sys) del tipo x̄(t) = aet, ȳ(t) = bet, z̄(t) = cet, con a, b, c ∈ R, oppure si
scriva “non esiste”: (2 pt.)

x̄(t) =

ȳ(t) =

z̄(t) =

(c) Si trovi la soluzione Y (t) di (Sys) verificante le condizioni iniziali
x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 1: (4 pt.)

x(t) =

y(t) =

z(t) =

Fine Test






