Ingegneria Aerospaziale. Analisi Matematica2.  Compito del 9 giugno 2023
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MATR.:

La somma dei punteggi degli esercizi fa 40 Il tempo a disposizione ¢ due ore.

Inizio Test

1. Si consideri G : R? — R definita da G(x,y) := e™¥+* 4 22 +y — 3.
Indichiamo M := {(x,y) € R? : G(z,y) = 0}. E chiaro che (2, —2) € M.

Indichiamo con z(y) 1’eventuale funzione trovata mediante il teorema del Dini, che sia definita vicino a y = —2
e tale che, vicino a (2, —2), M coincida con il grafico di z = z(y).

Analogamente indichiamo con y(x) I’eventuale funzione trovata mediante il teorema del Dini, che sia definita

vicino a = 2 e tale che, vicino a (2, —2), M coincida con il grafico di y = y(x).
Con queste notazioni si dica quali delle seguenti affermazioni sono corrette.
(a) Si ha: 2pt.)
' (=2) = >< il Dini non garantisce ’esistenza di x(y) ‘
(b) Si ha: (2pt)
y'(2) = O il Dini non garantisce 1’esistenza di y(z) ‘
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2. Si consideri la seguente equazione differenziale lineare del secondo ordine:

2z + 1)y — 2(4z 4+ 1)y — 12y = 12 + 423,

Diamo per buono che le soluzioni definite vicino a zero si possono esprimere come una serie di potenze:

o
y(x) = Z anz™.
n=0

(a) Si scriva una relazione ricorsiva per i coefficienti a,, 2pt.)
Va 12 =0
@H\ (h-2)@uw + 2(\0-()0“\: A
N\ o Wt 0,h£3
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(b) Si indichi quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta:
(b.1) Non esiste nessuna soluzione y con y(0) = —1 ’ VERO ‘ ’ FALSO
(b.2) esiste un’unica soluzione y con y(0) = —1 ’ VERO ‘ ’ FALSO |;

(b.3) esistono infinite soluzioni y con y(0) = —1 V&O FALSO |,

(b.4) ’ nessuna delle precedenti ‘

i

(c) Si dica qual ¢ il raggio di convergenza R delle soluzioni:

R = "\— m non ¢ lo stesso per tutte le soluzioni

(1pt)

(1pt)

(d) Si dica se esiste una soluzione y tale che ¢ ¢ un polinomio di terzo grado e in caso affermativo si trovi y:

(3pt)

(- XD

—

y(z) = 4

(e) Si dica se esiste una soluzione y tale che 3"/ (0) = 0 in caso affermativo si trovi y:

y(z) = 1+ e 2\/\5+fg)<é
2

non esiste

non esiste |.

(3pt)
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3. Si considerino il sottoinsieme di R3:

D :={(z,y,2) cR3: x2+y2+z§8,222x}

e il campo vettoriale f : R3 — R? definito da:

—

Fla,y,2) (@ —y+ DE+5+28)

ossiamo dare per buono che D ¢ un dominio regolare a tratti. Indicheremo con © la normale unitaria uscente da
D.

(a) Si scriva D in forma normale rispetto all’asse z. Pill precisamente si trovi un insieme B in R? (la “base”) e
due funzioni g, h : B — R tali che 2pt)

D ={(z,y,z): (z,y) € B,g(x,y) < z < h(z,y)}

b= {()Hl\%c 0 <8

g(m,y): 9\,\A

Y
hz,y) = §-X - M

In quanto segue consideriamo i due insiemi:

S={(z,y,2):(z,y) € B,z =h(z,y)}, R:={(z,y,2):(2,y) € B,z=g(x,y)}

E chiaro che S e R sono due superfici parametriche e che 9D = S U R.

(b) Si trovi una curva chiusa 7 : [0, 27r] — R3 che percorra il bordo X(.S) in modo coerente con 7. (2pt.)

-2 1 65 (t) |k

ey

1= ~A 4 SCosk) it Bpw )

(c) Si calcoli il flusso di f attraverso la superficie orientata (R, 0): 3pt)

O(f,R, D) = O

(d) Si calcoli il flusso di f attraverso la superficie orientata (S, 0): (4pt)

®(f,9,0) = 8\ T
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4.Sia f : R? — R definita da: f(z,y) = 2y e sia

D= {(uc,y)ER2 : :c2+y2§1,372y}.

(a) Si trovino tutti i punti stazionari vincolati per f su D (possono essere meno di sei): Spt)

= (0,0)
= (I, 92)

(z,y) =
(z,y) =
(b) Si calcoli (oppure si scriva “non esiste”): (1pt)
min f(P) /Z
(c) Si calcoli (oppure si scriva “non esiste’): (1pt) D

max f(P) = "(/2/
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5. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali:

2 =z — 4z — et

y = -3z 4y —3e* (Sys)

Y =1 — 32— 46

che si pud scrivere in forma vettoriale come

Y' = AY + B(t)
dove:
x(t) 1 0 —4 -5
Y(t) = |y() , A=|-31 0 B(t) :==e* | -3
z(t) 1 0 -3 4
(a) Si trovino gli autovalori di A e le rispettive molteplicita algebrica e geometrica: (1pt)
M=) AL ma(A1) = 4_' ma(A\i) =

=l =~ A

mA()\Q) =

Py,

A3 = ma(A3) =

ma(A2) =

ma(A3) =

(non occorre riempire tutte le caselle se gli autovalori sono uno o due).

(b) Si trovi una soluzione Y di (Sys) del tipo z(t) = ae?, y(t) = be?, z(t) = ce?, oppure si scriva “non
esiste”: 2pt.)

A

z(t) = - C

y(t) = O

2
5(t) = - e

() Si trovi la soluzione Y'(¢) di (Sys) verificante le condizioni iniziali
z(0) =0,y(0) =0, 2(0) = 0: (5pt.)

o)< (A ‘2,):\ g 6%

—t
y(t) = = ?DJC &

- (A=t) PR

Fine Test
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