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1. Si stabilisca se l’insieme M := {x+ y = exy} è descrivible (localmente) da una curva regolare (3p.).

2. Si calcoli
�
γ

�
y

x2 + 4y2
�i− x

x2 + 4y2
�j

�
· d�s dove γ descrive il bordo di Ω := {x2 + 4y2 ≤ 1} (3p.).

1PUNTEGGIO MINIMO VotoA≥5p. Voto=VotoA+VotoB (0 ≤ Voto ≤ 40) - Lode se Voto≥ 35



3. Si dica (motivando) se il campo �f :=
y

x2 + 4y2
�i− x

x2 + 4y2
�j è irrotazionale (1,5p) e se è conservativo

(1,5p.).

4. Si trovi il raggio di convergenza della serie di potenze
∞�
n=0

nxn

4 + 2n
(1,5 p.) e si dica per quali x la serie

converge (1.5p).

5. Si risponda ai seguenti quesiti barrando la casella corretta (1 punto ciascuno)

(a) Se f è una funzione definita in un aperto Ω di R2 che ammette derivate parziali prime e seconde

e se f è continua in Ω, allora
∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
in Ω. VERO FALSO

(b) La funzione f(x, y) :=
1

�(x, y)� è integrabile in senso improprio in un intorno dell’origine di R2.

VERO FALSO

(c) Se �f è un campo irrotazionale in R2 allora
�
γ
�f · d�s = 0 per ogni curva chiusa γ in R2

VERO FALSO .

(d) La funzione f(x, y) :=
exy

x2 + y2
ammette massimo sul cerchio chiuso di centro (3, 2) e raggio

√
2.

. VERO FALSO .
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1. Si consideri la funzione di due variabili f(x, y) := 4x2 − y2 +
12xy

x2 + y2
.

(a) Si trovino tutti i punti stazionari di f e per ognuno di questi si dica se sono punti di massimo
relativo/minimo relativo/sella (4p.).

(b) Si dica se l’insieme M := {f(x, y) < 9} è un aperto regolare (1p.).



(c) Si dica se M è limitato (2p.) (suggerimento: dato m ∈ R si cerchi la soluzione xm di f(x,mx) = 9
e si veda cosa succede se m → 2).

2. Si considerino gli insiemi

Ω := {x2 + y2 + z2 ≤ 4, x2 + y2 ≥ 1, z ≥ 0}, S := {x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 ≥ 1, z ≥ 0}
A := {1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, z = 0}, C := {x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤

√
3}.

e il campo vettoriale
�f :=

xz

x2 + y2
�i+

yz

x2 + y2
�j+ z2(x2 + y2)�k.

Si calcolino i flussi di �f su ∂Ω (4p.) e sulle superfici definite da S (1p.), A (1p.)e C (2p.).

Per il primo flusso a normale è da intendersi definita come uscente da Ω; su S/C consideriamo la
normale che si allontana dall’origine mentre su A prendiamo la normale concorde con l’asse z.



3. Si consideri l’equazione differenziale

y� =
−2x

x2 + y2 + 2y
(=: F (x, y))

(a) Si trovi il dominio della funzione F (x, y) e le zone del piano xy in cui F è positiva/negativa/nulla,
riportandole nel diagramma sottostante. Si usino tali informazioni per tracciare un grafico
qualitativo (anche parziale) delle soluzioni dell’equazione (1p.).



(b) Si trovi un fattore integrante per l’equazione per l’equazione della forma λ(x, y) = λ(x2+ y2). Si
trovi poi un integrale primo (4p.).

(c) Si tracci nel diagramma iniziale la soluzione y(x) relativa al dato iniziale (0, 2) (1p.); inoltre:
· si trovi il tempo x0 > 0 (se esiste) per cui y(x0) = 0 (1p.):

· si mostri che y(x) esiste per ogni x > 0 (1p.) e che lim
x→+∞

y(x) = −∞ (1p.).



4. Si consideri l’equazione differenziale lineare del secondo ordine:

xy��(x) + y�(x)− xy(x) = 0

Si cerchino le soluzioni esprimibili come serie di potenze centrate in zero, cioè del tipo y(x) =
∞�
n=0

anx
n.

In particolare:

(a) si trovi una relazione ricorsiva per i coefficienti an (3p.);

(b) si provi che tutti gli an con n dispari sono nulli(1p.);

(c) si provi che gli an cos̀ı definiti producono una serie di potenze di raggio infinito (1p.);



(d) si dica se in questo modo si riesce a risolvere il problema con condizioni iniziali y(0) = 0, y�(0) = 1
(1p.).


