Esercizio 7.

0 se (x,y)=1(0,0)
Data la funzi i definita, V)= P+t
ata la funzione cosi definita, f(x,y) X +)§y ;ry se (x, y)%(0.0)
Xty

determinare :
£.(0,0), fy(0,0), £,(0,0), differenziabilita , appartenenza alle classi C°(IR*) e C'(R?),

eventuale esistenza ed uguaglianza tra  f xy(0,0) e f yx(0,0).

Svolgimento :

Passando a coordinate polari, f(x,y) diventa g(p,0)= p-[cos(8)+p-sin*(0)] ed essendo

0<lg(p,0) <p-cos(0)+p>sin*(0) <p-(1+p) segueche lim f(x,y)=1limg(p,0)=0

(x, )-(0,0) p—0"
Dunque, f(x,y) écontinuain (0,0) edé C°(R?).

Calcoliamo adesso /' ,(0,0) e f (0,0):

£4(0.0) = lim LS00 o B 00) = tim LRS00 K

h—0 ]’l h—0 hzh B k—0 k kzk

Calcoliamo le derivate direzionali in (0,0):

posto v=(o,p)#0, abbiamo che

3.3 2,3 o4 14 4
7.(0,0) = lim ZLCALHZS(00) _ ol o RATh 0 B
h=0 h 70 (o> +p°)-h -0 (4B

Dunque, le derivate direzionali in (0,0) esistonoed¢ f,(0,0)=a

Calcoliamo adesso f (x,y) e f y(x ,¥) e verifichiamone la continuita in (0,0):

£ xy) = [(3-x7+ ) (x"+ ") =2-x(x+ x- 3+ "] _ 2-x-y"
XY 2, 22 2, 2y
(x*+7) (x"+57)
4
Postoora g(x,y)= ( zj_'y g e passando a coordinate polari, si osserva che
I ¢

g(x,y)=h(p,0)=2p-cos(0)sin*(0) edessendo 0 <|(p,0)=2-p-sin*(0)]cos(0)<2-p otteniamo
che

lim g(x,y)=1lim h(p,0)=0

(x,7)-(0,0) p—0"

In conclusione, quindi, ¢ ( 1§n? )fx(x, y)=1 e f.(x,y) écontinuain (0,0).
x,y)—(0,0

[(2xy+ 4y J(+y") =2y (P xy 4 )] 4xty 42y
2 2\2 2 2\2
(x*+)7) (x"+)7)

filx,y)=

Passando a coordinate polari, [ ,(x,y) diventa h,(p,0) =2-p-sin’(0)-(1+cos’(6)) ed essendo



0 <|i,(p.0)|<4p segueche lim f (x,y)=limh,(p,0)=0

(x, ¥)-(0.0) p—0"

Dunque, anche f y(x, y) écontinuain (0,0), la funzione data¢ C'(IR’) ed &, per il teorema del
differenziale totale, differenziabile in (0,0).

Calcoliamo infine le derivate parziali seconde miste e verifichiamone la continuita in (0,0):

—2:x 3,02 2\ 50 2, 2 _8'x3‘y3
(x,y)= =" 497 (P + =40 ()] = ——
falx,p) (x2+y2)4[ YAy ) =4y (x )] 4y

Poiché lim f yx(x, ¥) non esiste, come si pud vedere ad esempio calcolandolo lungo le direzioni di uno
(x, »)=(0,0)

degli assi e lungo la bisettrice del 1° ¢ 3° quadrante, f yx(x ,¥) non ¢ continuain (0,0) e, quindi, non sono

verificate le condizioni del teorema di Schwarz sullo scambio dell'ordine di derivazione.

Tuttavia, per calcolo diretto, otteniamo che

fV‘,x(O,()) — lim fx(oak)_fx(obo) _ llmi ~0 fxy(o,o) — lim fy(h,O)—fy(0,0) — 1 0-0

k=0 k —o k -0 h -0 h

Quindi, ¢ f,,(0,0)= £ ,.(0,0)



