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3. Sia F(x) definitaper x>0 da F(x):fwdt.

(a) Provare che F siestende con continuita in x=0.
(b) Provare che F ¢ monotona.
(c) Calcolare lim F(x).

x—+00

Svolgimento di (a) :

T arctan (t)

E' F(0)= lim dt.

x—-0" t
Adesso, essendo x<t<2-x, seguecheper x—0" anche ¢—0". Pertanto abbiamo che, essendo

arctan (¢ . . T . . .
lim f() =1, la funzione integranda ¢ limitata e l'integrale esiste finito.

t—0"
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E'dunque F(0)= lim [ arctan(t) ) o [ 1dr = 1im [(]" = lim x = 0.
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Svolgimento di (b) :

= 2-arctan (2-) _arctan(x) = l-[arctan(2-x) —arctan(x)], ed ¢ sempre F'(x)>0 Vx>0.

E F'(x) 2-x X X

Infatti, essendo la funzione arcotangente monotona strettamente crescente su tutto R ed essendo
2:x>x Vx>0, segueche

%-[arctan(lx) —arctan (x)|>0 Vx>0.

Dungque, per monotonia 2, anche F(x) ¢ monotona strettamente crescente.

Svolgimento di (¢) :

arctan ()

Per x>0 ¢ x<t<2-x edé¢ > (0 perché quoziente di due quantita strettamente positive.

Dunque ¢ F(x)>0.

E'poi lim F'(x)= lim %[arctan(Z-x) —arctan (x)] = lim %-[Z-x —x + o(xz)] =1
x—0" x—0" x—0"

lim F'(x) = lim l~[arctan(2-)c) —arctan (x)] = % =0

x—+w x—+ow X

Dunque, F(x) parteda x=0 come la bisettrice del primo quadrante, ¢, per il punto (b), monotona
strettamente crescente e, definitivamente, la tangente al suo grafico ¢ parallela all'asse x. Cio¢ F(x)
presenta un asintoto orizzontale ed ¢, pertanto, superiormente limitata.

Inoltre, per x =2 ¢ %< arcta;n (¢) < n/2

da cui segue che
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. 2x_ .. arctan(¢) .1 o .
lim [log(t)]x < lim f— dt < lim —-[log(t)}x da cui infine
x>+ x>+ x—+

X
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log(2) < lim M

x—+o0

dt <§-log(2)

X

Le considerazioni fatte fin qui, se corrette, sono sufficienti per affermare che lim F(x)= %-log(Z) ?
X—+00

In caso contrario, come si sarebbe dovuto procedere per rispondere al quesito ?



